^& 


v'    »  •>'* 


1-  *if 


^4>'i^  '  r 


<# 


A^.   - 


-^  ^V 


Vv-. 


i^v: 


Sv'.  • 


r^^::^^. 


V 


/^ 


^ 


.6 


"IM* 


Ni 


C> 


^ 


^ 


\ 


^^ 


J 


y 


"^ 


\ 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


http://www.archive.org/details/s1journaldemat20liou 


JOURNAL 


MATHÉMAïIOUES 


PURES  ET   APPLIQUÉES. 


PARIS.  IMrBIMKBlE    DE    MALI.KT-BACHELIER , 

ni:i  (iti  Jardifiil ,  n"  i3. 


JOURNAL 


IIK 


MAÏHËMATIOCES 

PUKES    ET    APPLIQUÉES, 


RECUEIL  lEMSllEL 

DE  MÉMOIRES  SUR  LES  DIVERSES  PARTIES  DES  MATHÉMATIQUES: 


«PuBrur' 


PAR  JOSEPH  LIOIVILLE, 

Membre  de  l'Académie  des  Sciences  et  du  Hiireau  des  Longitude 


TOME  XX.  -  ANNEE   1855. 


PARIS, 

MALLET-BACHELI ER ,   IMPRIMEUR-LIBRAIRE 
DE    l'École    polytechnique    et    du    bureau    des    longitudes 

QUAI    DES    AUGUSTINS,     M*^    55. 

1855 


ûf^ 


JÙ^U 


.âO 


c. 


TABLE  DES  MATIÈRES, 

TOME     XX. 


l'ai-'es. 
t 


Nouvelle  théorie  des  tuyaux  sonores;  par  M.  Quct 

Mémoire  sur  les  courbes  et  les  surfaces  algébriq.ies;  par  M.  J.' Scei«cr'(dc-'£rr 

Im).  —  Traduit  de  l'allemand  par  M.  de  Hnrn 3g 

Note  sur  le  Traité  des  nombres  carrés,  de  Léor,ard  de  Pise,  retrouve  et  publié  par 

M.  \e  prince  £a/t/,asar  Boneompagni  ;  par  M.   fVoepcke 54 

Mémoire  sur  une  forme  nouvelle  du  second  théorème  principal  de  la  théorie  n.e- 

caniquede  la  chaleur;  par  M.  R.  Clausius.  -  Traduit  par  M.  Michaélis.   .   .     63 

Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Liouville  par  M.  Reec/i.' g 

De  l'influence  des  diaphragmes  sur  la  grandeur  des  diamètres  apparents  du  Soleil 

et  de  \al.une;par  M.  Ernest  Lioui'il/r 


roj) 


I  16 


Note  sur  une  formule  pour  les  différentielles  à  indices  quelconques,  à  l'occasion 
d'un  Mémoire  de  M.  Tortolini;  par  M.  ,/.  Liouville 

Remarques  sur  la  théorie  des  lignes  de  courbure,  et  spécialement  sur  la  plus  courte 
distance  des  deux  normales  infiniment  voisines  dont  l'une  passe  par  un  ombilic- 
par  M.  Jules  Vieille ' 

Valeur   d'une  intégrale   définie   qui    se    rattache    aux    intégrales   trinômes;    par   '    ' 
M.   y.    Liouville 

Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Bour,  concernant  l'intégration  des  équations  diffé-  ' 

rentielles  de  la  mécanique  analytique;  par  M. /.  ZzomV//.- ,35 

Note  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  de  la  Dynamique,  présentée  au 

Bureau  des  Longitudes  le  o,9Jaini853;  par  M. /.Z,o,«.,7fe ,3^ 

Nouveaux  théorèmes  relatifs  aux  intersections  de  certains  svstèraes  de  courbes  ou 

de  surfaces;   par  M.   fVoepcke 3 

Sur  l'équation  différentielle  du  premier  ordre  ^^  =/(.r,  y)  ;  par  M.  /.  Uouville.    ,43 

Étude  sur  la  courbure  des  surfaces;  par  M.  rfe/«  Go«r«mc ,45 

Sur  un   théorème  relatif  à  l'intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce;   par  M.   J. 
Liouville.    .    .    . 

'57 


Sur  l'équation  r  [,)  r  ('  +  ^)  =  .-'  •  y/-  ■  r  (2^  J  par  M.  /.   Liouville. 


.    itir 


VI  TABLE  DES  MATIERES. 

Pages- 

Koniiiiles  générales  relatives  à  la  question  de  la  stabilité  de  requilibre  d'une  masse 
li(|ui(le  homogène  douée  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  ;  par 
M.   ./.    Liouvillc 164 

Sur  l'intégration  des  équations  dilïi'rentielles  de  la  Mécanique  analyti(iue  ;  par 
M .  Edmond  Bour 1 85 

Note  à  l'occasion  du  Mémoire  précédent  de  M.  Edmond  Bour  ;  par  M.  /.  Liouvillc.  201 
Sur  les  fonctions  elliptiques.  —  Extraits  de  deux  eom'munications  faites  à  l'Acadé- 
mie <les  Sciences  le  9  décembre  1844  et  le  3i  Uiars  i85i;  par  M.   .1 .  Uoavillr.  .   2o3 

Reclieirlics  nouvelles  sur  les  porismes  d'Euclide;  |)ar  M.  P.  Breton  (  dt  Clianip  ].    2oq 

Rapport  lait  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  sa  séance  du  12  décembre  i853,  sur 
un  ouvrage  intitulé  :  Traite  de  Perspective-relief ,  avec  les  applicntions  h  Ui  con- 
struction des  bcis-reliefs,  aux  décorations  théâtrales  et  à  l'arcliitecture,  par 
M.  Poudra,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  officier  supérieur  en  re- 
traite au  corps  d'état -major;  par  M.  Cliasles 3o5 

Construction  des  racines  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré;  par 
M.  Cliasles 32g 

Sur  divers  points  de  la  théorie  des  invariants  ;  par  M.  Edouard  Combcscure .    .    .   337 

Réduction  d'une  intégrale  multiple,  qui  comprend  l'arc  de  cercle  et  l'aire  du 
triangle  sphérique  comme  cas  particuliers;  par  M.  Zo«/.s.î>'c/(/a(î^i SSg 

Discours  prononcé  aux  funeiailles  de  M.  Sturni,  le  jeudi,  20  décembre  i855;  par 

M.  y.  Liouvillc 395 

Prix  proposés  par  l'Académie  des  Sciences 397 


EKRATA. 


Pajes , 

Lipncs 

:3 

26 

Si 

37 

84 

'9 

99 

23 

1 18 

.5 

"9 

2 

'99 

10 

nu  lieu  dt   un  pareil    double  mode   ddpi  râlions,     tisnz   un    pareil 

mode  d'opérations  d'un  tour  entier. 
après  le  nint  eontraire,  ajoutez  Anus  tous  les  autres  rapports. 
au  lieu  de  états,  Usez  parties. 
au  lieu  de  autour,  lisez  autant. 
au   lieu   de     d'un,     lisez    d'une. 

nu  lifU  de  f  [x]' ,  niettez  /  \x). 
au  lieu  de  fp,  dtj,  -+-  p,  dq.,  -\-  . .  .  -+  p„  di/„ , 
niettez  f  ip,  d//,  +  p.  dr/,  -+-    ■  .  -{-  p„  di/„  !  . 


JOURNAL 

DE  MATHÉMATIQUES 

PURES  ET  APPLIQUÉES. 


NOUVELLE   THÉORIE   DES    TUYAUX    SONORES; 

Pak   m.   QUET, 

Recteur  de  PAcadémie  de  Besançon. 
(  Présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  le  7  août  i854.) 


Avant  Daniel  Bernoulîi,  pour  expliquer  les  phénomènes  très-variés 
des  instruments  à  vent,  on  n'avait  qu'une  vague  comparaison  due  à 
Galilée  et  la  belle  expérience  de  Sauveur  que  Newton  immortalisa. 
BernouUi,  le  premier,  dévoila  la  cause  de  la  multitude  de  sons  que 
l'on  peut  tirer  d'un  même  tuyau;  il  eut,  en  effet,  l'heureuse  idée  de 
regarder  la  colonne  aérienne  comme  capable  de  se  subdiviser  en  un 
nombre  plus  ou  moins  grand  de  concamérations,  et  il  vérifia  par  ex- 
périence cette  conception  fondamentale.  11  esquissa,  en  outre,  une 
théorie  mathématique  de^  phénomènes;  mais  cette  théorie,  même 
perfectionnée  par  Euler,  et  surtout  par  Lagrange,  n'embrasse  pas  tous 
les  faits  connus  et  se  trouve  incomplète.  En  se  plaçant  à  un  point  de 
vue  nouveau,  Poisson,  qui  avait  à  un  si  haut  degré  l'instinct  de  la 
physique  mathématique,  doima  une  nouvelle  extension  à  la  théorie 
des  tuyaux  sonores;  son  travail  est  resté  comme  la  dernière  expres- 
sion du  progrès  dans  ce  genre  de  recherches  très-délicates,  et,  aujour- 
d'hui encore,  il  est  invoqué  par  les  physiciens.  A|)rès  les  brillants  tra- 
vaux des  physiciens  géomètres  que  j'ai  cités,  il  y  a  peut-être  quelque 
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témérité  à  se  hasarder  dans  la  carière  ;  aussi  ai-je  longtemps  hésité. 
Pourtant,  la  théorie  de  Poisson  ne  me  païaît  pas  exempte  de  graves 
difficultés  dans  ses  principes  et  ses  conséquences;  je  demande  donc  à 
l'Académie  la  permission  de  lui  présenter  le  peu  que  j'ai  fait,  en  solli- 
citant toutefois  son  indulgence. 


Fig.  1. 


Poisson  a  représenté  la  vitesse  et  la  condensation  dans  un  tuyau 
ouvert  par  les  formules  suivantes  : 


/  —  X     .      7.T:  at 
h  COS  2  7r  — r —  Sin    ^ 

A  A 

l'  = ". ) 

COS  

A 

,     .            /  —  X          iTz  nt 
h  sin  a  TT  — - —  COS 

A  A 

a  COS  — — 


Ces   équations    supposent  qu'à  l'orifice   A   du   tuyau  AB   la  tranche 
aérienne  reçoive  une  vitesse  donnée  et  égale  à 


7     .     iTzat 

Il  sm  — , — 


a  est  la  vitesse  du  son  dans  l'air; 

X  est   la   longueur   d'ondulation  complète    qui   correspond   au 

nombre  de  vibrations  exécutées  par  la  tranche  A   en   une 

seconde  de  temps; 

/  est  la  longueur  du  tuyau  AB  ; 

X  est  la    distance  AM  d'une  section  normale  quelconque  MM' 

à  l'orifice  A  ; 
V  et  s  sont  la  vitesse  et  la  condensation  relatives  à  la  section  MM',  à 

l'époque  t. 

Les  formules  précédentes  montrent  que  la  sonorité  d'un  tuyau  ou- 
vert est  minimiun  pour  les  sons  compris  dans  ce  qu'on  appelle  la  série 
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normale  des  tuyaux  ouverts,  c'est-à-dire  pour  ceux  (|ui  correspondent 
à  la  série  suivante  : 

,   _       ,        2/        .ri       2/ 

A    'il,  -,  -;r-1         -T-f--- 

2  J  4 

La  sonorité  du  Tuyau  doit  augmenter  de  pUis  en  plus  à  mesure 
que  l'on  seloigne  de  cette  série,  et  atteindre  son  maximum  lorsqu'on 
produit  les  sons  de  la  série  normale  des  bourdons,  c'est-à-dire  ceux 
de  la  série  que  voici  : 

i  _  /  /      4  /     4  /     4  / 

E' expérience  ne  confirme  pas  ces  résultats  théoriques;  en  effet,  les 
tuyaux  ouverts  résonnent  très-bien  lorsqu'on  leur  fa'it  produire  les 
sons  de  leur  séiie  normale  ou  ceux  qui  les  avoisinent  ;  ils  résonnent 
médiocrement,  ou  pas  du  tout,  pour  les  sons  de  la  série  normale  des 
bourdons.  Par  des  artifices  particuliers,  on  peut,  il  est  vrai,  obtenir 
cette  dernière  série  ;  mais  alors,  par  l'effet  même  de  ces  artifices,  les 
tuyaux  cessent  d'être  des  tuyaux  ouverts,  et  ne  sont  plus,  à  propre- 
ment parler,  que  des  bourdons  renversés. 

Poisson  s'est  probablement  préoccupé  de  cette  difficulté  assez  ^rave 
que  présente  sa  théorie,  car  il  semble  avoir  cherché  à  y  échapper  par 
celte  remarque.  Dans  les  calculs,  la  vitesse  de  chaque  tranche  est  sup- 
posée très-petite,  et  si  l'expression  finale  de  cette  vitesse  devient  infinie 
pour  la  série  normale  des  bourdons,  on  a  là  une  contradiction  algé- 
brique qui  désigne  l'impossibilité  des  sons  de  cette  série.  Si  l'on  ad- 
mettait ce  mode  d'interprétation,  il  resterait  toujours  une  difficulté 
insurmontable,  car  les  formules  montrent  qu'en  s'approchant  de  plus 
eu  plus  de  la  série  normale  des  bourdons,  on  rend  les  tuyaux  ouverts 
de  plus  en  plus  sonores,  ce  qui  n'est  pas  conforme  à  l'expérience. 
Mais  il  est  aisé  de  voir  que  la  difficulté  n'est  pas  seulement  partielle, 
qu'elle  est  tout  entière.  Les  formules  indiquées  ne  sont  pas  celles  que 
la  théorie  de  Poisson  fournit  inunédiatement,  elles  se  déduisent  par 
approximation  de  ces  dernières  :  si,  au  lieu  des  formules  tronquées, 
on  prend  les  équations  complètes,  on  trouve  alors  que  la  remarque 
de  Poisson  n'est  plus  applicable;  car  dans  ces  équations,  la  vitesse  ne 

I .. 
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devient  pas  infinie  pour  les  sons  de  la  série  normale  des  bourdons,  et 
|irend  une  valeur  niaxiinum  finie. 

Ces  contradictions  entre  la  théorie  et  rexpérience,  contradictions  qui 
se  retrouvent  tout  naturellement  dans  le  jeu  des  bourdons,  doivent 
tenir  aux  principes  mêmes  de  la  théorie;  examinons  donc  maintenant 
ces  principes.  Les  calculs  de  Poisson  reposent  sin-  deux  hypothèses 
principales  qui  sont  relatives  à  l'état  de  l'air  aux  deux  extrémités  des 
tuyaux.  A  l'extrémité  du  tuyau  qui  est  opposée  à  l'orifice,  Bernonlli, 
et  plus  taitl  Lagrange,  avaient  admis  que  la  vitesse  de  l'aii'  y  est  nulle 
quand  il  s'agit  des  bourdons,  et  que  la  condensation  y  est  nid  le  quand 
il  s'agit  des  tuyaux  ouverts.  Poisson  a  fait  voir,  par  des  raisons  qui  me 
paraissent  pérempfoires,  que  ces  hypothèses  sont  trop  absolues  et  ne 
peuvent  représenter  que  par  approximation  la  vérité;  il  leur  a  alors 
substitué  une  hypothèse  plus  générale,  la  plus  simple,  au  reste,  qu'on 
puisse  imaginer  :  il  a  supposé  qu'il  s'établit  dans  cette  région  des 
tuyaux  un  rapport  constant  entre  la  vitesse  et  la  condensation;  ce 
rapport  est  positif  afin  qu'il  y  ait  condensation  ou  dilatation,  selon 
que  le  fluide  est  poussé  en  dehors  ou  en  dedans  du  tube;  il  est  d'ail- 
leurs très-petit  dans  les  bourdons  et  très-considérable  dans  les  tuyaux 
ouverts.  Sans  doute,  au  lieu  de  faire  une  hypothèse  sur  le  rapport 
dont  je  viens  de  parler,  il  vaudrait  mieux  le  déterminer  par  la  théorie; 
mais  le  problème  est  très-difficile,  personne  n'a  essayé  de  le  résoudre; 
et,  en  attendant,  on  est  bien  obligé  d'avoir  recours  à  une  hypothèse. 
Celle  de  Poisson  est  la  plus  simple;  à  mon  avis,  elle  est  parfaitement 
admissible  :  lorsque  l'on  cherche  à  lui  donner  l'interprétation  phy- 
sique dont  elle  est  susceptible,  on  voit  aisément  qu'il  n'y  a  rien  de 
mieux  à  faire  jusqu'ici.  Ce  n'est  donc  p.is  dans  la  manière  dont  Poisson 
envisage  l'état  de  l'air  au  bout  du  tuyau  opposé  à  l'orifice  qu'on  peut 
trouver  la  raison  des  contradictions  que  j'ai  signalées.  Voyons,  main- 
tenant, comment  il  envisage  l'état  de  l'air  à  l'orifice  même;  Poisson 
se  donne  tout  simplement  la  vitesse  de  l'air  dans  cette  région  du 
tube,  comme  si  elle  était  indépendante  du  mouvement  antérieur  dans 
le  tuyau.  Lorsqu'il  s'agit  d'un  problème  purement  abstrait,  on  peut 
choisir  des  données  arbitraires  qui  ne  se  contredisent  pas  ;  mais  dans 
un  problème  de  physique,  on  est  obligé  d'accepter  les  choses  comme 
elles  sont,  et  on  ne  peut  se  donner  ce  qui  est  inconnu  en  réalité.  Dans 
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le  cas  des  tuyaux  sonores,  il  est  aisé  de  voir,  au  uioiiis  à  ce  qu'il  me 
semble,  ([ue  l'hypothèse  de  Poisson  n'est  pas  acceptable.  Poiu-  le 
montrer,  prenons  un  exemple  particulier,  qu'il  sera  ensuite  facile  de 
généraliser;  supposons  que  l'on  excite  dans  l'air  libre,  qui  précède  le 
(ube,  une  série  d'ondes  planes,  perpendiculaires  au  tuyau,  se  propa- 
geant vers  son  orifice,  et  entretenant  le  mouvement  vibratoire  de  la 
mince  lame  qui  se  trouve  dans  cette  partie  du  tube.  A  chaque  instant, 
le  mouvement  qui  arrive  conmumique  à  la  tranche  aérienne  une 
vitesse  et  une  condensation  déterminées  que  l'on  peut  supposer  connues 
ou  données  ;  mais  cette  vitesse  et  cette  condensation  ne  constituent  pas 
toute  la  vitesse  et  toute  la  condensation  de  la  tranche;  sans  elles,  la 
tranche  aurait  une  vitesse  et  une  condensation  inconnues  qui  dépendent 
de  tout  le  mouvement  antérieur  établi  dans  le  tube;  la  vite.sse  totale 
à  l'orifice  se  compose  donc  à  chaque  instant  de  deux  parties,  l'une 
qui  est  une  vitesse  communiquée  et  donnée,  l'autre  qui  est  une  vitesse 
résultant  de  l'état  antérieur;  il  en  est  de  même  pour  la  condensation. 
Ce  que  je  viens  de  dire  pour  le  mode  particulier  d'ébranlement  que 
j'ai  supposé,  est  évidemment  général.  Si  ces  considérations  sont 
exactes,  elles  nous  montrent,  dans  les  principes  mêmes  de  la  théorie 
de  Poisson,  la  raison  des  contradictions  signalées  entre  les  résultats 
des  formules  et  de  l'expérience. 

Maintenant,  je  vais  essayer  de  donner  une  nouvelle  théorie  qui  me 
paraît  plus  conforme  à  l'expérience;  j'indiquerai,  en  premier  lieu,  les 
restrictions  cpii  en  limitent  les  applications  et  les  hypothèses  sur 
lesquelles  elle  est  fondée. 

Je  suppose  d'abord  que,  dans  une  section  droite  quelconque  du 
tube,  la  vitesse  est  k  chaque  instant  la  même  pour  tous  les  points  de 
cette  section.  Je  ne  veux  pas  affirmer  par  là  que  les  vibrations  dans 
les  tuyaux  ont  généralement  ce  caractère;  j'indique  seulement  que  je 
ne  m'occuperai  que  des  phénomènes  dans  lesquels  ces  conditions  sont 
remplies.  11  est  bien  évident  qu'une  personne  placée  dans  un  tunnel  et 
projetant  sa  voix  contre  la  paroi  de  ce  genre  de  tube  ne  produira  pas 
des  vibrations  parallèles  à  l'axe;  il  y  a  plus  :  dans  les  tubes  étroits  et 
courts,  tels  que  les  tuyaux  d'orgue,  ces  conditions  peuvent  quelque- 
fois ne  pas  être  satisfaites;  je  m'en  suis  assuré  de  la  manière  suivante. 
J'ai  ieriné,    avec  une  membrane  mince  et  tendue,  l'ouverture  supé- 
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rieure  d'iiii  tuyau  d'orgiie  vertical  ;  j'ai  mis  du  sable  siu-  la  inem- 
hrarip,  et  puis  j'ai  fait  résonner  le  tuyau.  En  faisant  varier  eonve- 
nahlement  le  son  produit,  j'ai  obtenu  sur  la  membrane  des  lignes 
nodales,  composées  tantôt  de  droites,  tantôt  de  courbes  ovales  et  fer- 
mées, ou  même  de  cotu-bes  plus  compliquées.  Ces  lignes  nodales 
indiquaient  évidemment  qu'au-dessous  de  la  membrane,  dans  le  tube, 
lair  avait  des  noeuds  correspondants,  et  que,  par  suite,  les  parti- 
cules d'une  même  section  normale  au  tuyau  n'avaient  pas  la  même 
vitesse.  Ees  sons  c[ue  j'ai  pu  tirer  de  ces  bourdons  d'une  nouvelle 
espèce  étaient  souvent  remarquables  par  l'éclat  de  leiu' timbre,  et  m'au- 
T-aient  inspiré  le  désir  d'utiliser  leurs  effets  curieux,  si  la  fragilité  et 
l'inconstance  de  ces  sortes  d'appareils  n'étaient  pas  des  obstacles  à 
leur  application. 

Lorsqu'on  passe  un  archet  sur  le  bord  d  un  cylindre  vertical  qui 
contient  de  l'eau,  on  détermine,  comme  on  sait,  à  la  surface  du 
liquide  une  série  de  rides  qui  indiquent  des  lignes  nodales  perpendi- 
culaires à  la  surface  du  vase.  En  superposant  de  l'eau  sur  du  mercure 
et  en  reproduisant  cette  expérience,  j'ai  reconnu  facilement  que  les 
lignes  nodales  à  la  siuface  de  l'eau  et  à  la  surface  de  séparation  des 
deux  liquides  sont  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à  la  surface 
du  cylindre.  En  variant  ces  sortes  d'expériences,  on  est  tout  naturelle- 
ment porté  à  conclure  que,  lorsque  le  cylindre  vibre  plein  d'air,  il  doit 
s'établir  dans  cet  air  des  surfaces  nodales  qui  passent  par  l'axe  du 
cylindre  et  sont  perpendiculaires  à  sa  surface.  On  trouve  donc  encore 
ici  un  cas  où  les  vibrations  ne  remplissent  pas  les  conditions  dans  les- 
quelles je  renferme  la  théorie.  L'expérience  des  liquides  superposés  me 
paraît  donner,  par  ses  lignes  nodales  visibles,  une  image  de  ce  qui  se 
passe  probablement  dans  la  masse  d'air  d'une  cloche  frappée  par  le 
marteau  ;  s'il  en  est  ainsi,  la  puissance  renforçante  de  l'air  contenu 
dans  les  cloches  doit  être  assez  diificile  à  déterminer  par  l'analyse. 

Par  ces  divers  exemples,  on  voit  que  le  problème  que  je  veux  trai- 
ter n'est  pas  le  problème  général  des  vibrations  qui  peuvent  s'établir 
dans  un  tuyau  :  il  s'agit  ici  d'un  problème  particulier,  posé  avec  des 
conditions  bien  déterminées  et  dont  les  résultats  ne  pourront  être 
comparés  aux  expériences,  qu'autant  que  ces  expériences  s'exécute- 
ront dans  les  mêmes  conditions;  cependant  il  nous  donnera  des  no- 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  7 

tions  générales  qui  seront  utiles  pour  interpréter  la  plupart  des  expé- 
riences ordinaires  que  l'on  fait  avec  les  tuyaux  d'orgue. 

Je  vais  maintenant  tirer  les  princiy)ales  conséquences  qui  se  dédui- 
sent de  la  supposition  que  j'ai  faite. 

Je  désigne  par  D,  e,  y,  7'  la  densité  de  l'air,  sa  force  élasliqise,  sa 
chaleur  spécifique  à  pression  constante  et  sa  chaleur  spécifique  à  vo- 
lume constant,  lorsque  dans  le  tuyau  l'air  est  dans  son  état  nattuel 
d'équilibre. 

Je  pose 

7     '■ 

a  jouit,  comme  on  sait,  d'une  signification  physique  :  cette  quantité 
est  égale  à  la  vitesse  de  propagation  du  son  dans  l'air  considéré. 

Je  désigne  par  x  la  distance  d'une  section  quelconque  MM'  à  l'ori- 
fice A  du  tuyau,  par  v  la  vitesse  et  par  s  la  condensation  de  l'air  dans 
cette  section  à  l'époque  t.  jc  et  v  sont  comptés  positivement  dans  le 
sens  de  A  vers  B;  s  est  positif  ou  négatif,  suivant  qu'il  y  a  dans  lair 
condensation  ou  dilatation. 

De  quelque  manière  que  le  mouvement  de  l'air  ait  été  prunitive- 
ment  produit  et  se  trouve  entretenu,  pourvu  que  la  restriction  dont 
j'ai  déjà  parlé  ait  lieu,  les  quantités  f  et  ^  seront  deux  fonctions  de  x 
et  t  que  l'on  peut  déduire  d'une  troisième  fonction  ©  satisfaisant  à 
l'équation 

d  -  (S  ^  d'  (^ 

lié'   ~  ^    77?' 

Cette  fonction  a  pour  forme  générale 

(p  =/,  (j?  +  at)  -f-  F,  (x  —  at), 

J,  et  F,  désignant  deux  fonctions  arbitraires  qu'il  faudra  déterminer 
par  les  conditions  ultérieures  du  problème. 

Les  valeurs  de  c  et  s  .se  déduisent  de  la  fonction  ç  par  les  équations 
suivantes  : 

t»  =  ^,     s  =  —  -'^■ 

dx  a-  dt 
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Je  désigne  par^ÏM),  F(«)  les  dérivées  par  rapport  à  n  des  fonc- 
tions/, {u),  F,  {u),  et  j'ai  pour  les  valeurs  de  f  et  i-, 

(i)  i>  =J{x  +  al] +  ¥[x  —  at), 

(2)  as  —  —  J  [a:  +  at) -^Y  [x  —  at). 

La  seconde  hypothèse  que  je  ferai  se  rapporte  à  l'état  de  l'air  à 
l'extrémité  du  tuyau  opposée  à  l'orifice  A;  elle  est  la  même  que  celle 
de  Poisson.  J'admets  tlonc  qu'en  B  il  s'établit  un  rapport  constant 
entre  la  vitesse  et  la  condensation,  et  je  représenterai  ce  rap])ort  par 

V  a 

k  étant  une  constante.  Ce  rapport  sera  positif,  afin  qu'il  y  ait  en  B 
condensation  ou  dilatation,  selon  que  l'air  est  poussé  en  dehors  ou  en 
dedans  du  tube;  il  sera  très-petit  ou  très-grand,  suivant  que  le  tuyau 
sera  fermé  en  B  par  un  obstacle  solide,  ou  s'ouvrira  dans  l'air  libre. 
Cette  hypothèse  est  certainement  ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  à  faire, 
en  l'absence  d'une  théorie  exacte;  cependant,  comme  elle  a  quelque 
chose  d'abstrait  en  elle-même,  je  vais  chercher  à  montrer,  par  une 
interprétation  physique,  qu'elle  est  tout  à  fait  naturelle  et  très-pro- 
bable. A  cet  effet,  je  suppose  que  le  tuyau  est  indéfiniment  prolongé 
du  côté  de  A,  afin  de  faire  abstraction  des  réflexions  qui  pourraient 
s'opérer  à  l'orifice,  et  je  considère  une  onde  quelconque  complète- 
ment établie  dans  le  tube  et  se  dirigeant  vers  B.  Au  moment  ou  elle 
atteint  l'extrémité  B,  les  vitesses  sont  distribuées  dans  le  tube  suivant 
une  loi  quelconque;  je  désigne  par  ^J;  (.r)  la  vitesse  que  |K).ssède  alors  la 
tranche  MM'.  J^a  condensation  n'est  pas  arbitraire  dans  les  ondes  com- 
plètement constituées;   on  sait  qu'elle  est  une  fraction  de  la  vitesse 

(J>  (x)  exprimée  par -i|/(x).   Cela   posé,  admettons  que  l'extrémité  B 

soit  un  obstacle  parfaitement  fixe;  alors  il  s'opère  sur  B  une  réflexion 
dont  les  lois  sont  parfaitement  connues  :  les  vitesses  incidentes  en- 
gendrent par  réflexion  des  vitesses  négatives  ou  positives,  suivant 
qu'elles  sont  elles-mêmes  positives  ou  négatives;  les  condensations  en- 
gendrent des  condensations,  et  les  dilatations  donnent  des  dilatations. 
A  l'époque  t  +  /',  la  vitesse  et  la  condensation  en  MM'  seraient,  eu 
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vertu  de  l'onde  incidente, 

(|/(j?  —  at'),     -|(jr  —  al'); 

par  la  réflexion,  cette  vitesse  et  cette  condensation  seraient,  d'apns 
la  \(n  coniMie, 

— '\\il  —  X  —  at'),     -'^{il  —  X  —  nt!). 

On  aurait  donc  * 

V  :='^{^x  —  at')  —  t]^{il  ~  X  —  at'), 

j  =  -  i|/  (x  —  at')  H —  <]f[il  —  X  —  at'). 


Le  rapport  -  serait  donc,  en  général,  variable;  cependant,  à  l'extré- 


c 

mité  B,  où  l'on  a 

X  =  i, 


ce  rapport  deviendrait  nul,  et,  par  suite,  serait  constant.  Dans  la  pra- 
tique, les  fonds  des  bourdons  ne  forment  pas  des  obstacles  absolument 
fixes,  ils  peuvent  même  se  trouver  doués  d'une  grande  mobilité  quand 
ils  sont  donnés  par  des  membranes  très-minces;  les  ondes  réfléchies 
ne  peuvent  donc  plus  avoir  rigoureusement  la  même  vitesse  et  la 
même  condensation  que  les  ondes  incidentes,  abstraction  faite  au 
signe,  et  la  réflexion  n'a  plus  pour  seul  effet  de  retourner,  pour  :iinsi 
dire,  les  ondes  incidentes.  On  admet  généralement  et  il  est  naturel 
de  supposer  qu'après  la  réflexion,  l'onde  réfléchie  est  reconstituée  sur 
le  même  patron  qu'avant  la  réflexion;  le  retournement  de  l'onde  in- 
cidente est  encore  opéré,  les  condensations  et  les  dilatations  donnent 
lieu  encore  à  des  condensations  et  des  dilatations;  seulement  les 
vitesses  tt  les  condensations  sont  toutes  réduites  dans  un  rapport 
constant  dont  la  valeur  dépend  de  la  manière  dont  le  fond  des  bour- 
dons peut  vibrer  lui-même.  En  d'autres  termes,  on  admet  que  l'onde 
réfléchie,  au  lieu  de  fournir  à  la  tranche  MM'  la  vitesse  et  la  conden- 
sation données  par 


I 
a 

Tome  XX.  — Jasvicr  i8.S5. 


i\i{ll  —  X  —  at'),       -  f\/{2/  —  X  —  at'), 
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y  apjjorte  cette  vitesse  et  celte  condensation  réciuites  dans  nn  rapport 
constant,  et,  par  suite,  exprimées  par 

—  b']f('il  —  X  —  nt'),      '-^[■il  —  X  ~  at'), 

h  étant  une  fraction  positive. 

En   admettant   ces   hypothèses   très-naturelles,   qui,    au    reste,   ne 
m'appartiennent  pas,  on  aura,  pour  la  tranche  MM', 

V  =  <]f[x  —  at')  —  b<i^{-xl.  —  X  —  at'), 
s  ^'-'i/ioc  -  af)  +  ^^(a/-  X  -  at'); 

le  rapport  de  \>  a  s  est  généralement  variable;  mais,  quelles  que  soient 
la  nature  de  la  fonction  tj>  et  l'époque  l  +  t',  on  a  pour  la  section  B, 

.'        I  —  i 

il  s'établit  donc  un  rapport  constant  entre  la  vitesse  et  la  condensa- 
tion sur  le  fond  B,  et  l'on  voit  que  ce  rapport  est  positif  et  égal  à  une 
Iraction  de  a. 

Le  tuyau  peut  être  ouvert  en  B  et  coninumiquer  librement  avec 
l'atmosphère.  Dans  ce  cas,  les  ondes  qui  atteignent  B  ne  sortent  pas 
rlu  tuyau  sans  éprouver  une  réflexion;  sans  cela  il  serait  difficile  de 
concevoir  conunent  lui  tuyau  ouvert  peut  devenir  capable  de  renfor- 
cer les  sons.  Cette  réflexion  des  ondes  sur  l'air  libre  serait  intéres- 
sante à  constater  par  l'expérience,  et  je  me  propose  de  le  faire  aussitôt 
que  j'en  aurai  l'occasion;  toutefois,  personne  ne  la  regarde  comme 
douteuse,  et  l'on  admet  qu'en  B  il  se  fait  un  partage,  qu'iuie  partie 
du  mouvement  incident  se  transmet  au  dehors  et  qu'une  autre  partie 
se  réfléchit.  Je  ferai  maintenant  remarquer  que  l'onde  réfléchie  n'a  pas 
ici  tout  à  fait  le  même  caractère  de  simplicité  que  lorsque  le  fond  B 
est  un  obstacle  solide;  on  admet  que  toute  cnde  condensée  incidente 
produit  par  la  réflexion  luie  onde  dilatée  dans  laquelle  les  dilatations 
se  succèdent  de  la  nième  manière  que  les  condensations  dans  l'onde 
incidente,  mais  avec  des  valeurs  absolues  réduites  toutes  dans  la  même 
proportion;  toute  onde  dilatée  engendre  de  la  même  manière  une 
onde  condensée  formée  sur  le  même  patron.  Quant  aux  vitesses,  elles 
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ne^ changent  pas  désigne  par  la  .édexion  ,  elles  se  t,o..ve,.l  seulement 
réduites  dans  un  même  rapport.  En  général,  il  y  a  deux  sortes  de  ré- 
flexions;  on  applique  la  première  sorte  au  cas  des  bourdons,  et  la 
deuxume  au  cas  des  tuyaux  ouverts.  Si  Ton  veut  exprimer  par  des 
formules  les  idées  généralement  reçues,  on  écrira  qu'au  lieu  de  la 
vitesse  et  de  la  condensalion  fournies  par  un  obstacle  fixe  a  la  tranch.- 
MM',  savoir, 

on  aura  la  vitesse  et  la  condensation  exprimées  par  les  formules  sui- 
vantes : 

h''^{il~x-at'),      -'^^iil~x-al% 

h'  étant  une  fraction  positive.  En  partant  de  ces  principes,  la  vitesse 
totale  et  la  condensation  en  MM'  sont  : 

*^=  ^[x  ~at')  +  b'<i^[il  -oc  ~al'), 
^  =  ^'f(-^-«'")-^<f(2/-a-  -nt'). 

Le  rapport  ;' est  encore  ici  généralement  variable;   cependant  en  H, 
pour 

la  valeur  de  ce  rapport  devient 


b' 


i  —  b 


1  a 


c'est-à-dire  qu'il  y  est  constant,  positif  et  plus  grand  que  a. 

Les  deux  cas  du  bourdon  et  du  tuyau  ouvert  en  B  peuvent  se  coii- 
fondre  en  un  seul,  car  il  suffit  de  regarder  la  quantité  b  qui  entre 
dans  le  rapport 


i  —  b 
— r-i  (^ 

1  +  h 


comme  positive  pour  les  bourdons,  et  comme  négative  pour  les  tuyaux 


ouverts  en  B. 


2.. 
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Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  les  hypothèses  les  plus  na- 
turelles et  les  plus  probables  que  l'on  puisse  faire  sur  le  mode  de  ré- 
flexion dos  ondes,  nous  conduisent  à  celte  conséquence,  qu'à  l'ex- 
Iréniilé  B  il  doit  s'établir  xm  rapport  constant  entre  la  vitesse  et  la 
condensation.  Réciproquement,  en  posant  en  principe,  comme  le  fait' 
Poisson,  la  constance  de  ce  rapport,  il  est  facile  de  voir  que,  dans  le 
cas  d'une  réflexion,  sans  mélange  d'autres  réflexions,  cette  hypothèse 
conduit  aux  caractères  généraux  des  ondes  réfléchies  tels  qu'on  les 
admet  généralement. 

Ainsi ,  nous  regarderons  l'hypothèse  de  Poisson  sur  l'état  de  l'air 
en  B,  non-seulement  comme  très-simple,  mais,  en  outre,  comme  na- 
turelle et  très-probable,  et  nous  l'admettrons  pleinement  dans  notre 
théorie. 

Je  considère  taaintenant  la  troisième  hypothèse,  celle  qui  est  rela- 
tive à  l'état  de  l'air  à  l'orifice  A.  Je  suppose  que  l'on  communique 
artificiellement  à  l'air  de  la  section  A  une  vitesse  et  une  condensation 

exprimées  par  les  fonctions  quelconques  'ii  (j)  et-/(i),  cette  vi- 
tesse et  cette  condensation  ne  sont  pas  la  vitesse  totale  i>  et  la  conden- 
sation totale  s  de  l'air  à  l'orifice;  si,  à  l'époque  t,  on  cessait  d'agir  sur 
cet  air,  la  tranche  en  A  aurait  néanmoins  une  vitesse  v'  et  une  con- 
densation .y',  provenant  du  mouvement  antérieurement  établi  dans  le 
tuyau,  en  sorte  qu'en  réalité,  on  a 

Or  la  vitesse  v'  et  la  condensation  s'  doivent  être  soumises  à  des  condi- 
tions analogues  à  celles  qui  ont  lieu  à  l'extrémité  B;  j'admettrai  donc 
encore  ici  qu'il  s'établit  un  rapport  constant  entre  les  parties  \>'  et  s' 

de  la  vitesse  et  de  la  condensation  totale;  je  désignerai  par  —  ^r  ce 

rapport,  et  j'aurai 

i>'  a 

.    ,  .  .  ,  /       .        ,        ., 

k'  est  ici  une  quantité   positive,   pour  que   le  rapport  -  soit  negatit. 

Ce  signe  provient  de  ce  que,  en  A,    il   doit  y  avoir  condensation  ou 
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dilatation,  suivant  que  la  tranche  aérienne  tend  à  sortir  ou  à  entrer 
dans  le  tuyau,  c'est-à-dire  suivant  que  sa  vitesse  v'  est  négative  ou 
positive.  Cette  hypothèse  peut  se  justifier  de  la  même  manière  que 
pour  l'extrémité  B;  en  effet,  une  onde  qui  arrive  de  B  vers  A,  au  mo- 
ment où  elle  atteint  l'orifice  A,  a  sa  vitesse  et  sa  condensation  expri- 
mées par  les  formules 

p.  étant  une  fonction  quelconque;  l'onde  est  supposée  complètement 
constituée  et  étabHe  dans  un  tuyau  indéfini  du  côté  de  B,  afin  de 
n'avoir  pas  égard  aux  réflexions  qui  pourraient  s'opérer  en  B.  Dans 
une  pareille  onde,  qui  se  propage  de  B  vers  A,  les  condensations  et 
les  dilatations  ont  lien,  comme  on  le  sait,  suivant  que  la  vitesse  de  la 
franche  est  dans  le  sens  de  la  propagation  ou  en  sens  contraire,  c'est- 
à-dire  suivant  que  iJ-isr)  est  négatif  ou  positif:  c'est  pour  cela  qu'on  a 
mis  le  signe  —  devant  l'expression  de  la  condensation  ;   d'ailleurs  la 

vitesse  et  la  condensation  doivent  avoir  un  rapport  égal  à  -■>  abstrac- 
tion faite  du  signe.  Après  le  temps  t  +  t',  la  franche  MM'  reçoit  par 
le  mouvement  incident  la  vitesse  et  la  condensation  données  pai- 

lJ.{jc-{-at'), [j.{a: -\- at'). 

Si  l'obstacle  en  A  était  parfaitement  fixe,  l'onde  réfléchie  apporterait 
en  MM',  à  l'époque  t  -h  /',  la  vitesse  et  la  condensation  exprimées 
par 

—  lj.(at' —  jc),      —  ~  iJ.{at' —  x). 

Mais,  à  cause  du  défaut  de  fixité  de  l'obstacle,  cette  vitesse  et  cette 
condensation  se  trouvent  réduites  dans  un  rapport  constant  c,  et 
sont 


—  CjUL(a«' —  .r),      —-iJ.{at'  —  x), 


c  étant  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  tuyau  est  fermé  en  A  par  un 
corps  solide  ou  s'ouvre  librement  dans  l'atmosphère.  la  vitesse  et  la 
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condensation  complètes  de  la  tranche  MM'  sont  donc 

|7.  [jc  -+-  ai')  —  ciJ.(at'  —  ar), 

u.(x  -+-  af  )  —  "-  u.{ at'  —  x). 

Le  rapport  de   ces  deux   quantités   est,   en   général,   variable,    mais 
en  A,  où  l'on  a 

■r  =  o, 
ce  rapport  devient 

I  —  c 

—  «, 


et  la  quantité  c  étant  positive  ou  négative,  mais  en  grandeur  absolue 
plus  petite  que  l'unité,  ce  rapport  est  toujours  négatif.  D'ailleurs,  sa 
valeur  absolue  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  a,  suivant  que  le 
tuyau  est  fermé  en  A  ou  s'ouvre  librement  dans  l'air.  Ainsi  la  consi- 
dération des  ondes  incidentes  et  réfléchies  nous  amène  à  ce  résultat, 
qu'il  s'établit  en  A  un  rapport  constant  et  négatif  entre  la  vitesse  et  la 
condensation;  réciproquement,  si  ce  rapport  constant  est  admis,  il  en 
résultera  par  la  constitution  des  ondes  réfléchies  les  propriétés  qui 
sont  généralement  acceptées  et  que  j'ai  indiquées.  La  troisième  hypo- 
thè.se  de  ma  théorie  n'est  donc  pas  nouvelle,  car  elle  ne  fait  avec  la 
deuxième  hypothèse  qu'une  seule  et  même  supposition. 

Ces  préliminaires  étant  posés,  je  remarque  qu'en  vertu  de  la  pre- 
mière hypothèse  les  valeius  de  v  et  j  pour  la  tranche  quelconque  MM' 
doivent  être  de  la  forme  indiquée  par  les  équations  (i),  (2).  En  vertu 
de  la  deuxième  hypothèse,  on  doit  avoir,  quel  que  soit  t,  mais  pour 
j?  ^  /,  la  relation 


En  vertu  de  la  troisième  hypothèse,   on  doit  avoir,  quel  que  soit  /, 
mais  pour  x  ^  o,  la  relation 

Enfin,  l'état  initial  de  l'air  dans  le  tuyau  peut  être  quelconque,  et  je  Ij? 
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lepréseiite  pnr 

(-•)  i^  =  IX  {x), 

(6)  as=\{jc), 

équations  qui  doivent  être  satisfaites  pour  t  =  o,  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  X  comprise  entre  o  et  /;  les  fonctions  p.{jc)  et  X(.r)  sont 
supposées  données  dans  cette  étendue.  On  peut  remarquer  que  ces 
fonctions,  quoique  arbitraires,  doivent  satisfaire  à 

p(0  _  ■ 

X(/)  X-' 

et  à 

le  problème  consiste  maintenant  à  déterminer  les  valeurs  générales 
de  V  et  s,  de   manière  à  satisfaire  aux  équations  (i),   (i),   (3),   (â) 

(5),  (6).  '    '    '        '     ' 

Je  porte  les  valeurs  de  v,  s  des  équations  (i),  (a)  dans  l'équation  (3), 
et  j'ai 

{k  +  i)f{l  +  at)  =  {\  -  k)V(l-  nt). 
Je  pose 

(7)  ^  =  fe^' 

k  + 1 

b  sera  positif  lorsque  B  sera  un  fond  solide,  et  négatif  lorsque  B  com- 
muniquera avec  l'air  libre.  L'équation  précédente  devient 

(8)  /{l  +  at)=  -bF{l-  at). 

Cette  équation  doit  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  t;  comme  at  + 1  -  x  est  positif,  je  peux  substituer  cette  quantité 
au  lieu  de  nt  dans  l'équation  (8),  et  j'ai 

J{il-  X  +  nt)  =  -  bF{x  —at). 

En  éliminant  Y{x  -  at)  entre  cette  équation  et  les  équations  (i)  et  (a), 
j'ai 

(9)  i>=f{x-^at)~~J\il- x  +  at), 

(10)  as  -^  -f{x  +  at)  -  \j\iL-  x  +  at). 
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Je  fais  t  =:  o  dans  ces  expressions,  et  je  les  porte  dans  les  éqnalions  (5  ' 
et  (6);  j'ai  ainsi 

fj.{x)  =J{x)  -  ^/{:tl-  x), 

l[x)  =  -f{oc]-\j\il-x), 


d'où  l'on  tire 


\^f{il-  x)=  --p.(x)  --l{x). 


Ces  équations  doivent  être  satisfaites,  pour  toutes  les  valeurs  de  ,r 
entre  o  et  /;  elles  donnent  donc  les  valeurs  de  la  fonction  /  (z)  pour 
toutes  les  valeurs  de  z,  depuis  z  =  o  jusqu'à  z^  il. 

Je  porte  les  valeurs  de  f  et  i^  données  par  les  équations  (9),  (10) 
dans  l'équation  (4),  et  j'ai 

Je  pose 

(I2;  C    = 


k'  +  l 


la  quantité  c  sera  positive  ou  négative,  suivant  que  A  sera  lUi  obstacle 
solide  ou  communiquera  librement  avec  l'air. 
L'équation  précédente  devient 

/(•2  /+  at)  =  hcj\at)  —  h<]f{t)  —  r^^  {t). 

t'  étant  positif  et  quelconque,  je   peux  substituer  t'  a.  t  dans   cette 
équation.  Je  pose,  d'ailleurs, 

at'  =^  lil  ~\-  z, 

/  étant  un  nombre  entier  qui  indique  combien  de  fois  il  est  contenu 
dans  at' ,  r  étant  le  reste  qui  est  compris  entre  o  eta/;  l'équation 
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précéclenle  me  donne  ainsi 

/[a  :>•+-)/+  z]  =  hcf[.n+z)  -  b^[^)  -  r.|,  (i^ 

t'  étant  quelconqne,  rien  n'empêche  d'appliquer  cette  éqnation  à 
toutes  les  valeurs  de  /'  qui  cc^rrespondent  à  une  même  valeur  de  :  et 
aux  différents  nombres  entiers  compris  depuis  /  jusqu'à  o  ;  on  obtient 
alors  la  suite  d'équations  que  voici  : 

/f  a(/  +  ,)  /  +  z]  =  hcj{'xil+  z)  -  h^  i^-^-)  -  r^.  (^')' 

/(.//  + z)^A^/[a(/-.)/+z]-Hp^'~I^'"^'] 
r2(/-i)/  +  z-| 

/[a(/-,)/+z]=.^,^/[2(/-a)Z  +  z]-/;^[^<'-;>^+^] 

,    r2(i  — 2)/4- 


/(4/  +  z)  =  ^-^/(./  +  r.)  -  b^  (^)  -  r^,  '''' 
/(a/+z)  =  Ar/{z)-/.^(î')-rd;,  (;). 


Je   nndtiplie  ces   /  +  i    équations  respectivement    par    i.   hc,    b^c'', 
b^c^,...,  {hc)'-' ,  [hc]',  puis  je  les  ajoute,  et  j'ai 

/[a(/+,)/  +  z]  =  rèc)-'/(z) 

flil  +  z\  ,        ,       r2((—  l)/+  2"|  \ 


-  /; 


; 

+ 
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Je  remets  nt'  à  la  place  de  lil  -\-  z,  et  j'ai 

/(a /-H  nt')  =  {/w)"-'  J\z) 


—  h 


(.4)     /        ,+  (M'-'  +  (^'-^^^V^^^^-)'  +  (/'-^) 


Dans  cette  équation,  z  étant  compris  entre  o  et  ■il,J[z)  sera  une 
quantité  connue  d'après  l'état  initial,  comme  on  l'a  déjà  vu.  Au  reste, 
h  et  c  sont  des  fractions;  abstraction  faite  du  signe,  (ic)'"^'  sera  une 
fraction  très-petite  et  le  terme  [bc)'*^  J  (  z)  sera  négligeable  lors- 
qu'on prendra  pour  /  ut!  nombre  un  peu  considérable.  Comme 
[bc)''^*  J  (z)  est  le  seul  terme  qui  dépende  de  l'état  initial,  on  voit  que 
/(2/+  cit')  sera  sensiblement  indépendant  de  cet  état  lorsque  /  sera 
assez  grand. 

Je  pose  maintenant 

{II'  —  at  —  jc. 

Lorsque  ^  et  x  sont  donnés,  en  divisant  ai  —  x  par  2/,  on  aura  un 
quotient  entier  et  un  reste;  le  quotient  fournira  le  nombre  /,  et  le 
reste  la  quantité  z.  En  faisant  cette  substitution  dans  l'équation  pré- 
cédente, on  a 

j\il-  X  +  at)  ^  [bc)'-^'f{z) 

^U-f\  +  bc^(t 


-b' 

(i5) 


—  r 


\ 


Je  pose  dans  l'équation  (i4)? 

at'  ^=  nt  —  il  +  X. 
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■X  el  t  étant  les  inéiues  quantités  que  dans  l'équation  (  i5),  en  divisant 
at  —  2/+  JT  par  il,  on  aura  un  quotient  entier  et  nn  reste.  Je  désigne 
par  y  le  quotient  et  par^  le  reste.  On  a  ainsi 

at  —  X  =  o.il  -h  z,     at  —  •>./  -h  X  =  2J  l  -+-  f, 


d'où 


ou 


J 


2/ 


On  voit  par  là  que  y  sera  égal  à  ;  —  1  ou  à  /,  et  qu'il  sera  égal  à  /, 
lorsque  x  ^=  l,  c'est-à-dire  à  l'extrémité  B  du  tuyau.  En  portant  la 
valeur  précédente  àeat'  dans  l'équation  (i4),  on  a 


(16) 


-  hJcJ  ^  [t 
\  +  bJ cJ ^^  (^t- 


^(J-\-l)l—X 


i 


2/  —  X 


bc<]^^  [t  — 


4/  — -C 


2(y-t-i)/  — .r 


i 


Au  moyen  des  valeurs  (i5),  (16),  les  expressions  de  i'  et  s  données 
par  les  équations  (9)  et  (10),  deviennent 

j  V  =  (bcy^'JXj)  -  b'c'^'j\z) 


■3.1+  X 


+  .. 


il X 


è^C^\j;,  [t  — 


hc<ift  [t 


2{j  +  l}l—X 

a 


ao 
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as  =  -  (f'cy^'fij)  -  h'c'^'J{z) 

7.1  +  X 


h' 


\    H' 


+  hci^  it  — 

■il X 


b'  &  I  ( . 


lil  - 


2(7+1)/  — a:  ^ 


4  /  —  X 


(>8) 


\  +  bJc'  <i^  (i 


'')+  b'&<i^^  it  — 


lit  -'r  X 


^At 


%l- 


+  '■  ; 


'-+.('-'-^1+-( 


(  +  y  d 'i^^  [1.- 


2(7+1)'  — ■^^ 


) 


\ 


Lorsqu'on  appliquera  les  équations  (18),  (l'y)  au  bout  B,  ou  y  fera 
y  =  /,  et  au  bout  A,  y  =  /  —  i . 

11  est  facile  de  vérifier  que  les  formules  (17),  (18)  satisfont  à  toutes 
les  conditions  du  problème,  au  moins  lorsque  t  est  plus  grand  que 
2I  —  X.  Ces  équations  sont  déduites  de  l'équation  (i/j)  où  t'  est  es- 
sentiellement positif,  ce  qui  suppose  que  at  —  x  et  at  —  il-^  x, 
qu'on  a  substitués  à  at' ,  tour  à  tour,  soient  aussi  positifs.  Je  fais 
JT  =  /  dans  les  fonntdes,  alors  y  =■  i  et  -  =_7",  et  ou  a 


P=(i-^)< 


.1  ^.0-^)  +  ^^^+.(^-t)+-.^ 


i\ 
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2.1/  -h  l 


as  =  (è  +  i)< 


b'c''\i  [t- 


Mc'ip,    (r 


2  //  +  / 


I 
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on  tire  de  là 


I  —  b 


a. 


Mais,  d'après  l'équation  (7),  on  a 

I  2 


/<■  -H  2 


)      I 


+  h  = 


?./■ 


Jonc 


V         a 


c'est  là  une  des  conditions  imposées  au  problème. 

Je  fais  X  =  G  dans   les  équations  (17)  et  (18),  alors  j  =  / 

z  =  j^,  et  on  a 


I   et 


f  =  (i  —  <:) 


■h'  é  j\z)  -  h^{t--i£^  -  h^c.)^{t~^-^ 


as  =  {c  +1) 


+  i^(0  +  ^+.  (0; 


on  tire  de  là 


,_^(,)_^,(,) 


'•-^HO-T^-i'.lO 


c+l 


rt. 


fl6 
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D'après  l'équation  (i^),  on  a 

2  lk'  C  —  I  I 

C  —  ^  —  —  X-'  -t-  1  '  ~  X-'  -(-  I  '      r  -(-  I   ~         1' 

\ 

D'après  cela,  l'équation  précédente  se  réduit  à 

i  r  1?' 

s -ifit) T-if,{t\ 

a  ab 

J'ai  supposé  que  la  source  du  son  est  indépendante  du  mouvement 
vibratoire  du  tuyau,  et  qu'elle  comiuunique  à  l'orifice  une  vitesse 
quelconque  (i^  [t)  et  une  condensation  quelconque 

sans  préjuger  d'avance  si  cette  vitesse  et  cette  condensation  doivent 
remplir  certaines  conditions  pour  que  l'air  du  tuyau  vibre  en  satis- 
faisant aux  conditions  imposées,  sauf  à  laisser  à  l'analyse  le  soin 
d'indiquer  si  la  vitesse  et  la  condensation  communiquées  doivent 
remplir  certaines  conditions.  Si  l'on  compare  l'équation  précédente  a 
l'éqtiation  (4),  on  voit  que  l'on  obtient  la  relation 


flj  — A(f)  — -+,  (t) 
on  tire  de  là 

(1>,  («j  jd;,  -4-  l'  -  rt5  —  (A'-h  i)[4'  —  4i(i)]j  =  o, 
ou  bien 

'b,[t)\ns  -  ^  [t)  -  ']^,{t)  +  k'[v  -  ']f{t)]\  ^  o. 

En  vertu  de  l'équation  (14)5  'a  quantité 

as-^{t)-  <]f,{t)  +  k'[v  -<if(t)\ 

étant  nulle,  il  en  résulte  que  l'équation  précédente  est  satisfaite  indé- 
pendanunent  de  toute  forme  adoptée  pour  |(^)  et  i}/,  {t). 

11  est  permis  de  considérer  le  mouvement  de  l'air  dans  le  tuyau 
lorsque  le  temps  écoulé  t  est  déjà  un  peu  notable  :   alors  /  est  \\n 
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nombre  assez  grand  pour  que  les  fonctions  (ic)' c,  [bcY'^'  rendent 
insensibles  les  termes  {f'c)-''^'  f  [j).  [>'■  c''^' f  (z)  dans  les  équa- 
tions [{'])  et  (18);  par  suite,  les  expressions  de  c  et  ^  devien- 
nent indépendantes  de  l'état  initial  de  l'air  dans  le  tuyau.  C'est  ce 
que  je  ferai  désormais.  Dans  beaucoup  d'applications,  la  fonction 
'ifi  [t)  sera  nulle;  alors  la  vitesse  communiquée'  à  l'orifice  étant  d;  { t), 

la  condensation  communiquée  sera  ~'^it)  :  cette  circonstance  se  pré- 
sentera, par  exemple,  lorsqu'on  entretiendra  le  mouvement  de  l'air 
dans  le  tuyau  par  les  imj)ulsious  continuellement  commiuiiquées  au 
moyen  d'ondes  planes,  perpendiculaires  au  tuyau,  excitées  dans  l'air 
libre  qui  précède  le  tube  et  complètement  formées  lorsqu'elles  attei- 
gnent l'orifice  A.  Je  me  bornerai  ici  à  considérer  les  modes  d'ébranle- 
ment dans  lesquels  ij;,  [t)  =  o;  au  reste,  les  calculs  que  je  donnerai 
se  reproduiraient  aisément  dans  le  cas  général.  D'après  cela,  je  réduirai 
les  équations  (17)  et  (18)  à 

+  l,,c-^{t-^-^)+...         \ 

il  -h-t"\ 


'as  =  ^(t-l)  +  bc^[t-'-^)  +b^c^^(t 


hH-^^U-  ^'^^ 


20 


b{ 


Dans  ces  formules  on  pourra  supposer  que  les  séries  se  prolongent 
indéfiniment  pour  les  mêmes  raisons  qui  nous  ont  fait  supprimer  les 
teimes  qui  dépendent  de  l'état  initial.  Je  ferai  remarquer  que  pour 
passer  de  l'expression  de  v  à  celle  de  ai,  il  suffit  de  changer  à  la  fois 
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les  signes  de  b  et  f;  cela  nous  permettra  de  nous  occuper  seulement 
des  transformations  de  v. 

On  peut  retiouver  les  expressions  de  i'  et  de  as  données  par  les 
équations  (19),  (20)  au  moyen  d'une  méthode  très-simple,  (pii  servira 
de  contrôle  à  celle  que  j'ai  déjà  employée. 

Je  suppose,  j)onr  plus  de  simplicité,  qu'à  l'origine  l'air  du  tuyau 
est  dans  son  équilibre  naturel,  et  qu'ensuite  on  communique  artifi- 
ciellement à   l'orifice   la   vitesse   tfi(0   6t   la  condensation  -  tj;  (^).    La 

tranche  MM',  placée  à  la  distance  x  =  MA  de  l'orifice  A,  reçoit  à 
l'époque  /,  par  le  mouvement  direct  des  ondes  qui  s'introduisent  par 
l'orifice,  la  vitesse  et  la  condensation  données  par  les  formules 

'    \  a  j        "   '    \  o  / 

La  vitesse  et  la  condensation  qui  arrivent  en  MM'  à  la  même  époque 
par  suite  d'iuie  seule  réflexion  opérée  en  B,  sont  données  par 


I    .   /  2 /  —  -r  \         ^        /  ,         2I  —  x\ 


h  étant  une  fraction  positive  ou  négative,  suivant  que  le  tuyau  est 
fermé  en  B  ou  s'ouvre  dans  l'air  libre. 

Par  deux  réflexions  opérées  l'une  en  B,  l'autre  en  A,  il  arrive  aussi 
à  MM'  une  vitesse  et  une  condensation  exprimées  par 

c  désignant  u!ie  fraction  positive  ou  négative,  suivant  qu'en  A  le 
tiivau  est  fermé  par  un  corps  solide  ou  s'ouvre  librement  dans 
l'atmosphère. 

De  même,  par  trois  réflexions,  opérées  successivement  en  B,  en  A  et 
en  B,  on  a  la  vitesse  et  la  condensation 

'    \  "       J  n     ~   \  al 

Par  quatre  réflexions,  on  a 
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et  ainsi  de  suite,  tant  c|iie  les  quantités 


X  2  /  —  .1  2  /  +  .r 

t  —  — î       t  —  î      t  —  >•• 

Il  n  a 


seront  positives.  Si  I  on  admet  (jiie  le  temps  /  est  un  [)eii  notable,  cette 
suite  de  termes  pourra  être  beanconp  prolongée  et  l'on  poin-ra  même 
la  snpposer  prolongée  indéfiniment,  sans  erreur  sensible.  Si  Ion  dé- 
signe par  e  et  s  la  vitesse  et  la  condensation  complète  tie  la  tranche 
MM',  à  l'époqne  /,  on  aura 


=t(,-î)+H(,-îi^i-.*.+(,-îi± 


+  *'ct(,-i!^-) 


as 


Ces  expressions  montrent  qu'en  B,  où  I  on  a 

le  rapport  de  i<  a  s  est  constant  et  égal  à  — j  a;  elles  montrent  aussi 

qu'en  A,  où  l'on  a 

X  =  o, 

4 

V  —  -^  il)  ,1.  I  —  C  f, 

le  rapport '^-^  est  constant  et  égal  a a;  entin,  ces  ex- 

pressions  coïncident  avec  les  formules  déjà  trouvées  (19)  et  (20). 

Je  suppose  maintenant  que  la  vitesse  ^{t)  comnuuiiquée  à  l'orifice 
se  compose  d'un  nombre  quelconque  de  mouvements  simples,  et  que 
1  on  ait 

,         .  ,    ,  .s  I      •       27rrt<  ,,      .       iTzat  ,,,     .       27r(7f 

(21)  (j;  (f )  =  «  sui  — —  +  Il  sui  ~^, 1-  Il  sm 


X" 


X,  y,  X",  etc.,  sont  les  longueurs  complètes  des  ondes  qui  correspon- 
dent aux  mouvements  simples  ;  /?,  h',  h\  etc.,  sont  des  constantes. 
En  portant  l'équation  (21)  dans  la  valeur  générale  (19)  de  v,  on  a 
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ime  suite  de  la  forme 

(22)  t'  =  »  +  u'  +  «"  -f-  u"  +..., 

ilaiis  laquelle 

u  =  h 


fit  —  j:           ,                      at  —  2  /  -f-  j: 
SIM   O.n   r r    OC  Slll  2  71 | 


c   sin  2  ;: ^ 

A 


\ 


'  .  at —  2I+X  ,  at  —  4'  +  J'"i 

l       sin  in r +  oc  sin  •xn ^r | 

I             ,  o      o      •                 "f  —  Ol  ->t-  X  l 

(    +   P-  c"  Slll  2  n  ■ r f-  . .  .  ] 

ti  ,  u",  11,  etc.,  se  déduisent  de  cette  expression  de  u  eu  y  changeant 
^  et  À  en  /?',  X'  ou  en  A",  ).",  etc. 

Pour  faire  la  somme  de  chacune  des  deux  séries  contenues  dans 
l'équation  (23),  il  suffit  d'employer  la  fornuile  connue 

sinj-  +  csin  [j  —  z)  +  e^sin  (  j  —  iz)  +  e'  sin  {y  —  3z;  -^  . .  . 

sin  >•  —  e  sin  (  y  +  2  ) 

I  —  le  cos  z  -V-  é' 
de  cette  manière,  ou  a 


at — X  ,  at-i-2.i-^x 

i  cm    o  -TT  -    ~ 

h 


Il   = 


l       sin  2  -      ,       —  bc  sin  2  7: 


I —  2bccos^ — \-  o'c'l  —  0  siii  27: : \-  o  c  sin  271 


inl        ,,,1  ;•  at  —  2I  -h  X         ,,  at  -t-  xi 

Je  pose 

(24)  H=  ^' 


1  —  aie  COS  ^î; h  i'c"         (i  —  ic)'+46csin= 

A  X 


21:  a t  2tz  at 


Je  sépare  dans  u  les  quantités  siii  —  —  >  cos  ^ —  i  et  j  ai 
20  i  M  =  H  I  A  siu  — B  cos  ^1 — 


les  valeurs  de  A  et  B  sont  données  par 

27rx  ,    ,  X  2l  —  X 

0   1+  C]  cos  2 n  — . —  ' 

\  ^  '  A 

^27)  B  =  (i  —  è^c)  sin  ^^r h  [i—  c)  sin  27:^^^ 


(26)  A  =  (l  +   i^c)  COS^^^j i  (l  +    f)  cos  2  71 
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Je  |)ose 

(28)  P'^z=A^  +  B% 

A  étant  plus  pelil  cjuc  I',  oti  |)eut  toujours  tlélerminer  uite  suite  de 
valeurs  de  Q,  telles  que  l'on  ait 

(29)  A  =    PcOS-r— 5 

P  étant  pris  eu  valeur  absolue.  Alois  on  aura,  abstraction  faite  des 

signes, 

(30)  B  =  Psin^, 

et,  en  prenant  ^-^  entre  o  degré  et  36o  degrés,  on  pouri'a  toujours  ie 

déterminer  de  manière  que  les  équations  (29),  (3o)  soient  satisfaites, 
quels  que  soient  les  signes  de  A  et  B.  Par  ces  transformations  l'équa- 
tion (2,5)  devient 

(3i)  i«  =  HPsin2  7r — - — 

Calcidons  maintenant  P  et  6  ,  les  équations  (26),  (27),  (28)  donnent 
P^  =  (i+/.^cf  cos^^V  (i-  b'cYsm^^^ 

-+■  b^  (i  +  cY  sin-  in  — : h  h^  (i  —  cY  sin^  ir.  — — ^ 

—  20(1  -f-  c)  (i  +  b^c)  cos— — -  cos  in  —  — 

—  ib  [i~  c){i—  b'  c)  sui  — —  sm  utt  — ^^ — ^ 

A  A 

P=  =  ,  +  è'c^-  b\ï-hc^)  +  ib^c  (cos=^  ~'*'"'^ 

f,       /         o  il—x  .     „  2/  —  X 

-+■  2  o"  c  (  COS''  2  7:  — sm^  a  ff  — ~ — 

,/  I  n       n\     f  ITZX  il X  .         ItSX       .  il X\ 

—  20  (1+   O-C')  I  cos -^— cos  2  71— r 1-  SUI  ^—  Sm  27: r ) 

I         ,  ;,,     /  ITZX  2.1 X  ITZX       .  il X\ 

—  7.0C[\+  O    )  [  cos  — ^ —  cos  2  7t  r —  SHl  — —  Sm  2  7: ; • 
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p2  =  i  +  /,2^  h^c^  +  b'c^-  ihc{\+b-)co?,^ 

^  '  t. 

+  ib^c  \cos~--  +  cos^rr — ^^ — j  —  aifn-  /;=' r-^)  cos4;t-^ — , 
P=  =  I  +  //^  +  fi  c^  +  b'c^--  2  bc  (i  4-  b^)  cos  ij^ 

4-  4/;c*  cos^  cos 4 7:-^-  —  2^(1+  b^c'^)coi,l\n 
P"  —  —  -xb  cos  4  Tî  ~~-  (  I  +  b^  c^  —  2bc  cos  —  ) 


/  — X 


+  (i  +  Zr  )  (  1 .4-  b'  c'  -  2  /;c  cos  ^)  , 


P-  =  (1+  b^c'^  ~  aAccos^)  i\^b^—  2 /^  cos  4 tt -— ^ ' 
D'après  cela,  l'équation  (3i)  devient 


l-i-  b-  —  20  cos  4"'^ — r- 


,    A       I  X  .  at  —  6 

;/  =r   /?   %     / — — ■ — —  sm   2  7T  ; 

-)-  ?;'  c' 26c  COS  -^7 — 


on  bi 


len 


(Sa)  ?<=7jMsin2  7: — r — 1 


en  posant 

(33)  M^  = 


/ X 

1  —  6)'+  4isin=27r  — ; — 
(i  —  6f  )'  +  4^<"sin'  ^ — 


Quant  à  9,  on  pourra  le  calculer  par  la  formule  suivante  : 

,          ,,    ,    ■     l-ax         ,  ,            ,    .            2/  —  X 
(I  —  6'  c  )  sin  ^ 6  (  1  —  c  )  bin  2  TT :^ 

(34)  tane -!— = ; 

^             ;          ;,,    \          277X         ,   ,            .                 Il  —  x 
(  I  -f-  b^c)  cos  — r «  (  I  +  C  j  COS  "?.  r. 

En  désignant  par  M',  M",  M",  etc.,  ô',  9",  ô'",  etc.,  ce  que  deviennent 
les  valeurs  de  M  et  ô  données  par  les  formules  (33),  (34)  lorsqu'on 
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y  change  1  en  X',  X",  ).'",  etc.,  la  formule  {■^■?.)  deviendra 

i  >    T./r       •  d â  1,1,»/       •  "' S 

V  =  ft  M  sni  2  t:  — h  //  M  sin  2  ;:  — r^— 

(35)  „  ^ 

A 

Si  dans  cette  équation  on  change  les  signes  de  /;  et  c ,  et  que  l'on  (lé- 
signe  par  N,  N',  N",  etc.,  y,  y',  çj",  etc.,  ce  que  deviennent  respecti- 
vement M,  M',  M",  etc.,  9,  6',  9".  etc.,  on  aura 

l  «5  =  rt  N  sni  in  —^~  ■+-  Il  jN  sui  2  tt  — r^- 

(36)  „ 

I      ^//'N"  sin  27:!^+...; 

N  se  calculera  par  la  formule 

[\-\-b )■ —  4 ^  sin'  2 TT  — :; — 

(37)  N  = 


(I  —  bcf  +  L^bc  sin-  —— 

Lorsqu'on  suppose  que  le  mouvement  communiqué  à  l'orifice  ne  con- 
siste qu'en  un  seul  mouvement  simple  ^  sin  — ^ — ?  on  réduira  les  for- 
mules (35),  (36)  à  leur  premier  terme. 

Pour    les  tuyaux  ouverts  aux  deux  bouts,  h  et  <■  sont  négatifs  et 
égaux;  je  mets  leur  signe  en  évidence,  et  j'ai 

/ r 

(38)     i^  = /;Msin2  7r^^,         (3q)     M=  = —f 

[i—  fy-Jr  4  6- sin' - 


(i— 6)'4- 4isin'2r 

(4o)    r«=/?Nsin2  7i^^-^,         (4r)     W  = 


A 
l  —  X 


1  —  é-)=  +  4è-sin-2iL 


Lorsque  Je  tuyau  est  ouvert  en  A  et  fermé  en  B,  ce  qui  constitue  un 
boiudon  ordinaire,  b  est  positif  et  c  négatif.  En  mettant  les  signes  en 
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évidence,  j"ai 

(42)     ^^  =  /?Msin27I--;^,  (43)     M=  = i-, 

(i  -t-  bc)-  —  ^bcsm^  —r- 

l j. 

(  1  +  b)'  —  4 ^  si"'  2 Tz  — - — 

\l^(^)    as=h'!^^min"-^—^,         (45)     W  = -^  • 

(i  +  èc)' — 4^^sin'2r  -  — 

Lorsque  le  tuyau  est  ouvert  en  B  et  fermé  eu  A,  et  que,  par  un  petit 
trou  pratiqué  au  milieu  de  A,  on  comnuiuique  les  vibrations  à  la 
tiauche  A,  on  a  ce  qu'on  appelle  improprement  un  tuyau  ouvert,  et  ce 
qui  n'est  autre  chose  qu  un  bourdon  renversé.  Quoiqu'il  soit  difficile 
par  ce  moyen  de  donner  à  la  première  tranche  le  mouvement  régulier 
que  suppose  la  théorie,  on  peut  néanmoins  considérer  les  formules 
qui  se  rapportent  au  bourdon  renversé,  quel  que  soit  le  moyen  qu'on 
puisse  employer  pour  ébranler  l'air,  comme  l'exige  la  théorie,  ici  h  est 
négatif  et  c  positif.  En  mettant  les  signes  en  évidence,  on  a 


46)     u  =  h  M  sin  27r  — ,— ,         (47)     IVP 


(48)  rt.v  =  /iNsin'2  7î^V-^,  (49)     N^  = 


l  —  X 

(i  4-  by  —  ^b  sId'  ?.77  -^ — 

T  ' 

(i  +  bcf  —  ^bc  sin'  -^ 

(i—  by+  4èsin'  an-  — :^ — 
(i-t-  bcy  —  i^bc  sin=^ — 


Enfin,  pour  un  tuyau  fermé  aux  deux  bouts,  b  et  c  sont  positifs,  et 
l'on  a 

{1  -  by-+-^b  sin' 2n-^ 
(5o)     u  =  hmsïnan^^^.  (5i)     M»  ^  ^ 


at  —  tf 


(Sa)   «i  =  /îNsin2  7:^^^-^,  (53)     N'^  = 


(1—  bcy-h^bcsm' 

{i-h  by  —  /^bsia'2n  '-—^ 
(i —  Ac)'+  4icsin'-^ 

A 
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Tuyaux  ouverts  aux  deux  bouts. 


Fis.  2. 


La  formule  (38)  montre  i\w  clans  chaque  section  du  tuyau  le 
maximum  de  vitesse  est  égal  a  /(M.  A  l'extrémité  B,  ce  maxininni 
est  donné  par  hW ,  en  posant 

(54)  M'^  = ^1±^ 

Le  coefficient  h  dépend  de  l'intensité  du  son  qui  entretient  le  mouve- 
ment à  l'orifice  A;  par  son  carré,  il  sert  de  mesure  à  cette  intensité. 
La  proportion  dans  laquelle  ce  carré  est  augmenté,  par  l'effet  du 
tuyau,  dans  l'ébranlement  de  B,  n'est  autre  chose  que  M'-;  c'est  poiu- 
cela  que  M'-  sera  regardé  comme  la  mesure  de  la  sonorité  du  tuvau 
ou  de  son  pouvoir  résonnant. 

I/éqnation  (5/j)  fait  voir  que  le  son  correspondant  à  ).  =  2/  n'est 
pas  le  plus  grave  que  le  tuyau  puisse  rendre.  Des  sons  beaucoup  plus 
graves  que  celui-là,  à  des  degrés  très-tlivers,  peuvent  être  rendus  par 
le  tuyau,  d'après  la  formule.  Cette  conséquence  est  tout  à  fait  con- 
forme à  d'anciennes  expériences  de  Mersenne,  par  lesquelles  il  est 
parvenu  à  faire  descendre  le  son  de  la  valeur  de  sept  tons  entiers,  sans 
changer  la  longueur  du  tuyau  ;  l'artifice  qu'il  a  employé,  pour  oblenir 
cet  effet  avec  les  embonchiu'es  ordinaires,  consiste  à  faire  varier  le 
diamètre  du  tuyau.  Voici,  au  reste,  le  tableau,  pour  ainsi  dire  inconnu, 
de  Mersenne. 

Longueur  commune  des  six  tuyaux,  ^9,  lignes. 
Diamètre  (les  tuyaux. ....  .        5i'  aS'  18'  12'  6'         3' 

Sons  rendus la*,         ut*,         nn_,         soL,        la*,  ut 

On  a  désigné  par  ut  le  son  rendu  par  le  tuyau  de  3  lignes  de  dia- 
mètre, afin  de  nonmipr  commodément  les  autres  sons,  mais  on  ne  l'a 
pas  classé  dans  la  gamme  absolue. 

Savart   a    répété    les    expériences    de    Mersenne   avec    six    tuyaux 


32  JOURNAL  DE  MATHEMAT[OUES 

de   7a  lignes  de  longueur  commune,  et  il  a  ohtenii  les  résultats  sui- 
vants ; 

Diiiim'tre  (les  tiiya\ix 54'  33'  23'  18'  i^'        "10' 

Sons  rendus faf  sol,  la,  \nf  si,  ut,, 

Ici  les  sons  se  trouvent  classés  dans  la  gamme  absolue.  Le  son  ut , 
corresjiond  à  une  onde  dont  la  longueur  est  de  i/{4  lignes,  et  par 
conséquent  le  double  de  la  longueur  du  tuyau  ;  il  correspond  au 
son  fondamental  de  Bernoulli.  On  voit  que  Savarl  a  fait  descendre 
par  degrés  le  son  fondamental  de  la  valeur  de  trois  tons. 

L'équation  (54)  montre  que,  si  l'air  du  tuyau  peut  vibrer  sous 
l'influence  de  tous  les  sons,  la  sonorité  du  tuyau  est  bien  loin  d'être 
la  même  pour  chacun  d'eu.x.  On  peut  dire  aussi  que  l'air  de  tous  les 
tuyaux  peut  vibrer  sous  l'influence  d'un  son  donné,  mais  qu'il  y  a 
des  longueurs  de  tuvau  qui  laissent  les  vibrations  tres-fadjjes,  et 
d'autres  qui  leur  donnent  beaucoup  de  puissance.  La  sonorité  des 
tuyaux  est  la  plus  grande  possible,  lorsque  les  sons  produits  sont 
compris  dans  la  série  normale  des  tuyaux  ouverts,  c'est-à-dire  lors- 
qu'ils correspondent  aux  valeurs  suivantes  : 

.  ,      il      il       2/       il  il 

1  i  i\  5  I 

La  sonorité  est  encore  très-grande  lorsque  les  sons  se  trouvent  voi- 
sins de  cette  série;  néanmoins,  elle  décroît  de  plus  en  plus  à  mesure 
que  l'on  s'en  écarte.  Elle  devient  mininuan  pour  les  sons  de  la  série 
normale  des  bourdons,  cest-à-dire  pour  ceux  qui  correspondent  à 

X  =  4/,    ^^    ¥^--    -^- 

'3        5  11 -h  j 

et  elle  est  tres-faible,  .sans  être  minimum,  pour  les  sons  voisins  de 
cette  dernière  série. 

On  a  une  image  assez  exacte  de  ces  divers  phénomènes  dans  les 
anneaux  colorés  de  Newton  ;  je  me  suis  assuré  qu  en  effet  l'intensité 
de  la  lumière  dans  les  anneaux  transmis,  lorsqu'on  tient  compte  de 
toutes   les   réflexions  successivt-s,    est   représentée    par   une    formule 
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complètement  analogue  à  (54)-  Pour  une  iiunière  simple  donnée, 
chaque  armeau  brillant  n'est  pas  infiniment  mince,  mais  a  une  cer- 
taine laigeur,  en  sorte  qu'il  con('S])on(l  à  diverses  épaisseurs  de  la  lame 
mince  voisine  de  l'épaisseur  relative  au  maximum  d'éclat;  chaque 
anneau  obscur  a  aussi  une  certaine  étendue  qui  correspond  à  diverses 
épaisseurs  en  deçà  et  au  delà  de  l'épaisseur  relative  au  minimum 
d'éclat.  Ue  même,  une  épaisseur  donnée  de  la  lame  mince  transmet 
toutes  les  lumières,  quelques-unes  vivement,  l'une  d'elles  avec  le 
maximum  d'éclat,  quelques  autres  médiocrement  et  l'une  d'elles  avec 
le  minimum  d'intensité.  Lorsqu'un  mouvement  simple  de  lumière 
traverse  une  lame  mince  et  qu'on  tient  compte  des  réflexions  infinies 
dans  la  lame,  la  vitesse  dans  Tonde  transmise  est  représentée  par 


at- 

m  sin  3  71  — 


en  posant 


I  ri-        2Tze 


a,  ê,  7  étant  les  coefficients  de  transmission  à  travers  la  deuxième 
surface  et  de  réflexion  sur  cette  surface  et  sur  la  première  ;  e  dési- 
gnant l'équivalent  optique  de  l'épaisseur  de  la  lame  mince,  X  étant  la 
longueur  d'ondulation,  a  désignant  la  vitesse  dans  le  milieu  où  se  pro- 
page la  lumière  transmise,  et  6  une  quantité  qui  dépend  de  la  distance 
à  laquelle  on  reçoit  la  lumière  transmise. 

La  valeur  de  m^  représente  l'intensité  de  la  lumière  transmise  :  on 
voit  qu'elle  est  tout  à  fait  de  même  forme  que  M'-  donné  par  l'équa- 
tion (54)  et  qu'elle  conduit  aux  mêmes  lois. 

La  valeur  de  M''  donnée  par  l'équation  (3g)  montre  qu'il  n'existe 
pas  dans  le  tuyau  de  sections  normales  dans  lesquelles  la  vitesse  soit 
constamment  nulle.  En  effet,  la  quantité  (i-l-è)^  — 4^  est  égale 
à  (i  —  b)-;  elle  est  constamment  positive  et  ue  peut  pas  devenir 
nulle,  car  b  est  toujours  une  fraction  ;   à  plus  forte  raison  la  quantité 

(i  +  by  —  4^sin^  271  ^-^  ne  peut-elle  pas  devenir  nulle.  De  même, 

il  n'y  a  pas  dans  le  tuyau  de  sections  pour  lesquelles  la  condensation 

Tome  XX.  —  Fevriep.  iS'i5.  -* 
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soit  constamment  nulle;  c'est  ce  que  montre  la  valeur  de  N"  donnée 
par  l'équation  (4i)-  L^''  nœuds  et  les  ventres,  tels  que  les  définit  Ber- 
noulli,  nexistent  donc  pas  dans  les  tuyaux.  Mais  on  peut  appeler 
noeuds  et  ventres  les  sections  dans  lesquelles  la  vitesse  ou  la  conden- 
sation sont  constamment  minimum;  alors  de  tels  nœuds  ou  de  tels 
ventres  existent  en  général  ;  ils  possèdent  d'ailleurs  les  principales 
propriétés  des  nœuds  et  des  ventres  que  l'expérience  reconnaît. 

Quel  que  soit  le  son  produit,  les  nœuds  sont  toujours  équidistants 
entre  eux  et  leur  distance  est  égale  à  une  demi-ondulation.  En  effet, 
l'équation  (Sg)  montre  que  les  nœuds  sont  donnés  par  la  relation 


l  —  X 


j(2i  +  F), 


i  étant  un  nombre  entier.  On  voit  par  là  que  la  distance  de  l'extré- 
mité B  au  premier  nœud  est  égale  à  -pr,  et  que  la  distance  d'un  nœud 

quelconque  au  suivant  est  égale  à  — 

L'équation  (4i)  montre  que  l'extrémité  B  est  toujours  un  ventre, 
mais  qu'il  n'en  est  pas  de  même  de  l'orifice  A.  Les  ventres  sont  équi- 
distants entre  eux,  car  ils  sont  donnés  par  la  relation 

.  .1 

L  —  X  =z  1--, 

7. 

leur  distance  est  égale  à  ->  et,  par  suite,  à  une  concamération.  La 

distance  du  ventre  B  au  premier  nœud  est  toujours  égale  à  -.• 

Puisque  à  partir  de  B  les  ventres  sont  successivement  placés  à  des 
distances  les  uns  des  autres  égales  à  -■,  cette  suite  de  longueurs  n'abou- 
tira à  l'orifice  A  qu'autant  que  -  sera  une  partie  aliquote  de  la  lon- 
gueur du  tuyau,  c'est-à-dire  qu'autant  qu'il  s'agira  des  sons  de  la  série 
normale  des  tuyaux  ouverts.  Pour  les  autres  sons,  la  distance  de  l'ou- 
verture A  au  premier  ventre  sera  plus  petite  que  -»  et  sa  distance  au 
premier  nœud  quand  il  y  aura  un  nœud  interposé  entre  A  et  le  pre- 
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mier  ventre,  sera  plus  petite  que  |.  Les  ventres  et  les  nœuds  ne  sont 
donc  pas  symétriquement  placés  par  rapport  au  milieu  du  tuyau, 
lorsque  le  son  produit  n'appartient  pas  à  la  série  normale  des  tuyaux 
ouverts. 

Si,  en  partant  d'un  sou  quelconque  de  cette  série  normale,  on  aug- 
mente la  gravité  du  son,  la  demi-concamération  du  second  bout  du 
tuyau  en  B  s'allongera,  tandis  que  la  distance  de  l'orifice  au  premier 
nœud  diminuera  et  deviendra  de  plus  eu  plus  petite  jusqu'à  devenir 
nulle;  alors  le  son  produit  appartient  à  la  série  normale  des  bour- 
dons; l'orifice  devient  un  nœud  et  le  tuyau  résonne  médiocrement. 
Si  la  gravité  du  son  augmente  encore,  la  distance  de  l'orifice  au  pre- 
mier ventre  devient  plus  petite  que  ^,  diminue  de  plus  en  plus  jus- 
qu'à devenir  nulle;  alors  le  sou  produit  appartient  à  la  série  normale 
des  tuyaux  ouverts;  l'orifice  redevient  un  ventre;  tous  les  nœuds  et 
tous  les  ventres  se  trouvent  de  nouveau  symétriquement  placés  par 
rapport  au  milieu  du  tuyau. 

Une  discussion  analogue  se  reproduirait  facilement  pour  les  bour- 
dons et  les  tuyaux  fermés  aux  deux  bouts;  il  suffirait  de  traiter 
comme  précédemment  les  formides  qui  se  rapportent  à  ces  cas  nou- 


veaux. 


3.. 
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MÉMOIRE 

SUR 

LES  COURBES  ET  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 
Par  m.  J.  STEIiXER  (de  Berlin). 


(Traduit  de  Talleiiiand  par  M.  de  Horn,  officier  au  service  de  Pnisse.) 


Nombre  des  normales  que  ton  peut  abaisser  d'un  point  sur  une  courbe 
algébrique,  et  propriétés  de  la  développée  de  la  courbe. 

La  question  :  «  Combien  de  normales  d'une  courbe  donnée  du 
»  /i""'"^  degré  passent  par  un  point  quelconque  P  dans  le  plan  de  la 
»  courbe?  »  est  équivalente  à  celle-ci  :  «  Quelle  est  la  classe  de  la 
»   développée  de  la  courbe  donnée?  » 

On  peut  répondre  facilement  à  cette  question  des  trois  manières 
suivantes. 

1°.  Si  l'on  fait  mouvoir  la  courbe  C"  arbitrairement  dans  son  plan 
autour  du  point  donné  P,  et  qu'on  la  désigne  dans  la  nouvelle  posi- 
tion par  0%  les  deux  courbes  se  couperont  en  «*  points  Q.  Si  l'on 
ramène  la  courbe  C'J  à  son  ancienne  position,  jusqu'à  ce  qu'elle 
tombe  sur  la  courbe  C",  les  n-  points  d'intersection  Q  cbangent  de 
position,  et  au  dernier  moment  du  mouvement,  ils  seront  précisément 
les  pieds  des  normales  abaissées  du  pôle  P  sur  la  courbe  C",  dont  le 
nombre  sera  par  conséquent  n'^. 

Un  nombre  infini  de  courbes  du  degré  n,  faisceau  de  courbes  de  ce 
degré,  passera  par  les  pieds  des  normales,  parce  qu'ils  sont  les  points 
d'intersection  des  courbes  C"  et  C'J . 

Étant  donnés  ^ /2  («  +  3)  —  i  des  n*  points  Q,  les  \[n  — 1)(«  —  2) 
autres  sont  déterminés. 
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2".  Supposons  dans  le  plan  de  la  courbe  donnée  C"  un  faisceau 
quelconque  de  sections  coniques  B(C^),  c'est-à-dire  toutes  les  co- 
niques qui  passent  par  quatre  mêmes  points  quelconques  (réels  ou 
imaginaires)  ;  alors 

«  («  +  2  .  2  —  3)  =  ?2  («  +  1) 

de  ces  coniques  seront  tangentes  à  la  courbe  C"  [*J. 

Si  l'on  fait  coïncider  ces  quatre  points  deux  à  deux,  de  telle  sorte 
que  les  coniques  se  touchent  en  deux  points  réels  ou  imaginaires, 
la  corde  de  contact,  considérée  comme  l'ensemble  de  deux  droites 
coïncidentes,  pourra  être  regardée  comme  une  conique  appartenant 
au  faisceau  B(G^).  De  même,  chacun  des  n  points,  où  elle  ren- 
contre la  courbe  C",  pourra  être  regardé  comme  un  des  71  {11-^  i) 
points  de  contact.  Ainsi  la  courbe  ne  sera  plus  touchée  que  par  «^ 
des  autres  coniques  proprement  dites. 

Or,  M.  Poncelet  a  montré  qu'un  système  de  cercles  concentriques 
peut  être  envisagé  comme  un  faisceau  de  coniques  qui  se  touchent  en 
deux  points,  ayant  pour  corde  de  contact  idéale  la  droite  située  à 
l'infini.  Il  s'ensuit  que,  parmi  tous  les  cercles  décrits  autour  du  point 
donné  P,  il  en  existe  en  général  ti"^  qui  touchent  la  courbe  donnée  C". 
Les  rayons  menés  aux  points  de  contact  seront  les  n"^  normales  de  la 
courbe  C",  passant  par  le  point  P. 

3°.  Des  recherches  auxquelles  se  rapporte  le  compte  rendu  mensuel 
de  l'Académie  de  Berlin  (séance  du  10  août  1848)  dont  on  trouve  la 
traduction  au  tome  XVIII,  déjà  cité,  du  présent  Journal,  notamment 
de  la  propriété  y  mentionnée  (page  3 10)  «  que  les  courbes  algé- 
»  briques  s'engendrent  par  des  faisceaux  projeclifs  de  courlies  d'un 
»  degré  inférieur,  »  il  résulte  une  troisième  solution  de  la  question 
proposée,  qui  en  même  temps  donne  lieu  à  quelques  circonstances 
intéressantes  que  nous  allons  indiquer. 

Soit  doiuiée  une  conique  quelconque  P^  située  dans  le  plan  de  la 
courbe  C".  Soit  C""'  la  première  polaire  relativement  à  C",  et  P'  la 
première  polaire  relativement  à  P^,  d'un  pôle  R  pris  arbitrairement. 
Ces  polaires  se  coupent  en   [ti  —  i)  points  Q,   et  les  polaires  réci- 

[  *]  Voir  le  tome  XVIII  de  ce  Journal ,  page  3i4- 
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proques  de  chacun  de  ces  points  Q  passent  par  le  pôle  R  ;  c'est-à-dire 
que  la  n  —  i'""*^  polaire,  par  rapport  à  C",  et  la  polaire  relative  à  P'', 
qui  sont  les  droites  polaires  C  et  P{  de  chacun  des  n  —  i  points  Q, 
passent  par  le  pôle  R. 

Si  le  pôle  R  se  meut  sur  une  droite  donnée  G,  ses  polaires  G""' 
et  P'  forment  deux  faisceaux  B(C""')  et  B(P'),  qui  ont  respective- 
ment «  —  i'  points  fondamentaux  C  et  un  point  fondamental  P,  les- 
quels points  sont  en  même  temps  les  pôles  de  la  droite  G  par  rapport 
aux  bases  données  C"  et  P^,  à  savoir  G  est  la  n  —  i'™"  polaire  de  cha- 
cun des  ?i  —  \'  points  C  par  rapport  à  G",  et  la  polaire  de  P  relative- 
ment à  P'^. 

Supposons  que  G"~'  et  P',  correspondant  à  un  même  pôle  R,  cor- 
respondent aussi  l'une  à  l'autre,  les  faisceaux  B  (G"~'  )  et  B  (P')  seront 
projectifs  et  engendreront  une  courbe  du  n'"'"'  degré;  c'est-à-dire  le 
lieu  des  n  —  i  points  d'intersection  Q  de  deux  courbes  correspon- 
dantes est  une  courbe  Q"  du  degré  ti,  qui  passe  aussi  par  les  {n  —  i)- 
points  fondamentaux  G  et  par  le  point  fondamental  P  des  faisceaux. 

Appelons  Q,  chacun  des  n  points  d'intersection  de  la  courbe  Q" 
avec  la  droite  G.  Ces  n  points  seront  entre  autres  déterminés  par  une 
relation  métrique,  ayant  lieu  entre  eux  et  les  points  où  la  droite  G 
sera  coupée  par  les  deux  bases  G"  et  P". 

Les  droites  polaires  G'  et  P'  de  chacun  des  points  Q  de  la  courbe  Q" 
par  rapport  aux  bases  G"  et  P^  passent  par  le  pôle  correspondant  R 
situé  sur  la  droite  G  (en  vertu  de  la  réciprocité  mentionnée);  consé- 
quemment,  si  l'on  fait  passer  G  à  l'infini,  toutes  ces  polaires  seront 
parallèles.  Si  l'on  suppose,  en  outre,  que  la  conique  P"  est  un  cercle, 
les  droites  G'  et  P'  sont  perpendiculaires  à  la  droite  QP,  parce  que  P, 
comme  pôle  de  G^  par  rapport  au  cercle  P^,  en  est  le  centre. 

La  courbe  Q",  lieu  des  ai  —  i  points  d'intersection  Q  (dans  le  cas 
présent  la  courbe  Q",),  est  déterminée,  dans  ces  suppositions,  seule- 
ment par  la  courbe  donnée  G"  et  le  centre  donné  P  du  cercle  P^,  de 
la  manière  suivante  : 

«  Si,  dans  le  plan  de  la  courbe  donnée  G",  on  prend  un  point  fixe 
»  quelconque  P,  une  autre  courbe  Qô  du  degré  n  sera  le  lieu  d'un 
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»   pôle  Q,  dont  la  ti  —  i'""'  polaire  C  par  rapport  à  la  courbe  C"  est 
»  perpendiculaire  à  la  droite  QP  menée  du  pôle  Q  au  point  fixe  P. 

»  Cette  courbe  Q,"  passe  notamment  par  le  point  P,  par  les  n  —  i' 
»  pôles  C  de  ia  droite  G^,  par  rapport  à  la  base  C",  et  par  n  points 
»   déterminés  Q,  de  la  droite  G^ .  » 

«  Si  le  point  P  change  de  position  pendant  que  la  base  C"  reste 
»  fixe,  la  courbe  Qô  changera  aussi  ;  cependant  elle  passera  toujours 
»  par  les  n  —\'  pôles  fixes  C  et  coupera  constamment  la  droite  G., 
»  aux  mêmes  n  points  invariables  Q,,  de  sorte  que  ses  asymptotes 
»  conservent  des  directions  constantes,  et  restent  parallèles  à  elles- 
)>  mêmes.  (Ces  points  Q,  restent  invariablement  les  mêmes  sur  la 
»  droite  G^,  en  vertu  du  théorème  de  M.  Poncelet,  que  tous  les 
j)  cercles  da?is  un  même  plan  ont  pour  sécante  commune  idéale  la 
»   droite  à  l'infini.  )  » 

«  La  courbe  Q'ô  ainsi  déterminée  coupe  la  base  donnée  C"  en 
»  n^  points  Q^;  la  polaire  C  de  chacun  de  ces  points  est  en  même 
»  temps  tangente  à  la  base  en  ce  point;  par  conséquent  la  droite  QoP 
»  en  est  normale.  Il  s'ensuit  donc  que  de  chacun  des  points  P  on 
»  peut  mener  n'^  normales  PQo  à  la  base  C".  » 

En  considérant  ces  circonstances  dans  leur  totalité,  on  peut  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

«  De  chaque  point  P  dans  le  plan  d'une  coiu'be  donnée  C"  du  de- 
»  gré  n  on  peut  mener  n^  normales  à  la  courbe  ;  les  rr  pieds  Q^  de 
1)  ces  normales  et  le  point  P  sont  toujours  situés  sur  une  autre  courbe 
»  déterminée  Q"^,  du  degré  n. 

»  Autant  il  y  a  de  points  dans  le  plan,  autant  il  y  a  de  courbes, 
»  parce  qu'à  chaque  pôle  P  correspond  une  courbe  particulière  Q",. 
»  Toutes  ces  courbes  Q'ô  ont  n^  —  n  +  1  points  déterminés  fixes  com- 
»  muns  entre  elles  :  à  savoir  les  n  —  1  pôles  C  de  la  droite  G.^  ,  par 
»  rapport  à  la  base  C",  et  n  autres  points  déterminés  Q,  situés  sur 
»  cette  droite.  Les  asymptotes  de  toutes  les  courbes  Q",  sont  dirigées 
»  conséquemment  vers  les  mêmes  n  points  Q, .  » 

Et  réciproquement  : 

«  Chaque  courbe  du  «""""^  degré  passant  par  les  n-  —  «  -h  1  points 
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»  C  et  Q,  est  une  des  courbes  Q",,  et  coupe  la  base  donnée  en  n'^ 

»  points  Qo  tels  que  les  normales  en  ces  points  se  coupent  au  point  P 

»  de  la  courbe,  qui  en  est  le  pôle  correspondant.  Celles  de  toutes  les 

»  courbes  Q" ,  qui  passent  par  un  même  point  quelconque  Q ,  for- 

»  ment  un  faisceau  de  courbes  B  (Qo)  dont  les  «^  points  fondamen- 

»  taux  sont  donnés  par  les  «^  —  ;z  -h  i   points  C  et  Q,,  par  le  point 

»  donné  Q  et  par  n  —  2  autres  points  déterminés  (Q),  qui  se  trouvent, 

»  avec  le  point  Q,  sur  une  même  droite  L  menée  de  ce  point  perpen- 

»  diculairement  à  sa  droite  polaire  C  .  » 

«   Ces  ti  —  2   nouveaux    points  Q   déterminent  le  même  faisceau 

»  B(Qo)   de  courbes,  et  les  droites  polaires  C   de  ces   points  sont 

»  toutes  perpendiculaires  à  la  droite  L.  Sur  cette  droite  se  trouvent 

»  aussi  les  pôles  P  correspondants  aux  courbes  du  faisceau  B  (Qo)?  de 

»  sorte  que  le  ti'""""  point  d'intersection,  où  chacune  de  ces  courbes 

»  rencontre  la  droite  L,  outre  les  n  —  i  points  d'intersection  Q,  est 

»  précisément  son  pôle  P.  » 

Les  n  —  I  coïu-bes  Q", ,  dont  les  pôles  coïncident  avec  les  «  —  i 
points  Q,  touchent  la  droite  L  en  ces  points.  Si  l'on  mène  de  chaque 
pôle  P  la  tangente  T  à  la  courbe  correspondante  Q'ù,  la  courbe  enve- 
loppe de  toutes  ces  tangentes  sera  de  la  classe  n  et  sera  touchée  n  —  i 
fois  par  la  droite  L. 

Les  72  —  I  points  Q  et  les  n  —  1  pôles  fixes  se  trouvent  toujours 
sur  une  uième  courbe  C"~'  du  degré  fi  —  i .  Cette  courbe  sera  la  pre- 
mière polaire  par  rapport  à  la  base  C"  d'un  point  à  l'infini  situé  sur 

la  droite  polaire  C  de  chacun  des  n  —  i  points  Q. 

Nous  avons  encore  le  théorème  réciproque  : 

«  Si  plusieius  pôles  P  sont  situés  sur  une  droite  quelconque  L, 
»  leurs  courbes  correspondantes  Qô  se  couperont  en  «  —  i  points  dé- 
»  terminés  Q  sur  cette  même  droite,  etc.  w 

«  Si  l'une  des  courbes  Qô  doit  passer  par  deux  points  donnés  Q, 
»  elle  sera  déterminée,  en  général,  d'une  manière  absolue;  car  les 
»  perpendiculaires  L  abaissées  des  deux  points  Q  sur  leurs  droites 
»  polaires  C  se  coupent  au  pôle  P  de  la  courbe  en  question.  » 

On  peut  encore  compléter  ce  théorème. 
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La  hase  donnée  C"  est  coupée  par  la  droite  G^  en  n  points  A. 
Qu'on  se  représente  toutes  les  courbes  possibles  du  degré  n,  qui  ont 
avec  la  courbe  C"  un  contact  tle  l'ordre  {ti  —  i)  en  chacun  des  n  points 
A,  on  aura  un  faisceau  de  courbes  B(C"j,  dont  les  n'  points  (onda- 
uientaux  ne  se  trouvent  que  sur  les  «points  A.  De  même,  la  droite  G.^ , 
envisagée  comme  l'ensemble  de  n  droites,  pourra  être  regardée 
comme  faisant  partie  de  ce  faisceau.  Toutes  ces  courbes  ont  les 
n^ —  n  -h  i  points  C  et  Q,,  mentionnés  ci-dessus,  communs  entre  elles; 
et  les  droites  polaires  C',  correspondant  à  chaque  pôle  Q  par  rapport 
î\  toutes  les  courbes,  sont  parallèles  entre  elles. 

De  là  nous  tirons  le  théorème  suivant  : 

«  Si,  d'un  pôle  quelconque  P,  on  mène  des  normales  à  toutes  les 
»  courbes  du  faisceau  particulier  B  (G")  (c'est-à-dire  ii^  normales  PQ„ 
»  à  chacune  de  ces  courbes),  les  pieds  Q^  de  ces  normales  formeront 
»  une  courbe  Qô,  de  sorte  que  chacune  des  droites  menées  par  le 
»  pôle  P  est  normale  k  n  —  i  des  courbes  données  E(C").  » 

Réciproquement  : 

«  Toute  courbe  Q',',  du  degré  «,  qui  passe  par  les  n-  —  n-\-  t  points 
«  fixes  C  et  Qi,  coupera  la  courbe  donnée  B(C")  en  des  points  Q^ 
»  tels,  que  les  normales  à  la  courbe  B  (G")  en  ces  points  se  réunissent 
»  dans  un  même  point  P,  situé  sur  la  courbe  transversale  Q'^,.  Les 
»  tangentes  T  que  l'on  peut  mener  aux  courbes  données  B(C")  par 
»  les  points  Qo,  enveloppent  une  courbe  T^"~'  de  la  classe  in  —  i, 
»  n  fois  touchée  par  la  droite  G^  .  » 

Une  application  des  théorèmes  énoncés  aux  cas  les  plus  simples,  ne 
sera  pas  sans  intérêt. 

Supposons  ^î  =  2  ;  la  base  donnée  C",  ainsi  que  chacune  des 
courbes  Q;,,  sera  une  section  conique. 


Dans  ce  cas-là,  les  ii  —  i'  pôles  G  se  réduisent  à  un  seul,  centre 
de  G^,  et  les  n  points  Q,  sur  la  droite  G.^  deviendront  deux  points  Q, 
situés  à  l'infini  snr  les  deux  axes  X  et  Y  de  la  base  G^.  Ghacune  des 
courbes  Qij  devant  passer  par  ces  deux  points,  elles  seront  toutes  des 
hyperboles  équilatères,  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes 
X,  Y  de  la  base  C^ 

Tome  X  X.  —  Février  i855.  6 
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De  là  les  théorèmes  particuliers  suivants,  dont  quelques-uns  sont 
déjà  connus. 

«   Par  tous  les  points  P  situés  dans  le  plan  d'une  conique  donnée  C- 

«  passent  quatre  normales  PQo  (réelles  ou  imaginaires)  à  la  conique. 

»  Les  quatre  pieds  Q,,,  le  centre  C  de  la  conique,  et  les  deux  points 

»  aQ,  à  l'infini  des  deux  axes  X  et  Y,  enfin  le  pôle  P  sont  situés  sur 

»  une  hyperbole  équilatère  Q^  ;  toutes  les  hyperboles  équilatères  Ql, 

»  correspondant  à  tous  les  points  P,  ont  trois  points  communs  entre 

»  elles,  C  et  aQ,;   les  asymptotes  de  ces  hyperboles  sont  parallèles 

»  aux  axes  X,  Y,  en  vertu  des  points  2Q,.  » 

Réciproquement  : 

«  Toute  hyperbole  équilatère,  qui  passe  par  le  centre  C,  et  par  les 

»  deux  points  à  l'infini  2Q,  des  axes  de  la  conique  donnée,  coupe 

»  celle-ci  en   quatre  points,   dont  les  normales  correspondantes  se 

>i  réunissent  toujours  en  un  point  quelconque  sur  cette  même  hyper- 

»  bole.  Si  le  pôle  P  se  meut  sur  une  droite  donnée  L,  l'hyperbole 

»  équilatère  correspondante   Q,'',   passe    constamment   par  un    point 

»  déterminé  Q  sur  la  même  droite.  » 

Réciproquement  : 

«  Toutes  les  hyperboles  équilatères  qui  passent  en  même  temps 
»  par  les  trois  points  C  et  2Q,,  ainsi  que  par  lui  quatrième  point 
»  donné  Q,  en  formant  un  faisceau  B(Q^),  ont  les  pôles  P  sur  une 
»  même  droite  L,  qui  passe  par  le  point  Q,  et  qui  est  perpendicidaire 
»  à  la  polaire  C  de  ce  point. 

»  L'hyperbole  Ql  sera  déterminée  par  deux  points  donnés  Q;  les 
»  perpendiculaires  L  menées  par  ces  points  aux  polaires  respectives 
»  C  se  couperont  au  pôle  P.  » 

«   Au  lieu  de  la  base  C*,  considérons  un  faisceau  particulier  B  (C) 

»  de  coniques  qui  se  touchent  en  deux  points  (réels  ou  imaginaires)  A 

»  sur  la  droite  G.^  ;  ou  bien,    considérons  toutes  les  coniques  sem- 

»  blables,  semblablement  placées,  et  concentriques  à  la  conique  don- 

»  née  C^,  et  sur  ces  coniques  abaissons  d'un  pôle  P  des  normales  : 

»  tous  les  pieds  Qo  de  ces  normales  formeront  l'une  des  hyperboles 

»  équilatères  Q^.  »> 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  43 

El  réciproquoment  : 

"  Toute  hyperbole  équilatère,  |)assaiit  par  les  trois  points  C  et  a  (J, , 
»  coupera  aussi  toutes  les  coniques  données  B(C^)  en  des  points  Q, 
»  tels  que  les  normales  correspondantes  se  rencontrent  en  un  seul  et 
»   même  point  P  de  la  même  hy|)erbole.  » 

"  Si  particulièrement  le  pôle  P,  d'où  l'on  a  abaissé  les  normales 
»  aux  courbes  B(C)^,  se  trouve  sur  l'un  des  deux  axes  communs  X, 
»  Y,  l'hyperbole  équilatère  correspondante  se  transforme  en  deux 
)'  droites  dont  l'une  est  cet  axe  lui-même,  et  dont  l'autre  lui  est  per- 
»  pendiculaire.  Ue  même,  Qy  sera  transformée  en  deux  droites,  si  le 
»  pôle  P  est  situé  sur  la  droite  G^;  l'une  de  ces  deux  droites  sera  G^  , 
»  l'autre  passera  par  le  centre  C.  » 

M.  Poncelet  a,  le  premier,  donné  la  partie  la  plus  essentielle  de  ces 
propriétés  des  sections  coniques  [*J. 

Le  théorème  suivant  se  rattache  intimement  aux  théorèmes  précé- 
dents : 

«  Si  l'on  mène  des  tangentes  T  à  la  base  C*  par  les  pieds  Q^  des 
M  quatre  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  P  sur  cette  base,  ces 
»  tangentes,  ainsi  que  les  deux  axes  X,  Y,  toucheront  une  parabole, 
»   dont  la  directrice  passe  par  le  centre  C  de  la  base.  » 

Et  réciproquement  : 

«  Chaque  parabole  qui  touche  les  deux  axes  de  la  base  donnée  G", 
»  a  quatre  tangentes  T  communes  avec  cette  base;  elles  toucheront 
»  celle-ci  en  quatre  points  Q^  dont  les  normales  respectives  passent 
>'  toujours  par  im  même  point  P.  A  chacun  des  points  P  du  plan  cor- 
»  respondra  une  parabole  déterminée,  qui  est  tangente  aux  deux 
»  axes  X  et  Y,  et  réciproquement.  » 

a  Si  le  point  P  se  meut  sur  une  droite  L,  la  parabole  correspon- 
»  dante  touchera  toujours  une  autre  droite  déterminée,  et  récipro- 
;>   quement.   » 

Si,  particulièrement,  le  point  P  se  trouve  sur  la  développée  de  la 
base  C°,  la  parabole  touchera  cette  base,  et  réciproquement. 

[*]  Voirie  Traité  des  propriéli's  projeccii'es  des  figuras,  page  228,  article  492. 
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II. 

Tontes  les  normales  d'une  courbe  Cq  sont  tangentes  à  une  autre 
courbe  E^,  qu'on  nomme  développée. 

Nous  avons  trouvé  par  les  considérations  précédentes  la  classe  de 
la  développée  Eo  ;  elle  sera  marquée  par  le  nombre  «",  si  la  base  don- 
née est  du  degré  n.  Les  rapports  particuliers  qui  existent  entre  ces 
deux  courbes,  donnent  lieu  à  des  réciprocités  entre  leurs  éléments, 
notamment  entre  leurs  tangentes  et  leurs  points  singuliers.  Les  voici  : 

<?.  A  chaque  point  d'inflexion  de  la  base  C"  correspond  un  point  à 
l'infini  de  la  développée  £„,  ou  la  normale  au  point  d'inflexion  de  la 
base  C"  est  asymptote  de  la  développée,  et  réciproquement. 

Ainsi  la  développt'e  aura  autant  d'asymptotes  droites,  ou  bien,  elle 
coupera  la  droite  O^^  en  autant  de  points  B  que  la  base  aura  de  points 
d'inflexion;  en  général,  il  y  en  aura  ?>n[n  —  2). 

b.  A  chacun  des  n  points  A  à  l'infini  de  la  base  C"  correspond  \n\ 
point  de  rebroussement  R  sur  la  développée  Eq  situé  à  l'infini  sur  la 
droite  G„ .  Cette  droite  est  la  tangente  de  rebroussement  de  la 
couibe  Eq,  de  sorte  qu'elle  est  n  fois  tangente  de  rebroussement  de  la 
développée  Eo,  et  qu'elle  a  trois  points  communs  avec  la  courbe  en 
chaque  point  R.  Les  tangentes  à  la  base  aux  n  points  A  en  sont  les 
asymptotes;  les  points  de  rebroussement  R  se  trouvent  sur  les  droites 
perpendiculaires  aux  asymptotes,  c'est-à-dire  les  perpendiculaires 
menées  d'un  point  quelconque  aux  asymptotes  passent  par  les  points 
de  rebroussement  correspondants  R  de  la  développée,  situés  sur  la 
droite  G^ .  La  droite  G^  ayant  trois  points  communs  avec  la  courbe 
Eo  en  chacun  des  n  points  R,  et  étant  coupée  par  cette  courbe  en 
3«  [n  —  1)  points,  ces  deux  lignes,  la  droite  et  la  courbe,  ont 

3  «  +  3  /2  (  //  —  2  )  =  3  «  («  —  I  ) 

points    communs   entre   elles.    Donc    la    développée   sera   du    degré 

3  m  (;;  —  I  ). 

c.  A  chaque  sommet  S  de  la  base  C"  (c'est-à-dire  à  chacun  des 
points  de  la  base  C",  où  elle  a  avec  un  cercle  un  contact  du  troisième 
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ordre)  correspondra  également  un  point  de  rebroussement  li  de  la 
développée  £„,  et  réciproquement. 

Il  s'ensuit  que  les  m  |)oinls  A  mentionnés  ci-dessus  peuvent  être  con- 
sidérés comme  des  sommets  S,  qui  toutefois  présentent  cette  particu- 
larité, que  le  cercle  correspondant,  qui  a  avec  la  courbe  un  contact 
du  troisième  ordre,  est  décrit  avec  un  rayon  infiniment  grand,  et  est 
formé  par  l'asymptote  correspondante  regardée  comme  double. 

d.  Une  droite  étant  normale  à  la  base  C"  en  deux  points  différents 
(normale  double  à  la  base),  est  aussi  tangente  double  de  la  dévelop- 
pée Eo,  et  réciproquement. 

La  droite  G^  est  n  fois  tangente  à  la  développée  Eo  [b);  donc,  en 
cas  de  besoin,  elle  peut  être  regardée  comme  étant  n  fois  normale  à  la 
base  C". 

e.  Un  point  d'inflexion  de  la  développée  Eq  correspond  à  un  point 
de  rebroussement  de  la  base  C",  et  réciproquement.  Si  cependant  la 
base  est  une  courbe  générale  du  degré  n,  sans  aucune  autre  détermi- 
nation, elle  n'a  aucun  point  de  rebroussement,  et,  dans  ce  cas,  la 
développée  Eq  n'aura  pas  non  plus  de  points  d'inflexion  proprement 
dits. 

A  l'aide  des  formules  contenues  dans  le  compte  rendu  précité,  nous 
tirons  des  considérations  précédentes  le  théorème  suivant  : 
La  développée  Ej,  d'une  courbe  générale  C"  du  degré  n  est  : 

(i)  Du  degré  "in^ti  —  i)  et  de  la  classe  n^  ; 

elle  n'a  pas,  en  général,  de  points  d'inflexion,  elle  a  seulement 

(2)  ?>n[n  —  2) 

asymptotes  rectilignes,  qui  en  même  temps  sont  les  normales  à  la 
base  C"  aux  points  d'inflexion;  les  3«  autres  asymptotes  de  la  déve- 
loppée coïncident  avec  la  droite  G^  à  l'infini.  Cette  droite  est  Ji  fois 
tangente  de  rebroussement  de  la  développée;  les  n  points  de  rebrous- 
sement R  se  trouvent  sur  les  directions  perpendiculaires  aux  asymp- 
totes de  la  base  C".  En  somme,  la  développée  Eq  a 

(3)  Zn[in-?>) 

points  de  rebroussement  R,  et  R;  car  elle  a,  outre  les  n  points  R, 
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floDt  il  vient  d'être  question,  encore  in  (3/i  —  5)  points  de  rebrous- 
semenl,  centres  des  cercles  qui  ont  avec  la  base  un  contact  du  troi- 
sième ordre  aux  points  correspondants  S.  Donc  la  base  donnée,  C"  a 

(4)  2«(3«--5) 

sommets  S,  où  elle  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  courbe 
à  rayon  fini. 

La  développée  Eq  a  de  plus 

(5)  1  «  (72  —  i)  (n^  +  «  —  3) 

tangentes  doubles;  ou,  la  base  a  autant  de  normales  doubles.  Il  faut 
remarquer  que  la  droite  G^  a  été  comptée  ici  \n{ii —  f)  fois,  de 
sorte  qu'en  en  faisant  abstraction,  on  aura  seulement 

(6)  \n{n  ~  i)(n2-Hn  _  Zj) 

tangentes  doubles  de  la  développée,  ou  autant  de  normales  doubles 
de  la  base. 

Si  l'on  suppose  que  la  base  donnée  est  du  deuxième  ou  du  troi- 
sième degré,  on  tire  du  théorème  précédent  les  propriétés  suivantes  : 

A.  La  développée  Ep  d'une  section  conique  C  est  une  courbe  de  la 
quatrième  classe  et  du  sixième  degré  (i);  elle  n'a  pas  de  points  d'in- 
flexion proprement  dits  ni  d'asymptotes  (a);  mais  elle  a  la  droite  G^ 
pour  taiigente  double  de  rebroussement  (3),  et  six  points  de  rebrous- 
sement,  à  savoir  aR,  sur  G^^  et  4  R  centres  de  quatre  cercles  qui  ont 
avec  la  section  conique  G"  aux  quatre  sommets  un  contact  du  troi- 
sième ordre. 

Cette  développée  E^,  a  trois  tangentes  doubles,  qui  sont  à  la  fois  nor- 
n)ales  doubles  à  la  base  G"  (5),  à  savoir  la  droite  G^  et  les  deux  axes 
X,  Y  (6)  de  la  conique.  En  tant  qu'on  peut  considérer  la  droite  G^ 
connue  un  axe  de  la  conique,  ceile-ci  a  trois  axes  qui  sont  tangentes 
doubles  de  E[*].   Ici   cependant  X  et  Y  ne  sont  pas  des  tangentes 

[*J  La  droite  G.^  se  présente  aussi  dans  la  considération  générale  des  foyers  de  la 
<:()nir|ue  C,  comme  troisième  axe  de  cette  conique,  parce  que  C  a  trois  couples  de  foyers 
situes  sur  les  trois  axes  X,  Y  et  G^  correspondants,  lesquels  foyers  ne  sont  réels  que 
sur  un  seul  axe,  et  imaginaires  sur  les  deux  autres  axes. 
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doubles  (le  Eq  dans  le  sens  ordinaire;  ces  axes  sont,  comme  G,^  ,  des 
tangentes  doubles  de  rebroussement  à  deux  points  correspondants  des 
quatre  points  R,  de  sorte  que  les  sommets  de  ces  axes  X,  Y  sont  les 
quatre  sommets  de  la  courbe  C-. 

On  peut  exprimer  d'une  manière  plus  précise  ce  qui  vient  d'être 
dit. 

Les  trois  axes  X,  Y  et  G^  de  la  conique  C  sont  à  la  fois  les  axes 
de  la  développée  E^  de  la  conique;  ils  sont  normales  doubles  de  C^  et 
tangentes  doubles  de  rebroussement  de  E^;  leurs  trois  couples  de  som- 
mets (4S  et  2  A)  sont  les  points  de  contact  de  G*  avec  des  cercles  qui 
ont  en  ces  points  avec  la  conique  un  contact  du  troisième  ordre;  les 
trois  couples  de  points  de  rebroussement  situés  siu-  les  axes  (/JR 
et  2R,)  sont  les  centres  de  ces  cercles;  les  i]eux  points  de  rebrous- 
sement et  les  deux  sommets  sont  imaginaires  sur  l'un  des  trois  axes 
et  réels  sur  les  deux  autres;  les  points  2R,  sur  Taxe  G^  sont  situés 
sur  les  directions  perpendiculaires  aux  asymptotes  de  C^. 

B.  La  développée  d'une  courbe  générale  du  troisième  degré  G^  est 
une  courbe  de  la  neuvième  classe  et  du  dix-huitième  degré  (1);  elle 
n'a  que  neuf  asymptotes,  dont  trois  sont  imaginaires  et  six  réelles; 
mais  la  droite  G^^^  en  est  tangente  triple  de  rebroussement,  remplaçant 
ainsi  les  neuf  asymptotes  manquantes;  elle  (la  courbe  Eo  )a,  outre  les 
trois  points  de  rebroussement  R,  situés  sur  G^^,  encore  vingt-quatre 
points  de  rebroussement  R.  Par  rapport  à  ces  vingt-quatre  points  la 
base  G'  a  vingt-quatre  sommets  S  (4),  où  elle  est  touchée  par  vingt- 
quatre  cercles  ayant  pour  centres  les  points  R.  Enfin  la  courbe  £„  a, 
outre  la  droite  G^,  encore  vingt-quatre  tangentes  doubles,  qui  en 
même  temps  forment  la  totalité  des  normales  doubles  de  C'  (6),  etc. 
La  base  G'  étant  de  la  classe  3.2  =  6,  elle  a,  en  tout,  6.9  :=  '14  tan- 
gentes T  fommunes  avec  sa  développée  Eo. 

Ainsi  nous  disons  : 

«  La  courbe  générale  du  troisième  degré  G'  a  cinquante-quatre 
»   normales  T  qui  en  même  temps  lui  sont  tangentes.  » 

C'est-à-dire  une  telle  ligne  T  est  normale  à  la  courbe  en  un  point, 
et  tangente  en  un  autre.  ' 

Appelons  U  la  tangente  à  la  courbe  au  point  Q;  alors  l'angle  droit 
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(TU)  est  circonscrit  à  la  courbe,  son  sommet  Q  est  situé  sur  cette 
courbe,  et  est  le  point  de  contact  avec  l'un  des  deux  côtés. 

«  Il  y  a  cinquante-quatre  autres  points  Q,  sur  la  courbe  C,  qui 
»  peuvent  être  lieux  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à  la 
»  couibe,  pendant  que  celle-ci  est  toucliée  par  les  côtés  de  l'angle 
»  en  d'autres  points.   » 

Ce  théorème  vient  de  cet  autre  : 

«  Le  lieu  des  sommets  de  tous  les  angles  droits  (TU)  circonscrits  à 
»   la  courbe  C  est  une  couibe  du  trente-sixième  degré  [*],  et  les 

3.36  =  io8 

»   points  d'intersection  mutuelle  des  deux  courbes  sont  donnés  par 
»   les  cinquante-quatre  points  Q  et  les  cinquante-quatre  points  Q, .  » 

«  Si  le  sommet  d'un  angle  droit  donné  (TU  )  se  meut  sur  la  base 
>>  donnée  C%  pendant  que  l'un  des  deux  côtés,  U,  touche  continuel- 
»  iement  cette  courbe,  l'autre  côté  T  décrit  comme  tangente  une 
»  courbe  T'*  de  la  dix-huitième  classe  et  du  trente-troisième  degré, 
1)  qui  a  neuf  asymptotes  communes  avec  la  développée  £„  de  la  base; 
»  ses  vingt-quatre  autres  asymptotes  coïncident  avec  la  droite  G^  qui 
»  est  douze  fois  tangente  de  T'*  aux  trois  points  de  rebroussement  R, 
»  de  la  développée  Eo,  où  elle  est  touchée  par  quatre  branches  de  la 
»  courbe  T'^.  » 

En  ayant  égard  aux  propriétés  de  la  covu'be  ^^  {voir  le  tome  XVIII 
de  ce  Journal,  page  3^5),  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

«  La  courbe  C  du  troisième  degré  a  en  tout  trente-trois  normales 
»  qui  la  coupent  au  pied  Q  et  en  deux  autres  points  A  et  B,  tels  que 
»   les  tangentes  à  ces  points  soient  parallèles.  » 

[*]  Le  théorème  général  est  : 

"  Le  lieu  des  sommets  de  tons  les  angles  droits  circonscrits  à  une  courbe  donnée  de 
»   la  classe  K  est  une  courbe  du  degré  Is.'.  )i 

La  contradiction,  qui  se  trouve  entre  ce  tbéorème  et  le  théorème  connu  sur  la  sec- 
lion  conique,  n'est  qu'apparente. 
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III. 

Sur  les  normales  qtion  peut  mener  d'un  point  à  une  siiijace 

algébritjue. 

Le  nombre  des  normales  qu'on  peut  mener  d'un  point  quelconque 
à  une  surface  donnée  du  degré  /i,  peut  être  trouvé  par  une  métliode 
analogue  à  celle  qui  vient  d'être  appliquée  (§  I)  aux  courbes.  Notam- 
ment le  procédé  du  §  I,  3", 'donne  des  résultats  intéressants,  que  nous 
allons  indiquer  brièvement. 

1°.  Deux  courbes  C"  et  J}p  des  degrés  n  et  p,  situées  dans  un  même 
plan,  ont,  en  général, 

{n  ^  p  -  ^Y  -  {n  -  i){p-  i) 

couples  de  pôles  Q  et  de  droites  polaires  L'  communs,  c'est-à-dire  tel 
est  dans  lui  plan  le  nombre  de  pôles  Q,  dont  les  n  —  i"™"  et  les 
p  _  j"^*""  polaires,  par  rapport  aux  bases  C"  et  D'',  coïncident  sur  une 
même  droite  C  D'  =  L'. 

Si,  en  particulier,  on  a  p  =  2,  et  que,  par  conséquent,  D''r=  D^  soit 
une  section  conique,  le  nombre  des  pôles  Q,  se  réduit  à  ir  —  n  -\-  i; 
et  il  sera  le  même  si  la  conique  devient  un  cercle  réel  ou  imaginaire. 

2"  Il  Y  a  pour  chaque  plan  E,  n  —  1  pôles  différents  F  qui  lui  cor- 
respondent par  rapport  à  une  snirface  F"  du  degré  n,  c'est-à-dire  ce 
plan  est  la  n  -.i'"""'  polaire,  ou  le  plan  polaire  de  chacun  de  ces  pôles 
par  rapport  à  la  surface. 

A  chaque  pôle  Q  correspond  un  seul  plan  polaire  F',  mais  il  existe 
n  —  I    pôles  dilférents  Q  qui  correspondent  à  ce  même  plan. 

Désignons  par  F^  les  n  —  \^  pôles  relatifs  au  plan  E^  à  i'intini.  En 
vertu  des  théorèmes  auxiliaires  et  des  déterminations  qui  précèdent, 
nous  énoncerons  de  la  manière  suivante  les  résultats  annoncés  ci- 
dessus  : 

«  Le  lieu  d'un  pôle  Q  dont  le  plan  polaire  F',  par  rapport  à  une 
n  surface  donnée  F"  dn  degré  n,  est  perpendiculaire  à  la  droite  QP 
»  qui  joint  Q  à  un  point  fixe  P,  choisi  arbitrairement,  ce  lieu,  dis-je, 
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»  est  une  courbe  à  double  courbure  du  degré  n^ — n+i,  soit 
»  0"'—"+'^  qui  passe  aussi  par  le  point  fixe  P,  et  qui  a  pour  tangente 
»  en  ce  point  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  son  plan  po- 
»  laire.  Pour  les  pôles  Q^,  où  cette  courbe  Q"=-"+'  perce  la  surface 
»  donnée,  le  plan  polaire  correspondant  FJ  devient  le  plan  tangent  à 
»  la  surface  F"  en  ce  point,  et  ainsi  la  d?'oite  PQo  est  la  normale  cor- 
»  respondante.  Par  conséquent,  par  chaque  point  P  passent,  en  gé- 
»  néral,  n{n^  —  n-\-i)  normales  PQo  à  la  surface  F",  dont  les 
»  n  («-  —  7;  +  i)  pieds  Q,,  sont  situés,  avec  le  point  P,  sur  la  courbe 
»   à  double  courbure  du  ii^  —  n  -\-  {'""^  degré.  » 


«  Cette  courbe  Q"— «+"  passe  aussi  par  les  n  —  i  pôles  F,,  du  plan 
))  E^  à  l'infini,  ainsi  que  par  rr  —  it  -\-  i  points  déterminés  Q,  dans 
»  ce  plan.  Ces  points  Q,  sont,  en  vertu  du  théorème  auxiliaire  (i'^)  les 
»  pôles  communs  des  deux  courbes  C^  et  D^  formées  par  l'intersec- 
j)  tion  du  plan  E.^  avec  la  surface  donnée  F"  et  avec  une  sphère  F^; 
»  D^  est  donc  un  cercle  imaginaire  [*]. 

»  Toutes  les  courbes  Q"'~"^%  correspondant  de  cette  manière  à  tous 
»  les  points  P,  passent  par  les  n — 1  pôles  fixes  Fo  et  par  les 
»  n^  —  n  -h  i  points  Q,  ;  les  asymptotes  de  toutes  les  courbes  sont 
»  toutes  dirigées  vers  ces  derniers  points  à  l'infini  ;  donc  les  asymp- 
»  totes  de  chacune  des  courbes  seront  parallèles  aux  asymptotes  de 
»   toutes  les  autres.  » 

Les  droites  menées  d'un  point  quelconque  Q,  pris  sur  la  courbe 
Qn'-K+i^  à  tous  les  autres  points  de  cette  courbe  sont  sur  une  surface 
conique  du  degré  n(  n  —  i),  dont  le  sommet  (centre)  est  Q. 

On  peut  dire,  par  conséquent  : 

«  Les  Ji{n^  —  /z  +1)  normales  PQ^,  abaissées  d'un  point  P  sur  la 
»  surface  donnée  F",  ainsi  que  les  ti  —  1  ''  droites  PFg  et  les  «^  —  n  -h  i 
»  droites  PQ,  menées  du  point  P  aux  points  fixes  Fq  et  Q,,  toutes  ces 
»  n{in^ —  3«  +  3)  +1  droites,  dis-je  (y  compris  la  perpendiculaire 
»  du  point  P  à  son  plan  polaire),  sont  sur  une  même  surface  conique 
»   du  n  [fi  —  xyme  (Jggré.  » 

[*]  D'après  un  tlieorème  de  M.  Poncelei,  toutes  les  sphères  F'  ont  un  même  rercle 
imaginaire  D^  commun  avec  le  plan  E^^  . 
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«  De  même,  toutes  les  droites  menées  de  l'un  des  points  Qo,  Fo  et  Q, 
»  à  tous  les  autres  et  à  P,  sont  sur  une  même  surface  conique  du 
)'  ti[n  — i)'™'' degré,  qui  se  cliauge  ccpenilant  pour  les  points  Q,  en 
>'   une  surface  cylindrique  du  luénu'  degré.  » 

On  peut  compléter  ce  théorème  d'iuie  manière  semblable  à  celle 
du  §  I,  3". 

Imaginons  toutes  les  surfaces  du  degré  n  qui  ont  avec  la  surface  don- 
née F",  suivant  sa  courbe  d'intersection  C4  avec  le  plan  E^ ,  un  con- 
tact de  l'ordre  n  —\,  ou  imaginons  le  faisceau  B  (F")  déterminé  par 
la  surface  donnée  et  par  le  plan  E^  considéré  comme  l'ensemble  de  // 
plans,  de  sorte  que  la  courbe  fondamentale  du  faisceau  est  la  courbe 
C^  prise  n  fois  :  et  nous  verrons  que  toutes  ces  surfaces  B  (F")  ont  les 
7i  —  1'  pôles  Fo  du  plan  E^^,  ainsi  que  les  «'^  —  ii  +  \  points  Q,  si- 
tués dans  ce  plan,  communs  entre  elles;  les  plans  polaires  F',  corres- 
pondaut  à  chaque  pôle  Q,  sont  parallèles  les  uns  aux  autres.  Il  s'en- 
suit : 

«  Si,  d'un  point  arbitraire  P  on  mène  des  normales  à  toutes  les 
»  surfaces  de  ce  faisceau  B(F")  (ce  qui  donne  îi  {n-  —  n  -h  i)  nor- 
»  maies  PQ^  pour  chaque  surface),  toutes  ces  normales  seront  sur 
»  une  même  surface  conique  du  n{n  —  ly™^  degré,  et  leurs  pieds  Q,^ 
»  seront  sur  une  courbe  à  double  courbure  Q"*-"-*-'  du  («'^—  n  +  i)'""' 
»   degré,  qui  passe  par  les  «  [n^  —  2^-1-2)  points  F„  et  Q,.   » 

«  Si  l'on  transporte  le  point  P  à  l'infini,  dans  le  plan  E.^  ,  la  surface 
»  conique  et  la  courbe  à  double  courbure  Q«'-''+'  se  décomposent  en 
»  des  parties  déterminées.  » 

Nous  faisons  observer,  relativement  au  théorème  précédent,  que, 
pour  le  cas  où  la  surface  F"  est  du  deuxième  degré,  F^,  M.  Terquem  a 
démontré  le  premier  que  «  par  chaque  point  P  on  peut  mener  à  la 
»  surface  six  normales,  toujours  situées  sur  une  même  surface  conique 
»   du  deuxième  degré  [*].  » 

Conformément  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  nous  pouvons  compléter 
ce  théorème  comme  il  suit  : 

[*]  VoirXn  présent  Journal,  tome  IV,  page  175.  Nous  nous  empressons  d'ajouter  que 
le  théorème  de  M.  Terquem  est  plus  général.  II  a  démontré  que  par  un  point  donne 
on  peut  mener  ;«'  —  m-  -+-  m  normales  à  une  surface  algébrique  du  degré  m. 
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«  Au  plan  E.^  correspond,  dans  ce  cas,  un  seul  pôle  F„  [  puisque 
«  (2—  1)^  =  1],  qui  est  le  centre  de  la  surface  F-;  les  n^  —  n-\-  1  points  Q, 
»  sur  E^  se  réduisent  à  trois  points  Q,,  à  savoir  les  points  à  l'infini 
»  des  axes  X,  Y,  Z  de  la  surface  F*.  » 

Donc,  l'énoncé  complet  du  théorème  sera  : 

«   D'un  point  quelconque  P  on  peut  mener  six  normales  PQo,  réelles 
»  ou  imaginaires,  à  une  surface  donnée  F"  du  deuxième  degré;  les  six 
»   pieds  Qo,  le  point  P,  le  centre  Fo  de  la  surface  et  les  trois  points  Q, 
»  à  l'infini  sur  les  trois  axes  de   la  surface  sont  toujours  situés  en- 
»  semble   sur  une   courbe  à   double  courbure  Q'  du  troisième  de- 
n  gré  [*];  toutes    les   courbes  Q^   ainsi   déterminées   ont  les  quatre 
»  points  Fq  et  3Q,  communs,  de  sorte  que  leurs  asymptotes,  eu  égard 
»  aux  trois  points  Q,,  ont  les  mêmes  directions  constantes  et  paral- 
»   lèles  aux  trois  axes  de  la  surface;  pour  chaque  point  P  les  six  nor- 
»   maies  PQo,  la  droite  passant  par  le  centre  F,,,  les  trois  droites  menées 
»  aux  trois  points  Q,   (parallèles  aux  trois  axes),  et  la  perpendiculaire 
»  abaissée  du  point  P  sur  son  plan  polaire  (donc,  onze  droites  passant 
»   par  P),  sont  ensemble  sur  une  surface  conique  du  deuxième  degré; 
»   de  même,  les  dix  droites  menées  du  centre  F^  ou  de  l'un  des  six 
»  pieds  Qo  aux  autres  dix  points  déterminés  sont  sur  une  surface  co- 
»   nique  du  deuxième  degré.  Particulièrement,  les  droites  menées  de 
»  l'un  des  trois  points  Q,   aux  autres  dix  points,  ou  les  huit  droites 
»   menées  par  les  huit  points  P,  F„  et  6Q0  parallèlement  à  l'un  des 
»   trois  axes,   sont  sur  un   même  cylindre  hyperbolique  équilatère; 
»  c'est-à-dire  si  l'on  projette  les  huit  points  P,  F^,  et  6Q0  sur  un  plan 
u  perpendiculaire  à  l'un  des  trois  axes,  dans  une  direction  parallèle 
»   à  cet  axe,  les  huit  points  nouveaux  se  trouvent  sur  une  même  hy- 
)'   perbole  équilatère   dont   les  asymptotes  sont   parallèles  aux  deux 
»  autres  axes.   « 

«   Par  chaque  point  donné  Q  passe  un  nombre  infini  de  courbes  à 

»   doidjle  courbure  Q'  ;  leurs  pôles  correspondants  P  se  trouvent  fous 

»  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  Q  sur  son  plan  polaire  F.  » 

«  Étant  donné  un  faisceau  particulier  B  (F^)  de  surfaces  du  deuxième 

»  degré,  qui  se  touchent  les  unes  les  autres  suivant  une  conique  C^ 

[*]  La  courbe  ii.  doiihle  courlHuc  du  troisième  degré  est  déterminée  par  si.\  points 
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»  sitiu'c  dans  le  plan  E^  (ou,  pour  employer  les  expressions  de 
»  M.  Poncele!:,  étant  donné  un  système  de  surfaces  semblables,  sem- 
»  hlablenient  placées  et  concentriques  du  deuxième  degré),  si  l'on 
»  abaisse  d'un  point  P  des  normales  PQo  sur  les  surfaces  (six  sur  cba- 
»  cune),  leurs  pieds  seront  tous  sur  mie  même  courbe  à  double  cour- 
»  bure  Q''  du  troisième  degré,  qui  passe  toujours  par  le  centre  I'\  des 
»  surfaces  et  par  les  trois  points  à  l'infini  Q,  de  leurs  axes  communs 
»  X,  Y,  Z,  auxquels  par  conséquent  les  asymptotes  de  Q'  sont  paral- 
»  lèles. 

»  De  pbis,  la  totalité  des  normales  PQ^  (y  compris  les  droites 
»  menées  du  point  P  au  centre  F  g  et  celles  menées  aux  trois  points  Q, 
»  et  conséquemment  parallèles  aux  trois  axes)  se  trouve  toujours  sur 
»   une  même  surface  conique  F^  du  deuxième  degré.  •> 

Si  le  pôle  P  se  trouve  dans  l'un  des  plans  des  axes  XY,  XZ  ou  YZ,  la 
courbe  Q'  se  décompose  dans  une  section  conique  Q^  située  dans  ce 
pian  et  dans  une  droite  Q'  perpendiculaire  au  plan  ;  conséquemment 
le  cône  F3  se  décompose  dans  deux  plans,  dont  l'un  est  le  plan  des 
axes  en  question,  tandis  que  l'autre  est  perpendiculaire  à  ce  plan  et 
passe  par  P  et  la  droite  Q'. 

.Si,  enfin,  le  pôle  P  se  trouve  sur  l'un  des  trois  axes  X,  Y,  Z,  la 
courbe  Q'  se  change  en  trois  droites,  l'une  étant  l'axe  lui-même,  les 
deux  autres  étant  perpendiculaires  à  cet  axe  et  parallèles  respective- 
ment aux  deux  autres  axes.  La  surface  conique  Ff,  est  alors  formée 
par  deux  des  plans  des  X,  Y,  Z. 

Il  en  est  pareillement,  si  le  pôle  P  est  situé  dans  le  plan  E^  ou  sur 
l'une  des  droitesX,,  Y,,  Z,,  qui  sont  les  lignes  d'intersection  du  plan  E^ 
avec  les  plans  des  axes  XY,  YZ,  XZ  ;  car  sous  ce  rapport,  ainsi  que 
sous  quelques  autres  points  de  vue,  le  plan  E^  peut  être  considéré 
comme  quatrième  plan  des  axes,  et  l'on  aura  un  tétraèdre  formé 
par  ces  quatre  plans,  dont  les  six  arêtes  X,  Y,  Z,  X,,  Y,,  Z,  peuvent 
être  considérées  comme  les  axes  des  surfaces  données  B(F^). 


Errata  pour  le  Mémoire  de  M.  Steiner  inséré  au  tome  XVIII  de  ce  Journal  : 
Page  809 ,  formule  ( 3 ) ,  au  lieu  de  Zg  [g  —  i ) ,  lisez  3g  {g  —  a )  ;  page  3l  l ,  ligne  i  ■j , 
au  lieu  de  six,  lisez  vingt-quatre;  page  335,  ligne  6,  au  lieu  de  \  [m  —  i){m  —  ?.), 
lisez  ~[m  —  2  )  (m  —  3 ). 
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Note  sur.  le  Traité  des  nombres  carrés,  de  Léonard  de  Pise, 
retrouvé  et  iniblié  par  M.  le  prince  Balthasar  Boncompagni  ; 

Par  m.  WOEPCKE. 


Dans  une  Note  précédente,  relative  au  Flos  de  Léonard  de  Pise,  nous 
avons  essayé  d'expliquer  brièvement  quelle  est  l'importance  des  ou- 
vrages de  cet  auteur  pour  l'histoire  des  sciences.  Nous  y  avons  pu  citer 
ime  discussion,  contenue  dans  le  Flos,  comme  une  preuve  du  haut 
intérêt  présenté  par  la  publication  de  M.  le  prince  Boncompagni,  qui 
nous  offre  le  texte  original  de  deux  ouvrages  de  Fibonacci,  entière- 
ment inconnus  auparavant,  ainsi  que  du  Traité  des  nombres  carrés, 
qu'on  avait  tant  regretté  de  devoir  considérer  comme  perdu. 

Plus  on  examine  les  ouvrages  du  géomètre  de  Pise,  plus  on  re- 
connaît que,  tout  en  étant  le  disciple  des  Arabes,  dont  il  résume  jus- 
qu'à un  certain  point  les  travaux,  il  sait  apporter  une  originalité  re- 
marquable dans  la  manière  de  traiter  les  questions  qu'il  emprunte  à 
leur  science. 

C'est  ainsi  qu'il  a  été  possible  de  constater  que  les  énoncés  de  toute 
une  série  de  problèmes  contenus  dans  son  Traité  de  lAhacus  se  re- 
trouvent presque  textuellement  dans  un  ouvrage  d'Alkarkhî,  algé- 
briste  arabe  vivant  au  commencement  du  xi*  siècle,  mais  que  les  so- 
lutions de  Léonard  de  Pise  diffèrent,  pour  la  plupart,  plus  ou  moins 
essentiellement  de  celles  de  l'auteur  arabe  [*]. 

Le  Traité  des  nombres  carrés  nous  montre  Fibonacci  encore  plus 
indépendant  de  ses  maîtres.  On  ne  rencontre  dans  ce  Traité  qu'un  seul 
exemple  d'une  méthode  empruntée  aux  Arabes.   C'est  lorsque,  pour 


[*]  Voir  Extrait  du  Fnklirî,  par  F.  Woepckc.  Paris,  i853.  Pages  24  à  29. 
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laire  simultanément 

x"^  +  mx  =  z",     X-  —  mx  =  t^, 

il  résout  d'abord  l'égalité  double 

et  satisfait  ensuite  aux  équations  proposées  en  posant 

mx,  mx,  mx, 

r.  ji  r.    . 

Ce  procédé  se  trouve,  à  une  légère  modification  près,  dans  le  Traité 
d'Alkarkhî,  qui  paraît  en   être  l'inventeur  [*]. 

Le  moyen  principal  et  presque  unique  employé  par  Fibonacci  poiu- 
résoudre  les  problèmes  indéterminés  du  second  degré  dont  il  s'oc- 
cupe [**],  est  tout  à  fait  original,  et  ne  se  trouve  ni  chez  Diophante, 
ni  chez  les  Indiens,  ni  chez  les  Arabes.  C'est  ime  étude  très-approfon- 
die  des  suites  formées  par  la  succession  des  carrés  des  nombres  natu- 
rels et  des  nombres  impairs,  ainsi  que  des  différences  de  ces  suites. 

De  là  résulte  immédiatement  une  différence  essentielle  entre  l'ana- 
lyse indéterminée  de  Diophante  et  celle  de  Fibonacci  :  c'est  que  le 
premier  ne  se  préoccupe  que  d'obtenir  des  solutions  rationnelles, 
tandis  que  le  second  résout  la  plupart  de  ses  problèmes  en  nombres 
entiers. 

On  peut  ajouter  que,  si  Diophante  mérite  notre  admiration  surtout 
par  l'habileté  extrême  avec  laquelle  il  sait  éluder  les  difficultés  que 
présentent  les  problèmes  en  apparence  les  plus  ardus,  ou  par  les  ar- 
tifices ingénieux  qu'il  invente  pour  arriver  à  leur  solution,  Fibonacci, 

[*]  Voir  Extrait  du  Fahhrî ,  page  \Z,  n°  4  >  page  ^4,  ligne  6;  page  i  i?.,  ligne  2. 
[**]  Voici  le  tableau  de  ces  problèmes  : 

J     •      \  1 

2°.     £--^fz=zc';  '(.r^— 5=f-';         g„    |x' -l-j- H- z-  =  p-, 

,    ,   ,  ,  ■  |x'—  mx  =  f;  \      etc.; 

^  ■\xr-  —  y  =  f';  0       x^—f^  _h_  [x^y  +  z^x'^iO, 

''     y- — z-         rt'         9°.   }x  +  x-^-z  +  x''-hy-=v\ 

(  X  -H  /  H-  z  -t-  .r-  -I-  j--f-  z'  ^  If''. 
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au  contraire,  aime  à  aborder  ces  difficultés  de  front,  et  à  résoudre  la 
question  par  un  examen  direct  de  la  nature  du  problème,  méthode 
souvent  bien  moins  élégante,  mais  exigeant  peut-être  une  plus  grande 
tension  de  fesprit. 

Ce  qui  fait  plus  d'honneur  encore  à  Fibonacci,  c'est  de  s'être  ren- 
contré avec  Fermât,  en  énonçant  qu'un  carré  ne  peut  pas  être 
tininbre  congruent ,  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut, pas  faire  sinudtanément 

x^  ~\- j^^  =  z-     et     x^—j-^i'^. 

Cela  revient  à  dire  que  la  différence  de  deux  quatrièmes  puissances 
ne  peut  pas  être  un  carré,  ce  qui  est  le  célèbre  théorème  énoncé  et 
démontré  par  Fermât  [*].  Malheureusement  la  démonstration  de  Fi- 
bonacci est  incomplète.  Car,  ayant  exposé  que  le  nombre  congruent, 
c'est-à-dire  le  nombre  u  qui  fait  simultanément 

jc'^  +  u  =z  z^     et     x^  —  u  =  t-, 

est  de  la  forme 

4.a./3.(a  +  /5)(a-/3), 

il  se  borne  à  démontrer  qu'on  ne  peut  pas  avoir 

a:/5=:(a  +  /5):(a-/5), 

tandis  qu'il  reste  à  prouver  qu'on  ne  peut  pas  avoir  non  plus 

a:(a  +  /3)  =  (a-P)  : /3, 

et  surtout  que  les  quatre  facteurs  a,  /3,  (a  -4-  ,S),  (a  —  jS)  ne  peuvent 
pas  tous  à  la  fois  être  séparément  des  carrés,  ce  qui  nous  fait  retom- 
ber dans  le  théorème  qu'il  s'agit  de  démontrer.  Mais  avoir  énoncé  une 
si  belle  proposition,  est  assez  déjà  pour  la  gloire  de  Léonard  de 
Pise,    et  l'on  ne  doit  pas  lui  faire  un   reproche  de  ce  qu'il  n'a  pas 

[  *J  f'oir  Tobservation  ajoutée  au  20"  des  problèmes  placés  par  Bachet  à  la  suite  de 
la  2.6"  proposition  du  ¥1"=  livre  de  Diopliante  (Diophanti  Alexandrini  Arithmeticoiuin 
Libri  sex,  et  de  ntimeris multangulis Liber  iinu.i ;  cum  commenta riis  C.  G.  Bacheti,  V.  C, 
et  obsc/vationibus  D.  P.  de  Fermât,  senatoris  Tolosani.  Tolosœ,  1670;  page  338)  ; 
«  Area  trianguli  rectanguli  in  nuuieris  non  potest  esse  quadiiitus;...  si  area  trianguli 
»  esset  quadratus,  darentur  duo  quadrato-quadrati  quorum  differentia  esset  quadra- 
«   tus,  etc.   '• 
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réussi  à  trouver  une  démonstration  que  Fermât  lui-même  considérait 
comme  une  de  ses  découverles  les  plus  importantes  et  les  plus  diffi- 
ciles [*J. 

Citons  en  revanche  une  autre  proposition  intéressante,  énoncée  et 
parfaitement  démontrée  par  Léonard  de  Pise,  savoir  que  l'expression 
[a-  -\-  h^)(c-  -h  d-)  peut  être  décomposée  en  deux  carrés,  de  deux 
manières  différentes  ["*].  Il  se  sert  de  ce  théorème  pour  résoudre 
l'équation 

x' +  j^  =  a-"  +  b^  [***], 

[*]  Loc.  laud.  :  «  Hujus  theoreinatis  a  nobis  inventi  demonstrationem  quam  et  ipsi 
»  tandem  non  sine  opciosà  et  laboriosà  meditatione  deteximus,  suljjungemus.  Hoc 
i>  nempedemonstrandi  genus  miros  in  arithmeticis  siippeditabit  progressus.  » 

['*]  Trc  scritti  inccliti,  page  66  :  «  Si  quatuor  numeri  non  proportionales  proponan- 
»  tur,  et  sit  primas  minor  secundo,  et  tertius  minor  quarto,  et  aggregatus  ex  qua- 
"  dratis  primi  et  secundi  multiplicetiir  per  aggregatum  quadratorum  tertii  et  quarli, 
»  et  neuter  ex  aggregatis  quadratis  quadratus  fueiit,  egredielur  nunicnis  (|iii  duobus 
»  modis  aequabitur  duobus  quadratis  numeris  ;  et  si  unus  tantum  ex  aggregatis  fuerit 
»  quadratus,  tune  aequabitur  egressus  numerus  duobus  quadratis  tripliriter,  et  si  ambo 
»  composili  quadrati  fuerint,  tune  egressus  aequaliitur  duobus  quadratis  (piadruplici- 
»   ter,  et  hsec  intelligantur  sine  fractione.   » 

Ce  théorème  a  été  évidemment  connu  de  Diophante  qui,  dans  le  cours  de  la  solu- 
tion du  11"  problème  du  IIF  livre,  s'exprime  de  la  manière  suivante  ;  «  Mais,  en 
»  outre,  le  nombre  65  se  décompose  naturellement  en  deux  carrés  de  deux  manières, 
»  savoir  en  i6  et  49)  et  aussi  en  64  et  l'unité;  et  cela  à  lieu  parce  que  le  nombre  65 
"   est  le  produit  des  nombres  i3  et  5,  dont  chacun  se  décompose  en  deux  carrés.  « 

Bachet  a  énoncé  et  démontré  le  théorème  en  question  dans  la  •j"  proposition  de  son 
IIF  livre  des  Porismes,  et  Fermât  l'a  pris  pour  point  de  départ  des  plus  admirables 
développements  dans  son  observation  ajoutée  au  22°  problème  du  IIP  livre  de  Dio- 
phante. [Voir  l'édition  de  Toulouse  ci-dessus  citée  ,  page  127.  ) 

Enfin  M.  Cauchy  a  jugé  ce  théorème  assez  important  pour  le  donner  dans  son  Cours 
d'Analyse,  page  181,  comme  un  exemple  de  la  grande  utilité  des  expressions  ima- 
ginaires, ri  non-seulement  dans  l'algèbre  ordinaire,  mais  encore  dans  la  théorie  des 
'<  nombres.  » 

[***J  Savoir,  en  trouvant  trois  nombres  a,  p,  7,  tels  que 

il  a 


don 


c 


7 

Tome  XX.  —  Fèïriek  i855. 
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et  il  tire  parti  de  ses  cas  particuliers  pour  ajouter  deux  solutions  de 
l'équation 

a  plusieurs  autres  fondées  sur  la  considération  de  la  suite  des  nombres 
nnpairs. 

« 

Cossali  a  entrepris  une  restitution  du  IVaité  des  nombres  carrés  [**] 
au  moyen  de  l'ouvrage  de  Luca  Paciolo,  dont  on  savait  qu'une  partie 
des  problèmes  qu'il  contient  avaient  été  empruntés  au  Traité  de  Léo- 
nard de  Pise.  Le  travail  de  Cossali,  très-consciencieux  et  enrichi  de 
discussions  intéressantes,  me  dispense  de  parler  ici  des  problèmes  et 
des  théorèmes  qui  ont  été  reproduits  par  Luca  Paciolo. 

Mentionnons,  cependant,  que  le  texte  original,  publié  maintenant 
par  M.  le  prince  Boncompagni,  nous  présente  les  solutions  des  pro- 
blèmes accompagnées  de  démonstrations  qui  ajoutent  considérable- 
ment à  la  valeur  de  l'ouvrage  du  géomètre  de  Pise.  Disons  aussi  qu'on 
trouve  énoncées,  dans  le  cours  ou  à  la  suite  de  ces  démonstrations,  ime 
foule  de  propositions  qui,  aujourd'hui,  nous  paraissent  évidentes 
d'elles-mêmes,  mais  dont  la  découverte  pouvait  avoir  quelque  mérite 
dans  un  temps  où  ces  propositions  et  leurs  démonstrations  étaient 
nécessairement  revêtues  d'une  forme  géométrique  [***]■ 

Mais  surtout  il  faut  citer  deux  problèmes,  non  contenus  dans  l'ana- 
lyse de  Cossali,  qui  se  trouvent  dans  le  texte  publié  par  M.  le  prince 


[*]  Prenant 

rt  :  i  = 

c  ; 

rf, 

il  a 

ia'  + 

è=)  (c 

+ 

^n 

~  ( 

ac  +  bdy- 

= 

-.{bd 

et  prenant 

a 

=  c     et 

b 

=  d, 

'+  («<•/+  hc 


{a'-h  b'y={b'—a'-y-\-{-îaby. 
[**]  Origine  dell'  Algebra ,  vol.  I,  pages  ii5à  l'ja. 

[***]  Pour  mieux  nous  expliquer,  citons  un  exemple.  Si  nous  écrivons  les  énoncés 
lies  propositions  du  II"  livre  irEuclidc  en  formules  algébriques,  ces  formules  sont  évi- 
dentes d'elles-mêmes;  cependant  leur  démonstration  géométrique  a  coûté  à  l'auteur 
des  Éléments  tout  nn  livre,  et  certainement  aussi  quelques  efforts  d'psprit. 
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Boncompagni,  et  qui  me  semblent  devoir  être  com|5tés  parmi  les  plus 
intéressants  du  Traité  cMitier. 

Problème  \.  Satisfaire  en  nombres  entiers  à  l'équation 

{x--j^):{f'-  zM  =  h  :a. 

Léonard  de  Pise  démontre  d'abord  que,  si  le  rapport  donné  est  de 

\     c  «+ 1  aa+T  S-  •   r  •      .     1 

la  torme ■,  ou       _  -,  ou  -^■,   on  satistait  a  la  question  proposée 

en  posarît,  dans  le  premier  cas, 

a-  =:  2  a  H-  3,     j  =  "xa  -\-  \,     r  =:  2  a   -  i  ; 

dans  le  deuxième, 

or  =  a  +  1 ,     7  =  a,     r  =  a  —  I  ; 

dans  le  troisième, 

a- = /3%     y  —  a^,     z  —  cf}. 

Si  aucun  de  ces  cas  n'a  lieu,  Fibonacci  cherche  s'il  peut  obtenir 

(fl+  i)  -I-  (rt  -f-  2)  +  (rt  -h  3)  +...+  (rt  +  7z)  =  Z); 
en  ce  cas,  il  aura 

\{i{a+n)  -f-  x\-  -{ia  +  \f\  :  [(2^  +  1^  -(2a-i)»]  =  b  :  a. 
Sinon,  il  essaye  s'il  ne  peut  pas  faire 

{pa  +  i)  +  [pa  +  2)  +  ...  +  [p(i-+-  ")  —pb[*]. 

Lorsque  ce  moyen  ne  réussit  pas  non  plus,  Fibonacci  trouve  deux 
sommes 

(/)+  i)  +(/)  +  2)  +  ...  +  (/)  +  m) 

et 

[p  +  /«  4-  I  )  -f-  (p  +  m  +  2)  -f- ...  +  (p  +  m  -t-  n), 

telles  que  le  rapport  de  la  seconde  à  la  première  soit  égal  au  rapport 

[*]  Cela  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  b  est  de  la  forme 

u.a  -f-  un  quelconque  des  diviseurs  du  nombre  \  u  (y.  -f  1). 

8.. 
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donné  [*],  et  il  aura 

{[2(/>  +  m  +  n)  +  i]^  —  [a  (/5  -4-  m)  +  ij^'j 
:  |[2(/J  +  m)  -h  \Y  —  [ip  +  \)-\  ^  b  :  a. 

La  solution  de  Fibonacci  est  fondée  sur  l'observation  que  les  pre- 
mières différences  de  la  suite  des  carrés  impairs  sont  les  octuples  des 
nombres  naturels  suivant  l'ordre.  Elle  est  certainement  ingénieuse. 
Toutefois,  on  peut  se  demander  qu'est-ce  qui  a  déterminé  Léonard  de 
Pise  à  la  préférer  à  une  autre  méthode  plus  simple  et  qui  semble  se 
présenter  bien  plus  naturellement  à  l'esprit.  C'est  de  poser 

.r  =  j  +  m,     z—  j  —  n, 
ce  qui  donne 

am''  -+■  bn? 

•^  2  (  bn  —  am  )  ' 

donc,  pour  avoir  une  solution  en  nombres  entiers, 
X  =  ihmn  —  (rtw^  —  bn-), 
j  =  am^  +  bn''' , 
z  =  2amn  +  [ain''  —  bit^). 

Aussi  Diophante,  dans  le  20''  problème  du  11*^  livre,  résout-il  l'équation 
en  posant 

et  Alkarkhi  reproduit  ce  procédé  dans  le  4 1^  problème  de  la  IV*  section 
(le  son  recueil,  en  se  contentant,  comme  Diophante,  d'une  solution 
fractionnaire.  Or,  Fibonacci  paraît  avoir  connu  l'ouvrage  d'Alkarkhî, 
et  il  énonce  expressément  que,  si  jc,,  J^,  z,  satisfont  à  l'équation  pro- 

[ *  ]  Cela  est  toujours  possible ,  parce  qu'on  peut  toujours  satisfaire  à  l'équation 

(zp  -h  m  +1)  m        a 

[zp -+- 2  m  +  n +j)  n       é' 
entre  autres,  en  prenant 

/*         \  • 

m  :=  a  -{-I  ,      n  =  0  —  I      /''=( '  )  "  —  '' 

et  en  remplaçant,  lorsque  b  est  impair,  a  et  i  par  2a  el  7.b. 
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posée,  mXf,  mj,,  mz,  satisferont  également,  de  sorte  qu'il  possède  le 
moyen  de  se  procurer  une  solution  jentière,  dès  qu'il  a  une  solution 
fractionnaire.  Il  y  a  donc  lieu  de  croire  que  Fibonacci  a  évité  à  des- 
sein ce  procédé,  et  qu'il  s'est  efforcé  de  donner  dans  son  ouvrage, 
adressé  à  Frédéric  II ,  des  méthodes  réellement  originales,  parce 
que  très-probablement  les  savants  attachés  à  la  cour  de  l'empereur 
n'ignoraient  pas  non  plus  complètement  les  travaux  et  les  découvertes 
des  géomètres  arabes. 

Problème  II.   Satisfaire  simultanément  aux  équations 

X  -h  j-  -h  z  -\-  x^  =  u-, 

X  -h  _^  -h  z  -+-  x^  -h  j-  =:  v^, 

X  H- J  -f-  z  4-  x^  H-  7*  +  2=  =  iv^  I  *]. 

Fibonacci  résout  d'abord 

o  o  o  o  o  o 

cela  fait,  il  aura  aussi 

(X«0^  +  (^J.r  =  (^".)%      {lu,f+{lj,y  +  {lz,f={la',Y; 
il  n'a  donc  plus  qu'à  résoudre 

(i)  {Xu,Y -{lj,  +  lz,)^x{x+  i). 

Pour  cela,  il  se  sert  de  l'identité 


(2)  (ku,)^  —  [{in-\-  i)lu,  —  n{n-\-i)]  =  [lu,  —  n  ■+  i)  {"ku,  —  «), 
et  obtient,  par  la  combinaison  de  (i)  et  (2), 

X=, '-—■ — r^ .■>     X  =2X11,  —  (n -h  i). 

(2n-l-i)tti  — (jri  +  Zi) 

Ou  ne  trouve  de  cette  manière,  en  général,  que  des  solutions  frac- 
tionnaires. Mais,  après  avoir  exposé  ce  mode  de  solution,  Fibonacci 
vérifie  aussi  les  équations  proposées  par  la  substitution  des  valeurs 
entières 

X  =  35,     j  =  i44)     s  =  36o, 

[*]  "  Questio  milii   proposita   a  Magistro  Theodoro,  doinini  Imperatoris  phvlo- 
»  sopho.   0 
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sans  expliquer  cependant  s'il  a  trouvé  ces  valeurs  autrement  que  par 
un  simple  tâtonnement  [*].  Enfin,  il  étend  le  problème  à  un  plus 
grand  nombre  d'équations  de  même  nature,  renfermant  un  plus 
grand  nombre  d'inconnues  ;  mais  c'est  là  que  le  texte  se  trouve  brus- 
quement interrompu,  attendu  que  la  fin  du  Traité  manque  dans  le 
manuscrit  découvert  par  M.  le  prince  Boncompagni. 

[*]  Désignant  par  3   —  un  quelconque  des  diviseurs  du  nombre  n[n  -t-i),  il  s'agit 
de  satisfaire  simultanément,  par  des  nombres  entiers,  aux  équations 

";— rî  =  «;    et   (f^  —  ('j  =  (2/2-f- 1.«,  — ^„— ,  —  r.'f  ; 

prenons 

"i  = •>      J'i  = 5       /?=«,—  I  ,       a  —  Il,, 

r>  2 

il  suit 

équation  à  laquelle  on  devra  satisfaire  par  une  valeur  entière  et  impaire  de  «,.  C'est 
ce  que  l'on  peut,  en  effet ,  en  posant 

«,^7,     d'où     tv,  r=  65. 
Puis,  on  aura 

/2  =  6,      y,  =:24,       Z|^6o,       >:=6, 

d'où  résultent  les  valeurs  entières  trouvées  parFibonacci. 
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MÉMOIRE 

Si/r  une.  forme  nouvelle  du  second   théorème  principal  de  la 
Théorie  mécanique  de  la   Chaleur  ; 

Pau  m.   U.   CLAUSIUS[*]. 


(Traduit  des  Annales  de  Pnggendorjf,  vol.  XCIII,  par  M.  G.  Miohaki.is.  ] 


Dans  mon  Mémoire  sur  la  puissance  motrice  de  la  chaleur  et  sur 
les  lois  qui  en  résultent  pour  la  théorie  de  la  chaleur,  j'ai  démontré 
que  le  théorème  de  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail  méca- 
nique et  le  théorème  de  S.  Carnot  ne  s'excluent  pas  l'un  l'autre,  mais 
qu'on  peut  les  mettre  d'accord  par  luie  légère  modification  de  ce 
dernier  théorème,  laquelle  n'en  change  pas  la  signification  princi- 
pale. Sauf  cette  modification  indispensable,  j'ai  laissé  au  théorème 
de  Carnot  sa  forme  primitive,  parce  qu'alors  il  m'importait  sur- 
tout de  tirer  de  l'application  des  deux  théorèmes  à  des  cas  spéciaux 
des  conclusions  qui,  en  se  rapportant  à  des  qualités  connues  ou 
encore  inconnues  des  corps,  fussent  propres  à  servir  ou  de  preuves  de 
la  certitude  des  théorèmes  ou  d'exemples  de  leur  fécondité. 

Mais  cette  forme,  quoiqu'elle  suffise  à  l'établissement  des  équa- 
tions dont  on  a  besoin,  est  néann)oins  imparfaite  parce  qu'elle  ne  fait 

[*]  Voici  un  extrait  de  la  lettre  que  M.  Clausius  m'a  adressée  en  ni'envoyanl  cette 
traduction  :  »  Vous  avez  inséré  dans  le  tome  XVII  de  votre  Journal  la  traduction  de 
»  deux  Mémoires  de  M.  William  Thomson,  qui  concernent  des  théorèmes  que  j'ai 
>'  donnés  dans  un  Mémoire  de  i85o.  Je  viens  de  publier  un  nouveau  Mémoire  que  j'ai 
»  l'honneur  de  vous  envoyer.  Vous  y  retrouverez  les  mêmes  théorèmes  sons  une  autre 
•>  forme  qui  les  rend,  je  crois,  plus  propres  aux  applications  et  plus  faciles  à  cotu- 
'•  prendre,  sans  en  changer  le  contenu  essentiel.  M.  Michaëlis,  que  vous  connaissez,  a 
i>  eu  la  bonté  d'en  foire  une  traduction  française,  et  vous  me  feriez  grand  plaisir  en 
•>   insérant  cette  tfaduction  dans  votre  Journal ,  etc.  «  (J.  L.) 
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pas  voir  assez  clairement  l'essence  du  théorème  et  sa  liaison  avec  le 
premier  théorème  principal.  C'est  pourquoi  je  pense  qu'il  ne  sera 
pas  sans  intérêt  de  présenter  dans  ce  qui  suit  une  autre  forme  (jui  me 
parait  mieux  répondre  à  cette  exigence  et  qui  en  même  temps  sera  fort 
convenable  pour  les  applications. 

Avant  de  m'engager  dans  la  discussion  du  second  théorème,  qu'il 
me  soit  permis  de  dire  sur  le  premier  théorème  ce  qui  sera  nécessaire 
au  point  de  vue  de  l'ensemble  du  sujet.  Je  pourrais,  à  la  vérité,  re- 
garder cela  comme  étant  suffisamment  connu  par  mon  propre  Mé- 
moire et  par  les  Mémoires  d'autres  auteurs,  mais  il  serait  pénible  d'y 
faire  des  recherches,  et,  en  outre,  je  crois  que  l'exposé  suivant  sera 
jiréférable  à  mon  premier  exposé,  comme  plus  général  et  en  même 
temps  plus  court. 

Théorème  de  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail  mécanique 

Quand  de  la  chaleur  produit  ime  force  mouvante  opposée  à  une 
autre  force,  il  arrive  que  dans  tout  mouvement,  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  l'une  des  forces  fait  un  travail  positif  et  que  l'autre  fait  un 
travail  négatif.  Ce  travail  ne  figurant  dans  le  calcul  que  comme  une 
quantité  simple,  on  peut  en  déterminer  le  signe  à  son  gré  ou  d  après 
l'une  ou  d'après  l'autre  des  deux  forces.  Dans  les  recherches  qui 
concernent  spécialement  la  puissance  motrice  de  la  chaleur,  on  a  cou- 
tume de  déterminer  le  signe  du  travail  en  comptant  comme  positive 
une  quantité  de  travail  produite  par  de  la  chaleur,  et  comme  néga- 
tive la  quantité  de  travail  opposé  d'une  autre  force.  Cela  étant  admis, 
on  peut  énoncer  le  théorème  de  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  tra- 
vail, qui  n'est  qu'un  cas  spécial  de  la  relation  générale  entre  la  force 
vive  et  le  travail  mécanique,  de  la  manière  suivante  : 

Le  travail  peut  se  transformer  en  chaleur,  et  réciproquement  In 
chaleur  en  travail,  de  manière  que  la  quantité  de  l'un  soit  toujours 
proportionnelle  à  celle  de  l'autre. 

Les  forces  qui  doivent  y  être  prises  en  considération  sont  de  deux 
espèces  :  celles  que  les  atomes  d'un  corps  exercent  les  uns  sur  les 
autres  et  qui,  par  conséquent,  ont  leur  existence  dans  la  nature  même 
du  corps,  et  celles  qui  viennent  d'influences  étrangères,  auxquelles  le 
corps  est  soumis.  D'après  ces  deux  espèces  de  forces  à  vaincre,  j'ai 
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distingué  le  travail  j)ro(liiit  par  la  chaleur  en  travail  intérieur  et  tra- 
vail extérieur  qui  sont  soumis  à   des  lois  esseiitiellenienl  différentes. 

En  ce  qui  concerne  le  travail  intérieur,  on  voit  aisément  que  si 
un  corps  en  partant  d'un  certain  état  initial  et  en  parcoiu'ant  une 
série  de  modifications  revietit  à  son  état  initial,  les  quantités  de  tra- 
vail intérieur  qui  y  sont  produites  doivent  s'entre-détruire  les  unes  les 
autres.  Car  en  supposant  qu'il  restât  un  certain  travail  intérieur,  ou 
positif,  ou  négatif,  il  faudrait  que  par  celui-ci  fût  effectué  soit  un  tra- 
vail extérieur  opposé,  soit  une  variation  de  la  quantité  de  chaleur 
existante,  et  comme  on  pourrait  répéter  la  même  opération  autant  <le 
fois  qu'on  voudrait,  on  gagnerait  dans  un  cas  perpétuellement  ou  du 
travail  ou  de  la  chaleur  avec  rien,  et  on  périrait  dans  l'autre  cas 
perpétuellement  ou  du  travail  ou  de  la  chaleur,  sans  en  obtenir  un 
équivalent,  ce  qui  sans  doute  sera  généralement  reconnu  comme  im- 
possible l'un  et  l'autre.  Donc,  quand  à  chaque  retour  d'un  corps  à  son 
étal  initial,  le  travail  intérieur  sera  nid,  il  s'ensuivra  que  par  suite 
d'une  modification  quelconque  dans  l'état  d'iui  corps,  le  travail  inté- 
rieur sera  parfaitement  déterminé  par  l'état  initial  et  par  l'état  final, 
sans  qu'on  ait  besoin  de  connaître  le  chemin  qui  aura  été  suivi  d  un 
état  à  l'autre.  Car  si  l'on  conçoit  qu'un  corps  soit  amené  successive- 
ment par  des  chemins  différents  d'un  état  à  un  autre,  et  cpi'il  soit 
toujours  ramené  par  le  même  chemin  à  son  état  initial,  il  hiudra  que 
toutes  les  quantités  de  travail  intérieur  produites  le  long  des  chemins 
différents  soient  détruites  par  la  commiuie  quantité  de  travail  produite 
dans  le  retour,  et  que  par  cette  raison  elles  soient  égales. 

Quant  au  travail  extérieur,  il  en  est  autrement.  L'état  initial  et 
l'état  final  étant  les  mêmes,  il  peut  être  aussi  différent  que  les  in- 
fluences extérieures  auxquelles  le  corps  peut  être  .soumis  ilurant  ses 
modifications. 

Si  nous  considérons  maintenant  à  la  fois  le  travail  intérieur  et  le 
travail  extérieur  produits  dans  une  modification  d'un  corps,  il  se 
pourra  que  tous  les  deux,  au  cas  qu'ils  soient  de  signes  contraires, 
se  déti'uisent  en  partie  l'un  l'autre,  et  alors  il  faudra  que  la  variation 
simultanée  de  la  quantité  de  chaleur  soit  équivalente  au  reste.  Mais 
dans  le  calcul,  ce  sera  la  même  chose  que  si  l'on  admettait  pour  chaque 
espèce  de  travail  en  particulier  une  variation  équivalente  de  chaleur. 

Tome  XX.— Mahs  i3".5.  9 
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Soit  donc  O  la  quantité  totale  de  chalein-  que  l'on  devra  communiquer 
à  un  corps  pour  qu'il  passe  par  un  chemin  donné  d'un  état  à  un  autre 
(une  quantité  de  chaleur  cédée  devant  être  comptée  négativement), 
nous  la  décomposerons  en  trois  parties,  dont  la  première  sera  l'aug- 
mentation de  la  chalein-  qui  se  trouve  effectivement  dans  le  corps,  dont 
la  deuxième  sera  la  chaleur  consommée  pai-  le  travail  intérieur,  et 
dont  la  troisième  sera  la  chaleur  consommée  par  le  travail  extérieur.  A 
la  première  partie  sera  applicable  ce  qui  a  déjà  été  dit  de  la  deuxième, 
c'est-à-dire  qu'elle  sera  indépendante  de  la  manière  dont  la  modifica- 
tion du  corps  aura  lieu;  nous  pourrons  donc  représenter  les  deux 
parties  par  une  fonction  U,  de  laquelle  nous  savons  du  moins,  sans  la 
connaître  autrement,  qu'elle  sera  parfaitement  déternnnée  par  l'état 
initial  et  par  l'état  final  du  corps,  [.a  troisième  partie,  au  contraire, 
l'équivalent  du  travail  extérieur  ne  pourra,  comme  celui-ci  même, 
être  déterminée,  que  quand  le  chemin  entier  des  modifications  sera 
connu.  Désignons  par  W  le  travail  extérieur,  et  par  A  l'équivalent  de 
chaleur  pour  l'unité  de  travail,  la  valeur  de  la  troisième  partie  sera 
A  .W,  et  nous  auroTis  pour  exprimer  le  premier  théorème  principal 
l'équation  suivante  : 

(I)  Q  =  U-^A.W. 

Pour  une  série  de  modifications  qui  seront  telles  qu'un  corps  finira 
par  revenir  à  son  état  initial,  et  que  nous  désignerons  brièvement  par 
la  suite  sous  le  nom  de  mode  d'opérations  d'un  tour  entier,  on  aura 

U  =  o, 

et,  par  suite,  l'équation  précédente  deviendra 

(i)  Q  =  A.W. 

Pour  donnera  l'équation  (I)  des  formes  plus  spéciales,  sous  les- 
quelles elle  exprimera  des  qualités  déterminées  des  corps,  nous  de- 
vrons faire  des  suppositions  spéciales  sur  les  influences  extérieures 
auxquelles  se  trouvera  soumis  un  corps.  Supposons  que  la  seule  force 
étrangère  qui  soit  active  ou  qui  du  moins  ait  une  influence  essentielle 
dans  la  détermination  du  travail,  soit  une  pression  extérieure  normale 
et  d'une  égale  intensité  en  tous  les  points  de  la  surface,  ce  qui  sera 
toujours  le  cas  pour  les  corps  fluides  et  pour  les  gaz,   quand  il  n'y 
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aura  pas  d'autres  forces  extérieures  coopérantes,  et,  ce  qui  sera  du 
uioins  possible,  pour  les  corps  solides.  Sous  celle  condition  il  ne  sera 
pas  nécessaire,  dans  la  délerininalion  du  travail  extérieur,  de  consi- 
dérer les  modifications  de  la  forme  du  corps  et  ses  dilatations  ou  ses 
contractions  selon  diverses  directions,  mais  il  suffira  de  considérer  la 
variation  totale  du  volume.  De  plus,  nous  supposerons  cpie  la  pression 
ne  varie  ijue  successivement,  de  façon  qu'à  chaque  instant  elle  diffère 
si  j)eu  de  la  force  expansive  0|)posée  du  corps,  que  l'ime  et  l'autre 
pourront  être  supposées  égales  dans  le  calcul.  Alors  la  pression  sera 
une  qualité  du  corps  même  qui  pourra  être  déterminée  par  ses  autres 
qualités  simultanées. 

Dans  les  suppositions  indiquées,  nous  pourrons  regarder  la  pression 
et,  en  général,  l'état  du  corps,  autant  qu'il  devra  être  pris  en  considé- 
ration ici,  connue  étant  déterminé  quand  sa  température  t  et  son  vo- 
lume t' seront  donnés.  Nous  regarderons  donc  ces  deux  quantités  comme 
les  variables  indépendantes,  et  nous  concevrons  la  pression  p,  de  même 
que  la  quantité  U  de  l'équation  (I)  comme  des  fonctions  de  ces  va- 
riables, (^uand  ensuite  t  et  v  croîtront  de  dt  et  c/f,  le  travail  extérieur 
produit  pourra  être  facilement  déterminé.  Quand  la  température  croî- 
tra sans  variation  de  volume,  il  n'en  résultera  aucun  travail  extérieur; 
mais  quand  le  volume  croîti'a  de^c,  le  travail  produit  sera  pdv,  pourvu 
que  nous  négligions  toutes  les  quantités  différentielles  d'ordres  supé- 
rieurs. Le  travail  produit  pendant  l'accroissement  simultané  de  t  et 
de  e  sera  donc 

^W  =  pdi; 

et,  en  appliquant  cela  à  l'équation  (I),  on  obtiendra 

(2)  <YQ  =  r/U -+- A./jr/t'. 

A  cause  du  terme  A.pcU',  cette  équation  ne  pourra  être  intégrée 
qu'alors  qu'on  aura  une  relation  entre  t  et  t^  au  moyen  de  laquelle 
t  pourra  être  exprimé  en  fonction  de  v,  et,  par  conséquent  aussi, 
peu  fonction  de  i>  seule.  Ce  sera  alors  cette  fonction  qui  indiquera, 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  le  chemin  des  modifications. 

De  cette  équation  on  pourra  encore  éliminer  la  fonction  inconnue  U. 
En  l'écrivant  sous  la  forme  suivante  : 

^dt  +  ^dv^^dt-^l--,-  A.p)  d,, 
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on  verra  aisémoiit  qu'elle  se  décompose  clans  les  deux  équations  sui- 
vantes : 

dQ  _  dV 

Ut  ~  Ut' 

dQ  _dV 

dv  dv  '  ' 

De  ces  âeu\  équations  la  première  devra  être  diflérentiée  par  rapport 
à  p  et  la  dernière  par  rapport  à  f.  A  la  fonction  U  nous  pourrons  ap- 
pliquer le  théorème  connu,  que  si  une  fonction  de  deux  variables 
indépendantes  est  différentiée  successivement  par  rapport  aux  deux 
variables,  l'ordre  des  différentiations  est  arbitraire.  Quant  à  la  quan- 
tité Q,  ce  théorème  ne  s'appliquera  pas,  et  par  cette  raison  nous  de- 
vrons choisir  pour  elle  une  telle  notation  qu'on  puisse  reconnaître 
l'ordre  des  différentiations,  ce  qui  est  fait  dans  les  équations  suivantes  : 

d  /dQ\   _   rf'U 
di'  \    (It  )  dt  dv  ' 

dt  \  f/c  /  dt  df  dt 

Par  la  soustraction  de  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  deman- 
dée qui  ne  contiendra  plus  la  fonction  U, 

''^^  dl\dv  )         r/c  \ilt  j   ~         dt 

On  pourrait  spécialiser  encore  davantage  les  équations  (2)  et  (3)  en 
les  appliquant  à  des  classes  déterminées  de  corps.  Pour  les  deux  cas 
les  plus  importants,  c'est-à-dire  pour  les  gaz  permanents  et  pour  les 
vapeurs  au  maximum  de  densité,  j'ai  fait  celte  application  dans  mon 
premier  Mémoire,  c'est  pourquoi  je  ne  m'en  occuperai  pas  ici,  mais 
je  passerai  au  second  théorème  principal  de  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur. 

Tfiporè'iie  de  Féquivalence  des  transformations . 

Le  théorème  de  Carnot,-  après  avoir  été  mis  d'accord  avec  le  pre- 
mier théorème  principal,  exprime  une  relation  entre  deux  espèces  de 
transformations,  savoir  une  transformation  de  chaleur  en  travail  et 
une  translation   de  chaleur  d'un   corps   plus  chaud  dans  un   corps 
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moins  chaud,  ce  que  nous  pouvons  regarder  comme  une  transforma- 
tion (le  chaleur  d'une  température  phis  élevée  en  chaleur  d'une  tem- 
pérature plus  basse.  Dans  la  forme  qu'il  a  eue  jusqu'à  présent  il  peut 
être  exprimé  de  la  manière  suivante  : 

Dans  tous  les  cas  nie  une  (juanlité  de  chaleur  est  transformée  en 
travail  et  où  le  corps,  inojeiuiant  cette  transjurmntion,  finit  par  re- 
venir a  son  état  initial,  il  faut  quen  même  temps  une  autre  quantité 
de  chaleur  passe  d'un  corps  plus  chaud  dans  un  corps  pins  Jrnid,  et 
(jue  la  quantité  de  la  dernière  chaleur,  comparée  à  la  première,  ne 
dépende  que  des  températures  des  deux  corps  entre  lesquels  elle  est 
transmise,  et  non  de  l'espèce  du  corps  servant  de  véhicule. 

Mais  l'établissement  de  ce  théorème  est  fondé  sur  lui  mode  d'opé- 
ration trop  simple,  où  il  ne  s'agit  que  de  deux  corps  qui  perdent  ou 
gagnent  de  la  chaleur,  et  il  y  est  supposé  tacitement  que  la  chaleur 
transformée  en  travail  provient  iVun  des  deux  corps,  entre  lesquels  la 
transmission  de  chaleur  a  lieu.  De  cette  manière,  une  supposition  étant 
faite  d'avance  sur  la  température  de  la  chaleur  transformée  en  travail, 
l'influence  qu'une  variation  de  celte  température  exerce  sur  la  relation 
des  deux  quantités  de  chaleur  est  masquée,  et  le  théorème  dans  la 
forme  susdite  est  incomplet. 

La  détermination  de  cette  influence  pourrait  aisément  être  atteinte  si 
l'on  combinait  le  théorème  dans  sa  forme  restreinte  avec  le  premier 
théorème  principal,  et  l'on  pourrait,  par  conséquent,  compléter  le  théo- 
rème en  y  ajoutant  le  résultat  ainsi  obtenu.  Cependant  par  ce  détour 
le  tout  pei'drait  en  clarté  et  en  facilité  d'aperçu,  et  je  crois  qu'il  sera 
plus  utile  de  déduire  la  forme  plus  générale  du  théorème  directement 
du  même  principe  que  celui  que  j'ai  déjà  employé  dans  mon  premier 
Mémoire  pour  démontrer  le  théorème  modifié  de  Carnot. 

Le  principe,  sur  lequel  reposent  en  entier  les  développements  ci- 
après,  est  : 

//  ne  peut  jamais  passer  de  la  chaleur  cVun  corps  plus  froid  dans 
un  corps  plus  chaud  sans  qu'il  nj  corresponde  quelque  autre  modi- 
fication . 

Ce  principe  est  constaté,  par  tout  ce  que  nous  savons  de  l'échang^e 
de  chaleur  entre  des  corps  de  températures  différentes,  la  chaleur 
montrant  partout  une  tendance  à  annuler  les  différences  de  tempéra- 
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tiire,  et,  par  suite,  à  passer  des  corps  plus  chauds  aux  corps  |)liis 
froids.  C'est  pourquoi  l'on  en  admettra  sans  doute  l'exactitude  sans 
autres  développements. 

Pour  commencer,  nous  nous  servirons  de  nouveau  du  mode  d'opé- 
rations inventé  par  Carnot  et  représenté  graphiquement  par  Clapey- 
ron.  mais  avec  cette  différence  que  nous  supposerons  outre  les  deux 
corps  entre  lesquels  la  transmission  de  chaleur  aura  lieu,  encore  un 
troisième  corps  à  une  température  quelconque  qui  fournira  la  chaleiu- 
transformée  en  travail. 

Comme  il  ne  s'agira  que  d'un  exemple,  nous  choisirons  comme 
corps  variable  un  de  ceux  dont  les  modifications  se  feront  d'après  les 
lois  les  plus  simples  possible,  c'est-à-dire  un  gaz  permanent. 

Soient  donc  t  la  température  et  i'  le  volume  d'une  quantité  donnée 
d'un  gaz  permanent,  et  représentons  par  l'abscisse  oh  dans  la  figure 
suivante  le  volume  et  par  l'ordonnée  ha  la  pression  exercée  par  le  gaz 


à  la  température  t  et  sous  le  volume  i»,  et  concevons  qu'on  effectue 
avec  le  gaz  les  opérations  suivantes  : 

i".  On  amène  le  gaz  de  la  température  t  à  une  autre  température  f , 
qui,  par  exemple,  soit  plus  basse  que  l  de  manière  que  le  gaz  se  di- 
late dans  une  enveloppe  non  perméable  à  la  chaleur.  La  diminution  de 
la  pression  produite  par  l'accroissement  du  volume  et  le  décroissement 
simultané  de  la  température  seront  représentés  par  l'arc  ah,  de  ma- 
nière que,  quand  la  température  du  gaz  sera  abaissée  jusqu'à  /,,  son 
volume  et  sa  pression  seront  devenus  oi  et  ih. 

2".  On  met  le  gaz  en  communication  avec  im  corps  R,  à  la  tempé- 
rature f ,  et  on  continue  à  le  laisser  se  dilater,  mais  de  manière  que 
toute  la  chaleur  absorbée  par  la  dilatation  lui  soit  rendue  par  le  corps. 
Nous  su|iposerons  que  la  température  du  dernier  corps,  à  cause  de  sa 
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gianclpiir  on  pour  quelque  autre  raison,  ne  soit  pas  sensiblement 
abaissée  par  cette  cession  de  chaleur  et  qu'elle  puisse,  par  consé- 
quent, être  regardée  comme  constante.  Alors  le  gaz  conservera  aussi 
penilaut  la  dilatation  cette  température  constante,  et  la  diminution  de 
la  pression  sera  représentée  par  un  arc  d'hyperbole  équilatère  hc. 
Soit  Q,  la  quantité  de  chaleur  cédée  par  K,. 

3°.  On  sépare  le  gaz  du  corps  K,  et  on  continue  de  le  laisser  se 
dilater  sans  qu'il  puisse  ni  perdre  ni  gagner  de  la  chaleur,  jusqu'à 
ce  que  sa  température  soit  abaissée  de  <,  à  t^.  La  diminution  de  pres- 
sion qui  aura  lieu  pourra  être  représentée  par  l'arc  cd,  qui  sera  de  la 
même  nature  que  ab. 

4".  On  met  le  gaz  en  communication  avec  un  corps  Ko  maintenu  à 
la  température  constante  ^2,  et  on  le  comprime  en  laissant  toute  la 
chaleur  produite  se  communiquer  au  corps  Rj.  On  continue  cette 
compression  jusqu'à  ce  cjue  Ko  ait  reçu  la  même  quantité  de  chaleur  Q, 
que  celle  qui  a  été  cédée  auparavant  par  R,.  La  pression  augmente 
d'après  l'hyperbole  équilatère  f/e. 

5°.  On  retire  le  gaz  du  corps  R.,  et  on  le  comprime  sans  cju'il 
puisse  ni  perdre  ni  gagner  de  la  chaleur,  jusqu'à  ce  que  sa  tempéra- 
ture soit  montée  de  t^  à  la  valeur  initiale  t,  la  pression  augmentant  le 
long  de  l'arc  ej.  Le  volume  on,  auquel  le  gaz  est  amené  de  cette  ma- 
nière, est  moindre  que  son  volume  initial  o/?,  car  comme  pendant 
la  compression  de,  la  pression  à  vaincre,  et,  par  conséquent  aussi,  le 
travail  exfériein-,  étaient  moindres  que  les  quantités  correspondantes 
pendant  la  dilatation  bc,  il  faudra,  pour  que  la  même  quantité  de 
chaleur  Q,  se  produise,  que  la  compressioti  soit  continuée  plus  long- 
temps qu'il  n'aurait  été  nécessaire  si  les  compressions  avaient  dû  seu- 
lement détruire  les  dilatations. 

6°.  On  met  le  gaz  en  communication  avec  un  corps  R  maintenu  à 
la  température  constante  t,  et  on  le  laisse  se  dilater  jusqu'à  son  vo- 
lume initial  oA,  R  lui  rendant  la  chaleur  absorbée.  Soit  Q  la  quan- 
tité de  chaleur  nécessaire  pour  cela.  Quand  le  gaz  à  la  température  t 
atteindra  le  volume  oh,  il  reviendra  à  sa  pression  initiale,  et  l'hyper- 
bole équilatère,  qui  représentera  la  diminution  fie  pression,  atteindra 
le  point  a. 


72  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Ces  six  changements  Ibrinent  un  ino  ie  d'opérations  dnn  tour  entier, 
le  gaz  finissant  par  revenir  exactement  à  son  état  initial.  Des  trois 
corps  K,  K,,  Ko,  (jui  pendant  l'opération  ne  sont  à  coiisidérei"  qu'au- 
tant qu'ils  servent  de  sources  ou  de  réservoirs  de  chaleur,  les  deux 
premiers  ont  perdu  les  quantités  de  chaleur  Q  et  Q,,  et  le  dernier  a 
gagné  la  cpiantilé  de  chaleur  Q,,  ce  qu'on  peut  exprimer  en  disant 
que  Q,  a  passé  de  R,  à  Kj  et  que  Q  a  disparu.  La  dernière  quantité 
de  chaleur,  d'après  ce  qui  a  été  dit  du  premier  théorème  principal, 
doit  être  transformée  en  travail  extérieur.  Ce  qui  a  été  gagné  de  tra- 
vail extérieur  dans  luie  opération  d'un  tour  entier,  par  suite  de  ce 
que  la  pression  du  gaz  pendant  la  dilatation  était  plus  grande  que 
pendant  la  compression,  et  de  ce  que,  par  conséquent,  le  travail  po- 
sitif était  plus  grand  que  le  travail  négatif,  est  représenté,  comme  ou 
le  voit  aisément,  par  l'aire  de  la  figure  fermée  nl'cdej.  Si  l'on  désigne 
ce  travail  parW,  il  faudra  que,  d'après  l'équation  (i),  on  ait 

Q  =  A.W. 

Le  tour  entier  des  opérations  décrites  ci-dessus  peut  être  renversé 
en  effectuant  d'abord  une  compression  <-(/  pendant  la  communication 
du  gaz  avec  le  corps  Iv,  au  lieu  de  la  dilatation  précédente  fa,  et  en 
effectuant  de  même  l'une  après  l'autre  les  dilatations ^e  et  ed,  et  les 
compressions  de,  cb  et  ba,  toujours  aux  mêmes  conditions,  auxquelles 
on  a  effectué  auparavant  les  modifications  opposées.  Alors  les  corps  K 
et  K,  ^a^iieront  les  quantités  de  chaleur  Q  et  Q,,  et  Ko  perdra  la  quan- 
tité de  chaleur  Q,.  En  même  temps,  le  travail  négatif  sera  [ilus  grand 
que  le  travail  positif,  de  manière  que  l'aire  de  la  figure  fei'inée  repré- 
sentera maintenant  une  perte  de  travail.  Le  résultat  des  opérations 
renversées  est  donc  que  la  quantité  de  chaleur  Q,  a  passé  de  Kj  à  K,, 
et  que  la  quantité  de  chaleur  Q  est  produite  par  du  travad  et  cédée  au 
corps  K. 

Pour  parvenir  à  connaître  la  dépendance  mutuelle  des  deux  trans- 
formations simultanées,  nous  supposerons  d'abord  que  les  tempéra- 
tures des  trois  réservoirs  de  chaleur  restent  les  mêmes,  mais  que  les 
modes  d'opérations  d'un  tour  entier  par  lesquels  les  transforiiiatioiis 
sont  |)rodtiites  soient  différents,  en  ce  que  d'autres  corps  au  lieu  du 
gaz  pourront  être  soumis  à  des  modilicaîions  semblables  ou  que  d'autres 
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modes  cl'o|)érations  d'un  tour  entier  pourront  être  effectués  à  la  condi- 
tion que  les  trois  corps  K,  K,,  Kj  soient  les  seuls  qui  gagnent  ou 
perd('7it  de  la  chaleur,  et  qu'en  outi-e  l'un  des  deux  derniers  en  gagne 
autant  que  l'autre  en  perd.  Ces  divers  modes  d'opérations  seront  sus- 
ceptibles d'être  effectués  en  sens  direct  et  en  sens  inverse,  comme  ce- 
lui que  nous  venons  de  considérer,  ou  ils  ne  le  seront  pas,  et  la  loi 
qui  régira  ces  transformations  changera  de  l'un  à  l'autre  cas.  il  nous 
sera  facile  par  la  suite  de  trouver  la  modification  à  laquelle  la  loi  sera 
soumise  pour  des  modes  d'opérations  non  susceptibles  d'être  effectués 
dans  les  deux  sens.  Nous  nous  bornerons  donc  à  ne  considérer  d'abord 
que  des  modes  d'opérations  susceptibles  d'être  renversés. 

Cela  posé,  nous  pouvons  prouver  que  la  quantité  de  chaleur  Q, 
transmise  de  K,  à  Ko  sera  toujours  dans  un  même  rapport  avec  la 
quantité  Q  transformée  en  travail.  Car  s'il  y  avait  deux  modes  d'opé- 
rations dans  lesquels,  la  quantité  Q  étant  supposé  égale  de  l'un  à 
l'autre,  la  quantité  Q,  serait  différente,  on  pourrait  exécuter  direc- 
tement l'un  des  modes  dans  lequel  Q,  serait  moindre,  et  inversement 
l'autre.  Alors  la  quantité  de  chaleur  Q,  transformée  par  le  premier 
mode  en  travail,  serait  transformée  par  le  second  mode  en  chaleur  et 
rendue  au  corps  R,  et  pour  le  reste  aussi  tout  se  retrouverait  à  la 
fin  dans  l'état  initial,  à  l'exception  qu  il  y  aurait  plus  de  chaleur  trans- 
mise de  Kj  à  K,  que  dans  la  direction  opposée.  Il  y  aurait  donc  eu 
en  tout  une  transmission  de  chaleur  du  corps  plus  froid  Kj  au  corps 
plus  chaud  R,,  qui  ne  serait  compensée  par  rien,  ce  qui  est  contraire 
au  principe. 

Des  deux  transformations  survenues  dans  un  pareil  double  mode 
d'opérations,  chacune  pourra  remplacer  l'autre,  celle-ci  étant  prise  en 
sens  opposé,  de  telle  sorte  que,  quand  une  transformation  d'une  espèce 
aura  eu  lieu,  celle-ci  pourra  être  refaite  en  sens  contraire,  de  manière 
à  donner  lieu  à  une  transformation  de  l'autre  espèce  sans  qu'une  autre 
modification  durable  y  soit  nécessaire.  Quand,  par  exemple,  la  quan- 
tité de  chaleur  Q  aura  été  produite  de  quelque  manière  par  du 
travail  et  aura  été  reçue  par  le  corps  R,  on  pourra  la  reprendre  du 
corps  R,  par  ledit  mode  d'opérations  d'un  tour  entier,  et  la  transfor- 
mer de  nouveau  en  travail,  mais  en  même  temps  la  quantité  de  cha- 
leiu-   Q,   passera  du  corps   R,   à  Rj  ;  ou  bien,  quand  la  quantité  de 
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chaleiiiQ,  aura  passé  d'abord  de  K,  à  Ko,  on  pourra  la  ramener  à  R, 
en  produisant  en  même  temps  avec  du  travail  la  quantité  de  chaleur  Q 
à  la  température  du  corps  K. 

On  voit  donc  que  ces  deux  espèces  de  transformations  pourront 
être  l'egardées  comme  des  opérations  de  même  nature,  et  nous  nom- 
mei'ons  équivalentes  deux  transformations  qui  pourront  se  remplacer 
l'une  l'autre  de  la  manière  indiquée.  Il  s'agit  à  présent  de  trouver  la 
loi  suivant  laquelle  on  devra  représenter  les  transformations  comme 
des  quantités  matliématiques,  de  manière  que  l'équivalence  de  deux 
transformations  dérive  de  l'égalité  de  leurs  valeurs.  La  valeur  mathé- 
matique d'une  transformation  déterminée  de  cette  manière  sera  appe- 
lée sa  valeur  d'équivalence. 

En  ce  qui  concernera  d'abord  le  sens  dans  lequel  chaque  espèce  de 
transformation  devra  être  prise  positivement,  il  pourra  être  choisi  à 
volonté  pour  l'une,  et  alors  il  sera  déterminé  en  même  temps  poiu- 
l'autre,  par  la  raison  qu'on  devra  prendre  comme  positive  une  trans- 
formation qui  sera  équivalente  à  une  transformation  positive  de  l'autre 
espèce.  Nous  prendrons  positivement  dans  ce  qui  va  suivre  une  trans- 
formation (le  travail  en  chaleur,  et,  par  conséquent  aussi.,  une  trans- 
mission (le  cJialenr  d  une  température  plus  haute  à  une  température 
plus  basse. 

Quant  aux  valeurs  d'équivalence,  il  est  d'abord  clair  que  la  valeur 
d'une  transformation  de  travail  en  chaleur  devra  être  proportionnelle 
à  la  quantité  de  chaleur  produite,  et  qu'elle  ne  pourra  dépendre  en 
outre  que  de  sa  température.  On  pourra  donc  représenter,  en  géné- 
ral, la  valeur  d'équivalence  de  la  quantité  de  chaleur  Q  à  la  tempé- 
rature t  produite  par  du  travail  par  l'expression 

dans  laquelle  y  (<)  sera  une  même  fonction  de  la  température  pour 
tous  les  cas.  Quand  Q  deviendra  négatif  dans  cette  formule,  cela  ex- 
primera que  la  quantité  de  chaleur  Q  n'est  pas  produite  par  une 
transformation  de  travail  en  chaleur,  mais  par  une  transformation  de 
chaleur  eu  travail.  De  même,  la  valeur  de  la  transmission  de  la  quan- 
tité de  chaleur  Q  de  la  température  ^,  à  la  température  t^  devra  être 
proportionnelle  à  la  quantité  de  chaleur  transmise,  et  elle  ne  pourra, 
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dépendre,  en  ontre,  que  des  doux  températures.  Elle  pourra  donc 
être  exprimée,  en  général,  par  la  formule 

dans  laquelle  F(/,,  t^)  sei--'  pour  tous  les  cas  une  même  fonclion  des 
deux  températures,  qu  à  la  vt^iîé  nous  ne  connaissons  pas  encore, 
mais  dont  nous  savons  du  moiiis  qu'elle  devra,  par  l'échange  des  deux 
températures,  changer  de  signe,  sa  valeur  numérique  restant  la  même, 
de  telle  sorte  qu'on  pourra  poser 

(4)  F(/„/,)  =  -F(^,/,). 

Pour  trouver  la  relation  de  ces  deux  expressions,  nous  avons  la 
condition  que,  dans  chaque  mode  d'opération  susceptible  d'être  ef- 
fectué en  deux  sens  opposés,  les  deux  transformations  qui  y  survien- 
nent devront  être  de  la  même  valeur,  mais  de  signes  opposés,  c  est-à- 
dire  que  leur  somme  algébrique  devra  être  =  o.  Dans  le  mode  d'opé- 
rations, par  exemple,  qui  été  complètement  décrit  plus  haut  pour  un 
gaz,  la  quantité  de  chaleur  Q  à  la  teiTipérature  t  a  été  transformée  en 
travail,  ce  qui  donnera  la  valeur  d'équivalence  —  Q-/ [t],  et  la 
quantité  de  chaleur  Q,  a  été  amenée  de  la  température  t,  à  t^,  ce 
qui  donnera  la  valeur  d'équivalence  Q,  .F(<,,  t^).  On  aura,  par 
conséquent,  l'équation 

(5)  -Q./;(^)  +  Q,F(^,^)  =  o. 

Supposons  à  présent  que  le  même  mode  d'opérations  soit  effectué 
en  sens  inverse,  de  façon  que  les  corps  K,  et  Kj  et  la  quantité  de 
chaleur  Q,  transmise  de  l'un  à  l'autre  restent  les  mêmes  qu'aupara- 
vant, mais  que  le  corps  R  à  la  température  t  soit  remplacé  par  un 
autre  corps  K'  à  la  température  l',  et  appelons  Q'  la  quantité  de  cha- 
leur produite  dans  ce  cas-là  par  du  travail  ;  nous  aurons,  conformé- 
ment à  l'équation  précédente, 

(6)  Q'./(i')  +  Q,.F(^„^)  =  o. 

En  ajoutant  ces  deux  équations  et  en  tenant  compte  de  l'équation  (4), 
on  obtiendra 

(7)  -Q-/(0  +  Q'-/(O  =  o. 

Si  l'on  regarde  à  présent  les  deux  modes  d'opérations  exécutés  l'un 

10.. 
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après  l'autre  comme  un  seul  mode,  ce  qui  est  permis  naturellement, 
il  ne  s'agira  plus  clans  celui-ci  des  quantités  de  chaleur  transmises  de 
K,  à  Ko  et  de  Kj  à  K,.  parce  qu'elles  se  seront  détruites  mutuelle- 
ment, et  il  ne  nous  restent,  par  suite,  que  la  transformation  de  la 
quantité  de  chaleur  O  cédée  par  K  en  travail  et  la  production  par  du 
travail  de  la  quantité  de  chaleur  Q'  reçue  par  le  corps  K'.  Mais  ces 
deux  transformations  de  même  espèce  pourront  aussi  être  décomposées 
et  composées,  de  façon  qu'elles  reparaîtront  comme  deux  transforma- 
tions â^espèce.s  différentes.  En  se  tenant  simplement  au  fait  que  l'un 
des  corps  K  a  perdu  la  quantité  de  chaleur  Q,  et  que  l'autre  corps  K' 
a  gagné  la  quantité  de  chaleur  Q',  on  pourra  regarder  la  portion  com- 
mune aux  deux  quantités  comme  transportée  directement  de  R  à  K', 
et  l'on  n'aura  à  tenir  compte  d'une  transformation  de  travail  en  cha- 
leur ou  de  chaleur  en  travail  que  d'après  la  différence  des  deux 
quantités. 

Soit,  par  exemple,  la  température  t'  plus  haute  que  t,  la  trans- 
mission de  chaleur  aura  la  direction  du  corps  plus  froid  au  corps  plus 
chaud,  et  elle  sera,  par  suite,  négative.  Par  conséquent,  l'autre  trans- 
formation devra  être  positive,  c'est-à-dire  une  transformation  de  tra- 
vail en  chaleur,  d'où  il  suit  que  la  quantité  de  chaleur  Q'  gagnée  par 
K.'  sera  plus  grande  que  la  quantité  de  chaleur  Q  cédée  par  R.  Lors 
donc  que  nous  décomposerons  Q'  en  deux  parties 

Q     et     Q'-Q, 
la  première  sera  la  quantité  de  chaleur  transmise  de  K  à  R',  et  la  der- 
nière sera  celle  produite  par  du  travail. 

Dans  cette  manière  de  voir,  le  double  mode  d'opérations  paraîtra 
comme  de  la  même  espèce  que  les  deux  modes  simples  dont  il  est 
composé,  car  la  circonstance  que  la  chaleur  produite  n'est  pas  reçue 
par  un  troisième  corps,  mais  par  un  des  deux  entre  lesquels  la  trans- 
mission de  chaleur  a  lieu,  ne  fera  pas  une  différence  essentielle,  la 
température  de  la  chaleur  produite  étant  arbitraire  et  pouvant  avoir 
la  même  valeur  que  la  température  de  l'un  des  deux  corps,  auquel 
cas  le  troisième  corps  sera  superflu.  Tl  faudra,  par  conséquent,  que 
les  deux  quantités  de  chaleur  Q  et  Q'  —  Q  soient  assujetties  à  une 
équation  de  même  forme  que  l'équation  (6),  c'est-à-dire 

(Q'-Q)/(^)  +  Q-F(^<')  =  o. 
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En  éliminant  de  cette  équation  et  de  l'équation  (7)  la  quantité  Q'  et 
en  supprimant  le  commun  facteiu*  O,  on  obtient  l'équation 

(8)  Y[t,t')^f[t')-J\t), 

au  mo3'en  de  laquelle,  les  températures  t  et  /'  étant  arbitraires,  la 
fonction  de  deux  températures  applicable  à  la  seconde  espèce  de 
transformations  est  généralement  réduite  à  la  fonction  d'une  seule 
température  applicable  à  des  transformations  de  la  première  espèce. 
Pour  abréger,  nous  adopterons  pour  la  dernière  fonction  une  nota- 
tion plus  simple.  Par  des  raisons  qui  apparaîtront  plus  tard,  il  sera 
convenable  de  ne  pas  désigner  la  fonction  même,  mais  sa  valeur 
réciproque.  Nous  poserons  donc 

(9)  /(0  =  ï' 

de  façon  que  T  soit  la  fonction  inconnue  de  la  température  qui  se 
trouvera  dans  les  valeurs  d'équivalence.  Quand  nous  aurons  à  repré- 
senter des  valeurs  particulières  de  cette  fonction  correspondantes  aux 
températures  /,,  <,!  etc.,  nous  le  ferons  simplement  en  écrivant  T,, 
Tj,  etc. 

D'après  cela,  le  second  théorème  principal  de  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur,  que  l'on  pourra  nommer,  je  crois,  dans  sa  forme  ac- 
tuelle, le  théorème  de  l'équivalence  des  transformations,  s'exprimera 
de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  nomme  équivalentes  deux  transformations  qui  pourront  se 
remplacer  l'une  l'autre  sans  exiger  aucune  autre  modification  durable, 
la  production  d'une  quantité  de  chaleur  Q  à  la  température  t  par 
du  travail  aura  une  valeur  d'équii'alence  représentée  par 

Q 

T' 

et  le  passage  de  la  quantité  de  chaleur  Q  de  la  température  tf  à  la 
température  t^  aura  une  valeur  d équivalence  représentée  par  l'ex- 
pression 
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dans  Icuiuelle  T  sera  une  jonction  de  la  température  indépendante 
du  mode  d'opération  par  lequel  la  transjonnation  sera  produite. 

En  écrivant  la  dernière  expression  sous  la  forme 

Q 


T,        T,' 


on  voit  que  le  passage  de  la  quantité  de  chaleur  Q  de  la  tempéra- 
ture ï,  à  la  température  t^  a  la  même  valeur  d'équivalence  qu'une 
double  transfoimatioii  de  la  première  espèce,  c'est-à-dire  la  transfor- 
mation de  la  quantité  de  chaleur  Q  à  la  température  t,  en  travail  et 
la  transformation  de  la  quantité  de  travail  en  chaleur  à  la  tempéra- 
ture f,.  Une  dissertation  sur  la  question  de  savoir  jusqu'à  quel  point 
cette  conformité  extérieure  pourra  être  fondée  d'après  la  nature  même 
des  opérations,  ne  me  paraîtrait  pas  être  à  sa  place  ici;  mais,  en  tout 
cas,  dans  la  détermination  analytique  de  la  valeur  d'équivalence,  on 
pourra  regarder  toute  transmission  de  chaleur,  de  quelque  manière 
qu'elle  soit  produite,  comme  une  pareille  combinaison  de  deux  trans- 
formations contraires  de  la  première  espèce. 

Au  moyen  de  cette  règle,  il  deviendra  facile,  pour  tout  mode  d'opé- 
rations d'un  tour  entier,  quelque  conipliqué  qu'il  soit  et  de  quelque 
nombre  de  transformations  des  deux  espèces  qu'il  se  compose,  de  for- 
mer l'expression  analytique  représentant  la  valeur  totale  de  toutes  ces 
transformations.  D'après  cela,  quand  une  quantité  de  chaleur  aura  été 
reçue  par  un  réservoir,  on  n'aura  pas  besoin  de  rechercher  quelle 
partie  de  cette  quantité  de  chaleur  aura  été  produite  par  du  travail  et 
d'où  sera  venu  le  reste;  mais  on  pourra,  pour  tous  les  réservoirs  em- 
ployés dans  le  cercle  entier  des  opérations,  faire  figurer  dans  le  calcul 
toute  quantité  de  chaleur  reçue  comme  produite  par  du  travail,  et 
toute  quantité  de  chaleur  perdue  comme  transformée  en  travail.  En 
supposant  donc  que  les  divers  corps  servant  de  réservoirs  de  chaleur 
K,,  K2,  K3,  etc.,  aux  températures  ^,,  ^2,  ^3,  etc.,  aient  reçu  pen- 
dant le  cours  entier  des  opérations  les  quantités  de  chaleur  Q,,  Q.,, 
Q3,  etc.,  à  la  condition  de  compter  comme  négatives  les  quantités  de 
chaleur  qui  auront  été  cédées,  la  valeur  totale  de  toutes  les  trans- 
formations, que  nous  désignerons  par  N,    sera    représentée  par  la 
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somme  algébrique  suivante  : 

OU,  en  indiquant  la  somme  par  un  signe  de  sommation, 

Il  est  supposé  dans  cette  formule  que  les  températures  des  corps 
K.,,  Kj'  1^3)  etc.,  soient  constantes,  ou  du  moins  si  près  d'être  con- 
stantes, que  leurs  variations  soient  négligeables.  Mais  si  la  température 
d'un  des  corps,  ou  par  la  réception  de  la  quantité  de  chaleur  Q  même, 
ou  par  une  autre  raison  quelconque,  variait  assez  considérablement 
pendant  le  cours  des  opérations  pour  que  cette  variation  dût  être 
prise  en  considération,  il  faudrait  que,  pour  chaque  élément  de  cha- 
leur reçu  dQ,  on  employât  la  température  que  le  corps  aurait  au  mo- 
ment de  sa  réception.  En  supposant,  pour  plus  de  généralité,  que  cette 
circonstance  ait  lieu  dans  tous  les  corps,  l'équation  précédente  pren- 
dra la  forme  suivante  : 

(M)  N=/f. 

l'intégrale  devant  s'étendre  à   toutes  les  quantités  de  chaleur  reçues 
par  les  différents  corps. 

Quand  le  cercle  entier  des  opérations  sera  susceptible  d'être  effectué 
en  sens  contraire,  quelque  compliqué  qu'il  puisse  être,  on  prouvera, 
de  la  même  manière  que  pour  les  modes  d'opérations  simples  consi- 
dérés plus  haut,  que  les  trnnsjormations  qui  s'y  présenteront  se  com- 
penseront exactement  et  que  leur  somme  algébrique  sera  =  o. 

Car  s'il  en  était  autrement,  on  pourrait  concevoir  toutes  les  trans- 
formations qui  auraient  eu  lieu  comme  divisées  en  deux  parties,  dont 
la  première  donnerait  ime  somme  algébrique  égale  à  zéro,  et  dont 
la  seconde  ne  contiendrait  que  des  transformations  de  même  signe. 
Les  transformations  de  la  première  partie  s'anéantiraient  par  un 
nombre  fini  ou  infini  de  modes  d'opérations  simples,  et  il  ne  reste- 
rait que  les  transformations  de  la  seconde  partie  sans  aucune  autre 
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modification.  Si  ces  transformations  étaient  négatives,  c'est-à-dire  des 
transformations  de  chaleur  en  travail  et  des  transmissions  de  chaleur 
d'une  température  plus  basse  à  une  température  plus  haute,  on 
pourrait  encore  remplacer  les  premières  par  des  transformations  de 
la  dernière  espèce,  et  il  ne  resterait  à  la  fin  que  des  transmissions 
de  chaleur  d'une  température  plus  basse  à  une  température  plus  haute 
qui  ne  seraient  compensées  par  rien,  ce  qui  est  contraire  au  principe 
mentionné  plus  haut.  Pareillement,  si  ces  transformations-là  étaient 
positives,  on  n'aurait  qu'à  effectuer  les  mêmes  opérations  en  sens 
inverse  pour  les  rendre  négatives,  et  l'on  rencontrerait  la  même  im- 
possibilité. Il  s'ensuit  que  la  seconde  partie  des  transformations  ne 
pourra  généralement  pas  exister. 

Par  conséquent,  pour  tous  les  modes  d'opérations  susceptibles 
d'être  effectués  dans  les  deux  sens,  le  second  théorème  principal  de 
la  théorie  mécanique  de  la  chaleur  pourra  être  exprimé  analytique- 
ment  par  l'équation 


(II 


On  pourra  encore  étendre  considérablement  le  champ  des  applica- 
tions de  cette  équation,  en  donnant  à  la  quantité  t  qui  y  est  contenue 
une  signification  un  peu  différente.  Si  nous  supposons,  pour  cela,  un  tel 
mode  d'opérations  qu'un  corps  donné  parcoure  une  série  de  change- 
ments d'état  et  qu  à  la  fin  il  revienne  à  son  état  initial,  en  admettant 
que,  pour  plus  de  simplicité,  le  corps  ait  constamment  dans  toutes  ses 
parties  la  même  température,  il  faudra,  pour  que  le  mode  d'opéra- 
tions contraire  soit  possible,  que  le  corps  donné  ne  soit  mis  en  con- 
tact pour  recevoir  ou  perdre  de  la  chaleur  qu'avec  des  réservoirs  de 
chaleur  qui  soient  à  la  même  température  que  lui-même,  car  c'est  le 
seul  cas  oii  la  chaleur  puisse  faire  aussi  le  chemin  inverse.  On  ne 
pourra,  à  la  vérité,  pas  satisfaire  absolument  à  cette  condition,  quand 
une  transmission  de  chaleur  devra  avoir  lieu,  mais  on  pourra  du  moins 
la  regarder  connue  étant  remplie  assez  approximativement  pour  que 
les  petites  différences  de  températures  qu'il  y  aura  encore  soient  négli- 
geables dans  le  calcul.  Dans  ce  cas-là,  il  sera  naturellement  indifférent 
que  la  quantité  t  contenue  dans  l'équalion  (II)  représente  la  tempéra- 
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tiire  du  réservoir  de  chaleur  qu'on  aura  employé  ou  la  température 
momentanée  du  corps  variable,  l'une  et  l'autre  étant  égales.  Mais 
quand  une  fois  on  ain-a  admis  la  dernière  signification  de  /,  U  sera 
facile  de  voir  qu'on  pourra  attribuer  aux  réservoirs  de  chaleur  d'autres 
températures  sans  que  l'expression 


/f 


en  éprouve  aucune  altération  qui  pourrait  restreimlre  la  validité  de 
l'équation  |)récédente. 

Comme  avec  cette  signification  de  /  on  n'a  plus  besoin  de  consi- 
dérer séparément  les  réservoirs  de  chaleur,  on  a  pri^  le  parti  de  ne 
pas  rapporter  les  quantités  de  chaleur  à  ceux-ci,  mais  an  corps  donné, 
en  indiquant  quelles  quantités  de  chalein-  le  corps  gagne  ou  perd 
successivement  pendant  ses  modifications.  Si  l'on  compte  de  nouveau 
les  quantités  de  chaleur  reçues  comme  positives  et  celles  qui  sont 
■  cédées  comme  négatives,  il  est  clair  que  toutes  les  quai:tités  de  chaleur 
recevront  des  signes  contraires  à  ceux  qu'on  leui"  donnerait  par  rap- 
port à  des  réservoirs  de  chaleur  dans  le  cas  où  une  quantité  de  cha- 
leur reçue  par  un  corps  variable  proviendrait  d'un  réservoir  de  cha- 
leur ;  mais  cette  circonstance  ne  pourra  avoir  aucune  influence  sur 
l'équation  d'après  laquelle  la  valein-  de  toute  l'intégrale  devra  être 
nulle.  Il  résulte  de  cette  considération  qu'en  employant  pour  chaque 
quantité  de  chaleur  dQ  gagnée  par  un  corps  pendant  ses  modifications, 
ou  cédée  par  lui  quand  ^Q  sera  négatif,  la  températiu'e  qu'il  aura 
lui-même  au  moment  de  la  réception  ou  de  la  cession,  on  pourra 
employer  l'équation  (II)  sans  avoir  à  examiner  d'où  la  chaleur  vien- 
dra ni  où  elle  ira,  pourvu  que  le  mode  d'opérations  puisse  être  effectué 
en  sens  contraire. 

Nous  pourrons  à  présent,  de  la  même  manière  que  pour  l'équa- 
tion (l),  mettre  l'équation  (II)  sous  une  forme  plus  spéciale  sous 
laquelle  elle  exprimera  une  propriété  déterminée  des  corps,  et  nous 
obtiendrons  alors  l'équation  connue  que  M.  Clapeyron  a  déduite  du 
théorème  de  Carnot   dans   une   forme   un    peu  différente  [*].  A  cet 

[*]  Journal  (le  l'Ecole  Poljtec/iniqitc,  tome XIX,  et  Poggenr/or(f's  Anruilcn,  tome  LIX, 
jiage  374. 

Toine  XX.  —  Mahs    i85j.  '  I 
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effet,  nous  adopterons  pour  les  espèces  de  changements  toutes  les 
mêmes  conditions  que  celles  au  moyen  desquelles  les  équations  (9.) 
et  (3)  ont  été  déduites  de  l'équation  (I)  et  qui  suffiront  aussi  pour  la 
validité  de  l'équation  (II).  L'état  du  corps  sera  déterminé  alors  par 
sa  température  t  et  par  son  volume  »',  et,  par  suite,  on  poiura 
éci-ire 


La  quantité 

V/Q 


f 


d'après  l'équation  (II),  devant  toujours  être  nulle  quand  /  et  i'  re- 
prendront leurs  valeurs  initiales,  il  faudra  que  l'expression  sous  le 
signe  d'inlégration  qui,  d'après  l'équation  précédente,  prendra  la 
forme 

I    rfO    ,         I    (IQ    , 

soit  une  différentielle  exacte  par  rapport  k  i  et  i>  comme  variables 
indépendantes,  et,  par  suite,  il  faudra  que  les  deux  termes  de  cette 
expression  satisfassent  à  l'équation  suivante  : 


de  laquelle  on  déduira 


de  [ï  "di^  I  ~  7f  \T  '  lit 


dT 


1     d/dQ\_dQ     dt  _  \_    ±(dQ\ 
T'JtXl/i^)         "^  '  T^~~  T' ^VrfT/' 

OU 

d_QdT_         [±(^\  _^/^\l 

^  '  *>  dv'  dt    ~  \_dt  \  dv  I  dv  \  dt  jj 

Il  ne  restera  plus  qu'à  y  remplacer  la  quantité  entre  parenthèses  par 
sa  valeur  connue  d'après  l'équation  (3)  pour  qu'on  trouve  l'équation 
cherchée,  savoir  : 

/    ^\  dQ    dT  _  dp 

('3)  -T.-lïï-^-^Tt' 
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qui  pourra  aussi,  au  moyen  de  la  relation 


dp  dp      d'ï 

'dt~  d'Y'  ~di' 


être  écrite  ainsi  : 


(,3a)  S  =  A.I^i 

En  comparant  ce  résultat  avec  l'équation  de  M.  Clapeyron  men- 
tionnée plus  haut,  on  reconnaîtra  la  liaison  de  la  fonction  de  tem- 
pérature T  introduite  dans  ce  Mémoire  avec  celle  de  M.  Clapeyron 
représentée  par  C  et  nommée  la  fonction  de  Carnot  que  j'ai  employée 
moi-même  dans  mes  premières  Notices.  On  aura 

dT 

.    ,-.  dt  Pi. 

l'4)  •^=c- 

Nous  allons  considérer  maintenant  les  modes  d'opérations  non  sus- 
ceptibles d'être  effectués  en  sens  contraire. 

Dans  la  démonstration  de  ce  théorème,  que  dans  un  mode  quel- 
conque d'opérations  susceptibles  d'être  effectuées  en  sens  contraire,  la 
somme  algébrique  de  toutes  les  transformations  doit  être  nidle,  il  a 
été  prouvé  d'abord  que  la  somme  lie  saurait  être  négative,  et  il  a 
été  ajouté  qu'elle  ne  saurait  non  plus  être  positive,  parce  que,  dans 
ce  cas-là,  on  n'aurait  qu'à  renverser  le  mode  d'opérations  pour  avoir 
une  somme  négative.  La  première  partie  de  cette  démonstration  sub- 
sistera sans  modification  pour  les  modes  d'opérations  non  susceptibles 
d'être  effectués  en  sens  contraire,  mais  la  seconde  ne  pourra  y  être 
appliquée.  On  obtiendra  donc  le  théorème  suivant,  qui  subsistera,  eii 
général,  pour  tous  les  modes  d'opérations  d'un  tour  entier,  en  ce  que 
ceux  qui  pourront  être  effectués  en  sens  contraire  y  formeront  le 
cas  limite  : 

La  somme  algébrique  de  toutes  les  transformations ,  dans  toute  opé- 
ration d'un  tour  entier,  ne  peut  être  que  positive. 

Toute  transformation  qui  restera  à  la  fin  d'une  opération  d'un 
tour  entier  sans   une  transformation  contraire,  et  qui,   d'après  ce 

1 1.. 
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théorème,   ne  pourra   être  que  positive,  sera  nommée  par  nous   une 
Iransformation  non  compensée. 

Les  opérations  par  lesquelles  pourront  s'effectuer  des  transforma- 
tions non  compensées  sont  d'espèces  assez  différentes,  sinon  par  leur 
nature  intime,  du  moins  par  leurs  apparences  extérieiu'es.  L'une  des 
j)lus  fréquentes  est  la  transmission  de  clialeur  qui  se  fait  par  le  con- 
tact inunédiat  de  deux  corps  à  des  températures  différentes.  Nous  y 
rapportons,  en  outre,  le  développement  de  chaleur  par  friction,  par 
un  courant  électrique  qui  a  à  surmonter  la  résistance  du  conducteur, 
et  des  cas  dans  lesquels  une  force  en  effectuant  un  travail  n'aura  pas  à 
vaincre  une  résistance  égale  à  elle-même,  et,  par  suite,  produira  lui 
mouvement  d'une  grande  vitesse  dont  la  force  vive  se  transformera 
plus  lard  en  chaleur.  Nous  atirons,  par  exemple,  ime  opération  de  la 
tlernière  espèce  quand  un  vase  rempli  de  gaz  sera  mis  en  commu- 
nication avec  un  vase  vide,  auquel  cas  une  partie  du  gaz  passera 
avec  une  grande  vitesse  dans  l'autre  vase  et  y  reviendra  à  l'état  de 
repos.  Alors,  après  la  dilatation,  il  y  aura,  comme  on  sait,  dans  toute 
la  masse  du  gaz  la  même  quantité  de  chaleur  qu'auparavant^  bien 
qu'il  y  aura  des  différences  dans  les  deux  états  du  gaz,  et  aucune  quan- 
tité de  chaleur  ne  sera  transformée  en  travail  d'une  manière  durable. 
Au  contraire,  le  gaz  ne  poiura  être  comprimé  et  ramené  à  son 
volume  initial  sans  que  du  travail  n'y  soit  transformé  en  chaleur. 

Il  ressort  du  principe  même  qui  a  été  exposé  plus  haut,  de  quelle 
manière  on  pourra  déterminer  la  valeur  d'équivalence  des  transfor- 
mations non  compensées  qui  seront  produites  par  de  telles  opéra- 
tions, et  je  ne  veux  pas  m'arrêter  à  la  discussion  de  cas  spéciaux  ici. 

Pour  conclure,  nous  devrons  porter  encore  notre  attention  sur  la 
fonction  de  température  T  que  nous  avons  laissée  juscpi'à  présent 
tout  à  fait  indéterminée,  et  celle-là  aussi  pourra  être  déterminée,  sinon 
tout  à  fait  sans  hypothèse,  du  moins  par  luie  supposition  qui  aura 
un  très-haut  degré  de  vraisemblance. 

J'entends  la  supposition  accessoire  déjà  employée  dans  mon  pre- 
mier Mémoire,  qu'un  gaz  permanent,  en  se  dilatant  à  une  tempéra- 
ture constante,  n'absorbera  qu'une  quantité  de  chaleur  égale  à  celle 
qui  sera  consommée  par  la  quantité  de  travail  produite  extérieurement . 
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Cette  supposition  est  confirmi'o  par  les  nouvelles  recherches  de 
M.  Regnaiilt,  et  elle  est  vraiseinblnhieinent  exacte  au  même  degré  que 
la  loi  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac,  de  façon  que  pour  un  ga/  idéal, 
pour  lequel  celte  dernière  loi  est  supposée  parfaitement  exacte, 
l'autre  supposition  devra  aussi  être  regaidée  comme  exacte. 

La  quantité  de  travail  extérieur  que  produit  un  gaz  par  une  dila- 
tation (h>  quand  il  a  à  vaincre  toute  la  pression  correspondante  à  sa 
force  expansive  est  =p!h,  et  la  quantité  de  chaleur  absorbée  est 

représentée  par  -~  dv.  On  aura  donc  l'équation 

et  en  substituant  cette  valeur  de  '-^  dans  l'équation  (i3),  on  trou- 
vera 

dl       dp 

,    r  \  dt         de 

(•5)  ^=-- 

Or  on  a,  d'après  les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac,  la  relation 

p  = constante, 

dans  laquelle  a  est  la  valeur  récipioque  du  coefficient  de  dilatation 
des  gaz  permanents,  de  manière  que  quand  la  température  t  sera 
comptée  en  degrés  centésimaux  à  partir  du  point  de  congélation, 
on  aura,  à  très-peu  près. 

Quand  ensuite,  au  moyen  de  cette  équation,  on  éliminera  la  quantité  i> 
de  l'équation  (i5),  on  obtiendra 

/    /.%  dT  dt 

d'où  l'on  conclura,  par  voie  d'intégration, 
(17)  T  =  (rt  4- <).  constante. 

La  valeur  qu'on  attribuera  à  la  constante  sera  indifférente,  parce 
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que,  en  la  changeant,  toutes  les  valeurs  d'équivalence  changeront 
dans  le  même  rapport,  de  telle  sorte  que  les  équivalences  précédentes 
n'en  seront  pas  altérées.  Nous  choisirons  donc  la  valeur  la  plus 
commode,  savoir  l'unité;  et  de  cette  manière  nous  aurons 

(i8)  T  =  a  +  t. 

D'après  cela,  T  ne  sera  autre  chose  que  la  température  comptée 
de  —  a,  ou  à  peu  près  de  —  278  degrés  centésimaux  ;  et  si  nous 
regardons  le  point  déterminé  par  —  a  comme  le  zéro  absolu  de  la 
température,  T  sera  simplement  la  température  absolue.  C'est  par 
cette  raison  que  plus  haut  j'ai  employé  là  notation  T  pour  la  valeur 
réciproque  de  la  fonction  f{t).  Par  ce  moyen,  on  évite  tous  les 
changements  qu'autrement  on  eût  été  obligé  d'apporter  aux  formes 
des  équations  après  la  détermination  de  la  fonction,  et,  selon  qu'on 
voudra  admettre  la  supposition  accessoire  comme  suffisamment  exacte 
ou  non,  on  pourra,  à  volonté,  regarder  T  comme  étant  la  température 
absolue  ou  comme  étant  une  fonction  de  la  température  encore  à  dé- 
terminer; mais  je  crois  qu'on  pourra  adopter  la  première  manière  de 
voir  sans  hésiter. 
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EXTRAIT  D'UNE  LE!  TRE  ADRESSIŒ  A  M.  LIOU VILLE 

Pau  m    UEECII, 

Diredeur  de  l'École  impériale  du  Génie  maritime 


<i  Paris,  le  22  septembre  ii}J4 

»   Monsieur, 

«  Il  a  été  question  dernièrement  à  l'Institut  d'un  nouveau  système 
de  cartes  géographiques  de  M.  Babinet,  ayant  pour  objet  de  repré- 
senter la  vraie  surface  d'une  sphère  sur  un  plan.  Voyez  si  les  re- 
marques suivantes  que  cette  question  m'a  suggérées  peuvent  figurer 
dans  un  des  numéros  du  Journal  de  Mathématiques . 

I. 

»  En  désignant  par 

u  la   longitude  d'un   point  situé  sur  une  surface  sphérique  de 
rayon  i , 

t   la  latitude  du  même  point, 
et  en  considérant  un  élément  sphérique  compris  entre  deux  circonfé- 
rences méridiennes  u,  u  +  du,  et  entre  des  parallèles  t,  t  +  dt,  on  a 
pour  l'étendue  de  l'élément  sphérique  l'expression 

(  1  )  dS  =  du  dt  cos  t. 

»  Les  lignes  méridiennes  de  la  sphère  étant  supposées  représentées 
sur  un  plan  par  une  équation  de  la  forme 

(2)  tj;(j:,j)  =  M, 

et  les  parallèles  de  la  sphère  étant  supposés  représentés  par  une  autre 
équation  de  la  forme 

(3)  (p{x,j)  =  t, 

on    aura  à    concevoir   sur    le    plan   deux   courbes    consécutives   de 
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l'espèce  ^[l  et  deux  courbes  consécutives  de  l'espèce  (p  qui  compren- 
dront entre  elles  une  petite  étendue  parallélogrammique  généralement 
obliquangle. 

»  Les  variables  x,  y  étant  supposées  représenter  des  coordonnées 
rectangulaires,  il  ne  sera  pas  difficile  de  trouver  qu'une  telle  étendue 
|)arallélogranunique  correspondante  à  deux  accroissements  donnés 
./«,  dt  des  variables  indépendantes  u,  t  sera  mesurée  par  la  formule 

(i-i/  dij  d-i/  dnj 

dx   dy  dy  dx 

»  Cette  autre  expression  de  l'aire  rfS  devant  être  égale  à  celle  de  la 
formule  (i),  il  s'ensuit  que  la  détermination  générale  des  fonctions  ^,  o 
dépendra  de  la  résolution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

.'^\  ft-^  ''")    _     d^  d<f  _       I 


dx   dy  dy   dx  cos  t 

»  La  difficulté  sera  la  même  que  celle  dont  je  me  suis  occupé  si 
longuement  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Théorie  générale  des  effets 
dynamiques  de  la  Chaleur,  qui  remplit  les  cahiers  d'octobre,  novembre 
et  décembre  r853  de  votre  Journal  (tome  XVIII),  et  que  M.  Mallet- 
Bachelier  a  bien  voulu  ensuite  tirer  à  part  et  publier  comme  ouvrage 
séparé  :  là,  en  lieu  et  place  de  la  relation  (i),  je  me  servais  de  l'ex- 
pression plus  générale 

dS,z=q'V{f)-qT{t) 
(6)  ]        =T[t')f[t',u)du-T{t)f{t,u)du 

=^dudtjjr{t)f{t,u)]. 

»  Donc,  en  recourant  à  ma  Théorie  générale  des  effets  dynamiques 
de  la  Chaleur,  et  en  y  faisant 

ou,  ce  qui  reviendra  au  même, 

T  [t)f(t,  u)  ■=  sin  t,    ■ 
T{t)F{t,u)  =  usin  t, 
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et  en  remplaçant,  eu  outre,  c,  /;  par  x,  y,  il  n'y  aura  pas  une  seule 
de  mes  formules  eu  V[t]J  [t,  u)  cjui  ne  devienne  directement  appli- 
cable au  problème  de  pure  géométrie  de  M.  Babinet. 

II. 

»  Ainsi  d'abord,  d'après  la  formule  (10),  |)age  384  du  tome  XVIII 
de  votre  Journal,  la  question  à  résoudre  ne  sera  pas  autre  que  celle  qui 
consistera  à  rendre  luie  différentielle  exacte  une  relation  de  la  forme 

(7)  ^/B  =  sin  tdu  —  ydx, 

et,  d'après  la  formule  (m),  page  385,  il  faudra  qu'on  satisfasse  à  la 
condition 

,  „  ,  dy  dx         dr  dx 

8  ^- -f— =  cosif, 

^     '  dt  du         du  dt  ' 

OU  bien,  d'après  la  formule  (12),  page  387,  il  faudra  que  l'on  ait 

,     .  du  dt  du  dt  I 

^  "^  '  dx  dy         dy  dx         cos  t 

ce  sera  l'équation  (5)  de  tout  à  l'heure. 

»   Ou  bien  encore,  d'après  l'équation  (i3),   page  Sgo,  en  considé- 
rant x,  t  comme  variables  indépendantes,  il  faudrait  que  l'on  ait 

,      ,  dy         du 

10)  -f^  =  ^-  COS  t. 

^      '  dt  dx 

»  Dans  les  équations  (  19)  et  suivantes,  page  404?  on  devra  faire 
C  =  T  {t)F{t,  u)  =  fT[t)f{t,  u)du  =  /sin  tdu  =  nsin  t, 

ce  qui  fera  avoir  les  deux  relations  simultanées,  dites  complémentaires 
l'une  de  l'autre, 

(VB  =  sin  tdu  —  jdx. 


|r/B  =  s. 

^")  Ua  =  « 


cos  tdt  -\-  ydx. 


»  Au  lieu  de  celles-là,  on  pourra,  d'après  les  équations  (ig  his), 
page  4o5,  faire  usage  des  deux  relations  correspondantes, 

rfB,  =  sin  tdu  +  xdj, 


(  '2)  I    , .  ,  > 

[  d A,  =  u  cos  tdt  —  X  dy, 

Tome  \\    -  Mars  |!i55.  12 
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!es  quantités  A,  B,  A,,  B,  satisfaisant  aux  équations 

A,  =:  A  —  xj, 
(i3)  \  B,  =:B4-:rr, 

A,  +  B,  =  A  +  B  =:  C  =  M  sin  )!. 


Les  formules  (22)  et  (^3),  page  407»  "^  conduiront  pas  à  d'autres 
résultats  quand  on  y  fera 

R  =  r(«)F(«,  ?<)  =  Msiu^, 
Q=B. 


(ï4) 


»  Mais  l'essentiel  est  que,  d'après  les  résultats  généraux,  pages  5o6, 
507,  5o8  et  509,  on  satisfera  aux  conditions  (8),  (9),  (10),...  ci- 
dessus,  c'est-à-dire  que  l'on  résoudra  le  problème  de  M.  Babinet  dans 
son  entière  généralité  en  désignant  par  A  une  fonction  arbitraire  en 
JT,  t,  et  en  posant,  d'après  les  équations  [q],  page  5o6, 

/  dk  [x,  t)  

(i5)  j-^^--^' 

dt  ' 

OU  bien,  en  désignant  par  B  une  fonction  arbitraire  en  x,  u,  et  en 
posant,  d'après  les  formules  [a),  page  Soy, 

/  dh  [x,  u) 

\  7ÏÏ:  ~  ~"^' 

(16) 

rfB  (x.  II)  .  ' 

— V^ — -  =  sni  t. 

du 

»  Un  seul  et  même  état  de  choses  pourra  d'ailleurs  être  représenté 
par  les  formules  (1 5)  et  par  les  formules  (16),  pourvu  que  les  fonc- 
tions A,  B  soient  de  telles  natures  que  l'on  ait 

A  [x,  ^)  +  B  [x,  u)  =  u  sin  t. 

»  dette  relation  devra  se  réduire  à  une  pure  identité  quand  on  y 
subtituera  la  valeur  de  x  en  u  et  t  tirée  soit  de  la  deuxième  des  for- 
mules (i5),  soit  de  la  deuxième  des  formules  (16). 

En  d'autres  termes,  la  valeur  de  x  tirée  de  la  seconde  des  for- 
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mules  (i5)  et  la  valeur  de  x  tirée  de  la  seconde  des  formules  (16)  de- 
vront nécessairement  être  égales;  par  conséquent,  les  deux  expressions 

dklx,  t) 

-. — -  =  u  cos  t, 

dt  ' 

— -y-^ — -  =  sm  t, 
du  ' 

devront  être  deux  formes  différentes  dune  même  équation  générale 
entre  les  trois  variables  x,  m,  t. 

»  Je  suppose,  par  exemple,  que  l'on  me  donne  une  relation  quel- 
conque 

f  {x,  u,  t)  =  o. 

»  Cette  équation  étant  supposée  résoluble  par  rapport  à  u  et  par 
rapport  à  t,  je  puis  la  remplacer  soit  par 

u  =f,  {x,  t), 
soit  par 

t  =J^{x,  u); 

je  mets  la  valeur  de  u  dans  la  deuxième  des  formules  (i  5),  et  je  trouve 

dA(x,  t)  y   /         .\ 

d'où  je  conclus  ensuite, 

A(x,  f )  =  I    J,  {x,  t)  cos  tdt. 

>>  En  mettant,  au  contraire,  la  valeur  de  t  dans  la  seconde  des  for- 
mules (16),  je  trouve 

rfB  (x,  «)  ■      I    r  I  \\ 

— 5;r-  =  sin(/2(^,  ")), 

puis,  en  intégrant, 


B  (a:,  u)  =  j     sin  [f^  {x,  u)  )  du. 


Telle  sera  la  manière  de  trouver  les  deux  fonctions  correspondantes 
A,  B  dans  chaque  cas  pour  une  relation  donnée  quelconque 

/{x,  u,  0  =  0, 
entre  les  trois  variables  x,  «,  t. 


12.. 
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»  Quand  on  déterminera  les  dcMix  fonctions  correspondantes  A,  B 
de  cette  manière,  on  trouvera 

A  {ji\  ^)  +  B  (x,  a)  r=  /    y,  (.r,  t)  cos  t  dt  +    l     sin  [/.^  (x,  u)  ]  du, 

et  comme  la  variable  x  devra  être  regardée  comme  une  constante 
dans  chaciuie  des  intégrales  du  second  inendjre,  1  une  par  rapport  à  t, 
l'antre  par  rapport  à  m,  il  s'ensuit  que  le  résultat  sera  le  même  (jue  si 
l'on  avait 

A  (x, /) -I- B(x,  j<)  =  1     II  cos  t  di -h   j     smtdu, 

et  que  les  variables  t,  u  dépendissent  directement  l'une  de  l'autre 
d'après  la  relation  donnée 

f{x,f,u)=:0, 

dans  laquelle  on  regarderait  aussi  ,v  comme  une  constante. 

»  Or,  à  ce  point  de  vue,  i!  est  clair  que  le  second  membre  de 
l'équation  trouvée  se  réduira  à 

/      icd  {s\n  t)  +  I     s'm  t  du  ^   j  d{usmt), 

et  qu'enfin  on  aura 

A[:v,  t) -h  B[x,u)  =  iism  t.  c.   q.   f.    d. 

»  Le  même  procédé  de  calcul  servira  à  trouver  l'une  des  fonc- 
tions A,  B  quand  l'autre  sera  donnée;  car  au  moyen  de  celle  des 
fonctions  A,  B  qui  sera  donnée,  on  aura,  soit  d'après  la  seconde  des 
formules  (i5),  soit  d'après  la  seconde  des  formules  (i6),  une  relation 
déterminée  de  l'espèce 

f  [x,  u,  t)  =  o. 

»  Ce  n'est  pas  tout;  d'après  les  formules  ((/,),  («i),  page  607,  on 
résoudra  aussi  le  problème  en  posant 

(.7)  j-T^---- 

dl 
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ou  bien 


(18) 


'lB,{r,  u)  _ 
dy 


X, 


; -'      =     SU)    t., 

du 


et,  d'après  les  formules  (i 3)  ci-dessus,  on  aura  pour  tui  seid  et  même 
état  de  choses,  non-seulement 

A.  ( J,  0  +  B.  (7.  «)  =  "  siii  t, 
mais  encore 

A.(j,  t)  =  A(j:,  t)-  xy, 
Bi  (j,  ")  =  B(.T,  ?i)  +  o-j. 

»  La  manière  la  plus  naturelle  d'attaquer  la  question  sera  de  regar- 
der comme  donnée  l'une  des  équations (2),  (3),  par  exemple  l'équa- 
tion (3), 

»  En  supposant  ensuite  que  cette  équation  puisse  être  résolue  par 
rapport  à  l'une  des  variables  .r,  j>-,  on  aura,  dans  un  cas, 

et  dans  l'autre  cas, 

X  =  92(7,  0- 

»  Dans  le  premier  cas,  on  trouvera,  à  l'aide  de  la  première  des  for- 
mules (i  5), 


\{x,t)=j     (p,{x,t)dx, 


et  la  fonction  A  sera  connue. 

»  La  seconde  des  formules  (1 5)  deviendra 


I     ep,{x,  t)dx  =  ucos  t. 


et  il  ne  s'agira  plus  que  d'éliminer  la  variable  t  entre  cette  équation-là 
et  la  relation  donnée 

(p{x,j)  =  f, 
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pour  quoii  trouve  la  relation  cherchée 

»  Dans  le  deuxième  cas,  on  trouvera,  à  l'aide  de  la  première  des 
formules  [f]), 


A,  (j,  0=  -f    92{j,t)dj, 


et  la  fonction  A,  sera  connue. 

«  La  seconde  des  formules  (17)  deviendra 


et  il  ne  s'agira  plus  que  d'éliminer  la  variable  t  entre  cette  équation- 
là  et  la  relation  donnée 

({>(JC,J)  —  t, 

pour  qu'on  trouve  la  relation  cherchée 

»  En  regardant,  au  contraire,  comme  donnée  la  relation 
il  faudra  qu'on  tâche  de  la  mettre  sous  l'une  des  formes  équivalentes 

Dans  le  premier  cas,  on  trouvera,  à  l'aide  des  formules  (16), 
B(ar,  «)  =  —  /      <]^ ^  [jc ,  u)  dx , 

et,  en  substituant  dans  cette  dernière  la  valeur  supposée  donnée 
on  aura  la  relation  cherchée 

ç(x,jr)=  t 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  gS 

sous  la  forme 

?<  i^i  f)  =  sin  t. 
»  Dans  le  deuxième  cas,  on  trouvera,  à  l'aide  des  formules  (i8), 

çt,  en  substituant  dans  cette  dernière  la  valeur  supposée  donnée 
on  aura  aussi  la  relation  cherchée 

(p{x,jr)  =  t 

SOUS  la  forme 

<?<  C-^»  7)  =  si"  ^■ 

»  Tel  est  l'usage  qu'on  aura  à  faire  généralement  des  quatre  espèces 
de  formules(i5),  (16),  (17),  (18). 

III. 

»  S'il  était  question  d'appliquer  une  pareille  théorie  non  plus  a 
une  surface  sphérique,  mais  à  une  surface  elliptique  ou  à  une  autre 
surface  quelconque,  on  aurait  à  déterminer  préalablement  la  relation 

dS  =  dudtr{t,  m), 

qui  remplacerait  l'équation  (i)  ci-dessus. 

»  Puis,  en  considérant  qu'il  s'agirait  de  satisfaire  à  l'une  des  rela- 
tions 

dr  dx        dv  dx  ,  , 

dt   du         du  dt  \    ■>      n 

du  dt  dx  dt  i 

dx  dy         dy  dx         r(t,  u) 


dt 
du 
dx 


r{t,  m), 
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comme  dans  ma  Théorie  générale  des  effets  dynamiques  de  la  Cha- 
leur à  la  page  609  du  tome  XVIII  déjà  cité,  on  détfrminerait  la 
quantité 

R  {t,  u)  =  I  I  r{t,  u)dtdu, 

et  l'on  trouverait  la  solution  du  problème  à  l'aide  d'un  des  quatre 
groupes  des  formules 

rlAlx,  t] 


(q)     paee  5o6,    <' 

i  dJJjj:,  u)  _   _ 
\  dx  ~         J  ' 

[a]     paee  007,    , 

du  du  J       ^  ' 

dk^r,t)_ 


(7,)    page  507,    < 


r-^^'="-^ =/'•(',«)<'". 


'1".  h:  »)  _    .    _ 

■    j — •    -|-    ^, 

(a.)    page  Sot,    < 

dans  lesquelles  les  fonctions  A,  B,  A,,  B,  joueraient  précisément  les 
mêmes  rôles  que  dans  les  formules  (i  5),  (i6j,  (17),  (18  )  ci-dessus. 

»  Le  but  purement  algébrique  de  la  question  serait  de  rendre  une 
différentielle  exacte  soit  l'une  des  deux  formules  complémeiitair<>s 

iUB  =  '^^^^du-rdx, 
(19)        page  404,       <  .^,       ^ 

i     ,.  dRit,  u)     ,  , 

f  ^A  =  — y — -  dt  +  J  d.T, 

soit  l'une  des  formules  supplémentaires  de  celles-là 

/     ,„         r/R  (t,  u)    J  J 

dB,  = V— -  ""  +  -^  "J  > 

19  Ois]  page  4o5,       \ 

dt 


],iA-"'BhJ^cii  -xdr, 
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et  ce  but-là  serait  atteint  par  l'emploi  tic  l'uii  quelconque  des  quatre 
groupes  (les  formules  qui  précèdent. 

IV. 

»  Pour  faire  des  applications  simples  de  celle  théorie  générale  ,  je 
me  reporte  au  cas  d'une  sphère  et  je  suppose  que  l'on  veuille  faire 
en  sorte  que  tous  les  parallèles  de  la  sphère  soient  représentés  par  des 
droites  parallèles  à  l'axe  des  .r  sur  un  plan. 

»  La  question  ne  dépendra  alors  que  des  formules  (i5;,  (16), 
(17),  (18),  et  même  des  formules  (i  5)  seulement,  car  en  désignant  par 
k{t)  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  t,  il  faudra  que  ion  ait 

(A)  f=Ht), 

et  la  première  des  formules  (i5)  sera  directement  intégrable  par  rap- 
port à  X,  ce  qui  fera  trouver 

(B)  A{jc,t)  =  ock{t)-hk\{t), 

la  lettre  k,  .servant  à  désigner  ime  autre  fonction  arbitraire  de  t. 
))  En  différentiant  ensuite  la  fonction  A  par  rapport  à  t,  on  aura 

(i A  (x,  t)  1 ,  ,    \  !•    /   s 

-±^=:xk[t)+k,{t), 

et  en  substituant  cette  expression  de  la  dérivée  partielle  de  la  fonc- 
tion A  dans  la  seconde  des  formules  (i5),  on  trouvera 

,„,  cost         k\  [t) 

^^'>  ^  —  "■  ¥jT)  ~  ipjry 

»  Cette«expression  de  .r  et  la  relation  donnée 

r^k{t) 

formeront  la  solution  du  problème. 
»  Le  plus  simple  sera  de  faire 

k,{t)  =  o, 
et  alors  on  aura 

Tome  XX. —Mars  i855. 
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»  En  faisant,  en  outre, 

/.(«)  =  siii  ^ 

on  ti-oiivera 

j  =  sin  f. 

«  Cela  pourra  s'interpréter  en  disant  que  tous  les  |)oints  de  la  sphère 
devront  d'abord  être  transportés  dans  leurs  plans  méridiens  parallèle- 
ment à  l'équateur  sur  une  surface  cylindrique  circonscrite  à  la  sphère 
dont  les  génératrices  seront  perpendiculaires  au  plan  de  l'équateur,  et 
qu'ensuite  la  surface  cylindrique  devra  être  rabattue  sur  un  plan. 

»  Toutes  les  lignes  méridiennes  de  la  sphère  deviendront  des  droites 
perpendiculaires  à  la  droite  équatoriale  comme  dans  le  mode  de  pro- 
jection de  Mercator,  mais  les  ordonnées  y  seront  les  sinus  au  lieu  des 
tangentes  de  la  latitude. 

n  La  demi-sphère  détachée  par  un  plan  méridien  se  trouvera  repré- 
sentée par  un  rectangle  dont  la  hauteur  d'un  pôle  à  l'autre  sera  2  et 
dont  la  longueur  dans  le  sens  de  l'équateur  sera  le  nombre  n  =  3,i^i6. 

»  En  faisant 

k{t)  =  t, 
on  aura 

,r  =  it  cos  /, 

»  C'est  le  système  connu  de  Flamsteed. 

»  En  désignant,  dans  ce  cas-là,  par  t'  le  complément  de  la  lati- 
tude, on  aura  les  formules  équivalentes 

X  r=  usin  t\  , 

7  =  '.-'', 


et  quand  on  transportera  encore  l'axe  des  x  parallèlement  à  lui-même 

à  une  distance  ->  on  aura 
2 

X  :=  u  sin  t', 
»  Toutes  les  lignes  méridiennes  de  la  sphère  deviendront  des  sinu- 
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soldes  menées  par  deux  points  fixes  qui  représenteront  les  deux  pôles 
de  Ih  splière  à  une  distance  n  l'un  de  l'autre  sur  l'axe  des  j". 

»  La  hauteur  où  la  (lèche  de  chacune  des  sinusoïdes  sur  l'axe  des  x 
sera  égale  à  la  longituie  u  de  la  ligne  inéridieiuie  (|ue  représentera 
cette  sinusoïde  [et,  par  conséquent,  les  deux  sinusoïdes  qui  représen- 
teront les  deux  moitiés  d'une  circonférence  méridienne  de  la  sphère 
intercepteront  sur  l'axe  des  a:  une  distance  tt  égale  à  celle  qu'il  y  aura 
d'un  pôle  à  l'autre  sur  l'axe  des  j']. 

»  Donc,  quand  une  seule  des  courbes  sinusoïdales  aura  été  tracée, 
on  pourra  obtenir  chacune  des  autres  en  faisant  augmenter  ou  dimi- 
nuer toutes  les  abscisses  x  de  la  courbe  déjà  tracée  dans  un  rapport 
constant  égal  à  celui  de  la  longitude  de  la  courbe  cherchée  à  la  lon- 
gitude de  la  courbe  donnée. 

»  Ce  caractère  appartient  à  tous  les  autres  systèmes,  car,  quelle 
que  puisse  être  la  nature  de  la  fonction  k{t),  on  aura,  d'après  les 
formules  (D)  pour  deux  longitudes  différentes  m,  u'  à  une  même 
distance  j  de  la  droite  équatoriale, 

icos  t      '\ 
X  =  n 

comme  pour  les  sinusoïdes  dont  il  vient  d'être  question. 

»  Ainsi,  quand  une  courbe  inéi  idieinie  quelconque  sera  connue,  on 
pourra  tracer  autour  de  nouvelles  courbes  méridiennes  que  l'on  voudra 
en  partageant  chacune  des  abscisses  x  de  la  courbe  connue  en  un 
même  nombre  de  parties  proportionnelles . 

»  De  cette  loi  de  proportionnalité,  il  résulte  manifesteiiient  que 
l'axe  desj^  ne  pourra  rencontrer  quelque  part  l'une  des  courbes  méri- 
diennes sans  les  rencontrer  toutes  au  même  point. 

»  Je  dis  à  présent  que  In  courbe  méridienne  qui  devra  se  rapporter 
à  une  longitude  donnée  quelconque  u  sur  la  sphère  pourra  être  tracée 
arbitrairement  sur  le  plan  des  x,  j  pourvu  qu'elle  ne  se  confonde  ni 
avec  l'axe  des  j  ni  avec  une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

n  Je  suppose,  en  effet,  qu'une  relation  donnée  quelconque 

F(,r,  f  j  =  o 

i3.. 


^-'(0'  / 

x' 

II' 

> 

et, 

par 

su 

te, 

—  - 

cos  t      t 

I 

J- 

II 
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doive  être  l'éqiiatioii  de  la  courbe  méridienne  pour  luic  longitude 
donnée  u  sin*  la  sphère,  et  pour  aller  de  suite  au  plus  sin)ple,  je  sup- 
pose que  cetle  équation  puisse  être  mise  sous  la  (orme 

»  En  y  substituant  la  première  des  formules  (D),  je  trouve  la  con- 
dition 


■(0 
que  je  puis  mettre  sous  la  forme 

,  _  .  u  COS  t  lit 


=/(7], 


^     '  'If 

et  de  laquelle  ressortira  toujours  une  relation  parfaitement  déterminée 
entre  t,  /,  c'est-à-dire  entre  la  latitude  t  de  la  sphère  et  la  hauteur  j- 
par  laquelle  cette  latitude  devra  être  représentée  sur  le  plan  des  x,  j. 
»   Les  seuls  cas  exceptionnels  sont  ceux  où  l'équation  donnée 

F  {jc,j)  =  o 
serait  de  l'une  des  formes  particulières 

jc  r=  o,     7  =  constante. 

»  La  lettre  u  servant  à  désigner  une  constante  dans  l'équation  (G), 
cette  équation  sera  directement  intégrable,  et  l'on  trouvera 

"sin/  =  £  J[j)àj. 

»   Mais  l'intégrale  du  second  membre  ne  sera  pas  autre  chose  que 


£' 


et  représentera  l'aire  S  de  la  courbe  donnée  depuis  j-  ^^  o  jusqu'à  y. 

»  Donc,  en  supposant  que  l'aire  S  soit  connue  en  fonction  de  j", 
fût-ce  même  par  des  procédés  graphiques  de  quadratures  seulement, 
on  aura  la  relation  très-simple 

(H)  nsïnt  =  S=f,ir), 

au  moyen  de  laquelle  on  pourra  déterminer  les  latitudes  t  qui  corres- 
pondront à  toutes  les  hauteurs  j-  le  long  de  la  courbe  donnée. 
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»  Il  est  d'ailleurs  évideiil  (pic  du  moment  où  l'on  tracera  une  série 
de  courbes  n,  u',  etc.,  de  manière  qu'à  toute  commune  liautein-  j 
on  ait,  d'après  la  formule  iKj, 


X 

u 

— 

• — 

— 

X 

Il 

S' 

u' 

s" 

= 

u 

on  aura  aussi 

(I) 

et  que,  par  suite,  la  formule  (H)  fera  trouver  une  même  valeur  pour  /, 
n'importe  à  laquelle  de  ces  courbes  ou  voudra  l'appliquer. 

»  La  formule  (H)  n'est  enfin  que  l'expression  directement  évi- 
dente de  la  condition  initiale  du  problème;  car  le  terme  // sin  ^  du 
premier  membre  est  la  mesure  de  l'étendue  sphérique  comprise  entre 
les  deux  circonférences  méridiennes  o,  u  et  entre  les  deux  parallèles 
o,  t,  tandis  que  l'aire  S  du  second  membre  est  précisément  celle  par 
laquelle  on  s'était  proposé  de  représenter  une  telle  étendue  sphérique 
sur  le  plan  des  x,  y. 

»  De  plus,  on  voit  que  les  formules  (E),  (G),  (I)  continueront  de 
subsister  alors  même  que  la  tangente  à  la  courbe  donnée 

changerait  brusquement  de  direction  d'un  pointa  un  autre,  pourvu 
que  l'obliquité  de  cette  tangente  avec  l'axe  des  j-  ne  dépassât  j-imais 
mi  angle  droit  dans  le  sens  positif  comme  dans  le  sens  négatif. 

»  D'après  l'équation  (H),  on  ne  parviendra  à  représenter  la  surface 
entière  d'une  demi-sphère  depuis  l'équateur  jusqu'au  pôle  sur  le  plan 
des  ijc,  y  qu'autant  que  l'aire  S  le  long  de  la  courbe  donnée 

^  =  f\j] 

pourra  augmenter  jusqu'à  la  limite  u  qu'on  obtiendra  eu  faisant 
t  =  \T:. 

»  Puis,  quand  cette  condition  sera  remplie  à  une  certaine  hau- 
teur j',,  il  arrivera  que  pour  la  longitude  donnée  u  le  pùle  de  la 
sphère  se  trouvera  représenté  par  l'extrémité  de  l'abscisse  correspon- 
dante X.  de  la  courbe. 
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«  Il  faudrait  que  la  dernière  abscisse  x^  pour  une  aire  S,  égale  à  a 
fût  nulle  pour  que  le  pôle  de  la  sphère  pût  être  représenté  par  un 
point  siu'  l'axe  des  r  et  pour  que  ce  point-là  devînt  le  comnuui  point 
d'intersection  de  toutes  les  autres  courbes  méridiennes. 

»  Si,  au  lieu  de  me  donner  luie  courbe  méridienne  afin  de  me  faire 
trouver  la  loi  d'espacement  des  droites  parallèles  à  l'axe  des  x  pour 
les  différentes  valeurs  de  t,  on  me  donnait,  au  contraire,  la  loi  de  cet 
espacement  par  une  relation  de  la  forme 

(K)  t  =  -iij), 

j'en  déduirais 

et  en  différentiant   la  formule  (H),  ou  bien  en  remontant  à  la  for- 
mule (G)  qui  est  précisément  cette  différentielle,  j'aurais  à  l'instant 

/(j)  =  «/'(r)cos«, 

c'est-à-dire 

(L)  ■a^  =  Z(7)cosfx(j)j 

pour  l'équation  générale  de  toutes  les  coiu'bes  méridiennes  du  sys- 
tème. 

»  Le  tout  ne  dépendra  que  de  la  seule  équation  différentielle 

u  cos  t  dt  ^:^  X  dj, 

qui  elle-même  aurait  pu  être  regardée  comme  une  relation  directe- 
ment évidente  dès  le  début  de  la  question  qu'il  s'agissait  de  résoudre. 
»  Tel  est  le  plus  haut  degré  de  généralité  et  de  clarté  en  même 
temps  qu'il  soit  possible  de  donner  à  cette  théorie,  alors  que  les  pa- 
rallèles d'une  sphère  devront  être  représentés  par  des  lignes  droites 
parallèles  à  l'axe  des  x  sur  un  plan. 

V.. 

»  Une  courbe  méridienne  quelconque  pouvant  être  tracée  arbitrai- 
rement sur  le  plan  des  x,j^  et  toutes  les  autres  pouvant  ensuite  être 
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clédiiiles  île  celle-là  au  luoycti  d'une  simple  loi  de  proportionnalité 
entre  les  abscisses  correspondantes  x,  x'  à  toute  commune  hauteur  j-, 
rien  n'éinpéchera  de  tracer  tma  circonjércncp  de  cercle  d'un  rayon 
(juelcoiique  r  pour  représenter  la  courbe  méridienne  qui  devra  corres- 
pondre à  telle  longitude  détentnnéc  n  qu'on  voudra,  et  alors  toutes  les 
autres  courbes  méridiennes  seront  des  ellipses  qui  auront  deux  de 
leurs  sommets  aux  points 

J  =  +  i\    J=  -  r, 

où  la  circonférence  donnée  coupera  l'axe  des  j.  L'axe  horizontal  de 
ces  ellipses  sera  proportionnel  à  la  longitude  que  chacune  d'elles 
devra  représenter. 

»  Du  moment  où  il  n'y  aura  qu'une  seule  des  courbes  méridiennes 
qui  pourra  être  une  circonférence  de  cercle,  il  conviendra  naturelle- 
ment de  réserver  le  choix  de  la  forme  circulaire  pour  celle  des  courbes 
méridiennes  dont  la  lonsitude  sera 

U  =^  +  \n       ou        M  :=    —  i  71, 

et  alors,  en  cherchant  à  déterminer  l'aire  S  de  la  formule  (H)  dans 
cette  circonférence  d'un  rayon  égal  à  r,  on  sera  conduit  à  faire  usage 
de  la  relation  auxiliaire 

(M)  j  =  rsinô, 

au  moyen  de  laquelle  l'équation  (H)  se  réduira  à 

(N)  TTsin  «  =: -(aô  +  sin  20). 


»  Telle  sera  la  relation  des  latitudes  t  de  la  sphère  avec  les  angles  B 
par  lesquels  ces  latitudes  devront  être  représentées  à  l'entour  de  la 
circonférence  de  rayon  /•  sur  le  plan  des  .r,  j. 

»  La  formule  (N)  ne  donnera  des  valeurs  réelles  pour  Q  que  jus- 
qu'à la  limite  t  ^^  \n  qui  correspondra  aux  deux  pôles  de  la  sphère, 
et  à  cette  limite  on  trouvera  la  valeur  extrême  Q^  des  angles  0  par 
la  condition 

(O)  n  =  —  (20,  +  sin  2S,'|. 
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)i  Of  la  conclifioii  (O)  fei-a  trouver 

Ô|   <   1  TT,    )  (   '•   >   V'2, 

0,  =  -ttTI,  )     selon  qu'on  aura     l  r  =  y  2, 

0,  >  2  ^w  (  '■  <  v'2, 

c'est-à-dire  selon  que  la  surface  n r^  de  la  circonférence  de  rayon  /• 
surpassera,  égalera  ou  n'atteindra  jias  la  surface  2;:  de  la  demi-sphère 
de  rayon  1  qu'il  s'agira  de  représenter  sur  le  plan  des  Jc,j-. 

»  Dans  le  premier  cas,  toute  l'étendue  sphérique  de  rayon  i  se 
trouvera  représentée  dans  la  circonférence  de  rayon  r  de  chaque  côté 
de  l'axe  des  x  jusqu'à  une  distance  j,  =  rsin  0,  de  cet  axe  et  les  deux 
se<:meiils  reslanisde  la  circonférence  ne  serviront  à  rien. 

»  Dans  le  deuxième  cas,  toute  l'étendue  sphérique  remplira  entiè- 
rement la  circonférence  de  rayon  /■  et  les  deux  pôles  de  la  sphère  se 
trouveront  représentés  par  les  communs  points  d'intersection  de  toutes 
les  courbes  elliptiques  avec  l'axe  des  j'.  On  aura,  en  un  mot,  le  sys- 
tème qui  a  été  imaginé  par  M.  Babinet  et  dont  la  construction  dépen- 
dra d<'  la  résolution  de  l'équation 

(P)  71  sin  <  =  aô  -4-  sin  2  9. 

»  Dans  le  troisième  cas,  la  circonférence  du  rayon  r  ne  pourra  con- 
tenir toute  l'étendue  sphérique  de  rayon  i  qu'il  s'agira  de  représenter 
sur  un  plan,  mais  elle  en  contiendra  une  partie,  toute  celle  qui  s'éten- 
dra de  chaque  côté  de  l'équateur  jusqu'à  une  certaine  latitude  t  qui 
dépendra  de  la  condition 

iQ)  sni  t  —  —■, 

à  laquelle  on  sera  conduit  en  faisant  Q  =  \t!  dans  l'équation  (N). 

«  Les  deux  calottes  restantes  de  l'étendue  sphérique  de  rayon  i 
pourront  néanmoins  être  représentées  aussi  dans  la  circonférence  de 
rayon  r,  mais  d'une  manière  complètement  renversée  dans  les  deux 
segments  de  la  circonférence  qui  dépendront  de  la  valeur  9,  >  -^n  de 
la  condition  (O)  et  dont  chacun  aura  déjà  servi  à  représenter  une 
partie  de  l'étendue  sphérique  située  de  chaque  côté  de  l'équateur  de 
la  sphère  depuis  t  ^  o  jusqu'à  la  valeur  de  t  de  la  condition  (Q). 
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De  l'influence  des  diaphragmes  sur  la  grandeur  des  diamètres 

apparents  du  Soleil  et  de   la  Lune; 

Par  m.  Ernest  LIOÏI VILLE. 


Les  observations  du  temps  des  passages  des  étoiles, 'derrière  les  fils 
dont  se  compose  le  réticule  d'une  lunette  méridienne,  sont  sujettes  à 
une  erreur,  variable  d'un  astronome  à  l'autre,  mais  à  peu  près  con- 
stante pour  chacun  en  particulier,  du  moins  pendant  un  certain  inter- 
valle de  temps.  Cette  erreur,  connue  sous  le  nom  d'erreur  personnellr 
en  ascension  droite,  a  été  pour  M.  Arago  l'objet  de  j-echerches  très- 
remarquables  dont  on  peut  lire  le  résumé  dans  le  tome  XXXVI  des 
Comptes  rendus  de  L' Académie  des  Sciences,  page  276;  elle  est  la 
même  pour  toutes  les  observations  de  passage  d'étoiles  faites  par  le 
même  astronome,  et  disparaît  par  conséquent  lorsqu'il  ne  cherche 
que  des  différences  d'ascension  droite.  D'après  cela,  en  assimilant  les 
deux  bords  du  Soleil  à  deux  étoiles,  on  pourrait  être  porté  à  croire 
que  l'erreur  personnelle  disparaît  dans  l'estimation  du  diamètre  de 
cet  astre;  il  n'en  est  pourtant  pas  ainsi  :  l'erreur  n'est  pas  la  même 
aux  deux  bords;  et,  par  suite,  la  grandeur  apparente  du  diamètre  du 
Soleil  est  altérée.  Voilà  donc  une  nouvelle  classe  d'erreurs  person- 
nelles, sur  laquelle  un  beau  Mémoire  de  M.  Goujon,  présenté  A 
l'Institut  le  12  février  1849,   ^  ^^"^  l'attention  des  astronomes. 

Ayant  entrepris  de  déterminer,  par  le  temps  qui  s'écoule  entre  le 
passage  au  méridien  du  premier  et  du  second  bord  du  Soleil,  la  Ê;ran- 
deur  apparente  du  diamètre  de  cet  astre  a  sa  distance  moyenne  de  la 
Terre,  «  je  me  suis  aperçu,  dit  M.  Goujon,  après  avoir  discuté  un  cer- 
»  tain  nombre  d'observations,  que  chaque  astronome  avait  une  nia- 
»  nière  particulière  d'estimer  le  diamètre  du  Soleil;  qu'en  d'autres 
»  termes,  pour  chacun  d'eux,  la  différence  d'ascension  droite  entre 
»  les  deux  bords  n  était  pas  la  même  :  le  résultat  m'a  paru  assez  inté- 
»  ressant  pour  m'engager  à  continuer  mon  travail  afin  de  mettre  hors 
»  de  doute  cette  nouvelle  erreur  personnelle.  »  Le  Mémoire  de 
M.  Goujon  a  obtenu,  sur  un  Rapport  de  M.  Mauvais  en  date  du 
3o  mai  i85î,  l'approbation  de  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  XX   —  Avril  i8J5.  '   ( 
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Dans  ce  Rapport,  M.  Mauvais  examine  une  objection  (jucn  avait 
opposée  aux  conclusions  de  M.  Goujon,  et  pour  la  réfuter  il  donne 
quelques-uns  des  résultats  auxquels  nous  étions  arrivés,  M.  Charles 
Mathieu  et  moi,  dans  des  recherches  que  nous  avions  entreprises  (à  sa 
demande  et  à  celle  de  M.  Goujon  lui-même,  alors  retenu  par  d'autres 
occupations)  sur  l'influence  que  pouvaient  exercer  dans  l'estimation 
du  diamètre  apparent  du  Soleil  les  diaphragmes  avec  lesquels  les  as- 
tronomes ont  l'habitude  de  diminuer  l'ouverture  de  l'objectif  pour 
atténuer  l'ardeur  des  rayons  solaires  concentrés  au  foyer  de  la  lunette. 
Nous  avons  trouvé,  M.  Charles  Mathieu  et  moi,  par  des  observations 
à  l'équatorial  (auxquelles  j'avais  joint  quelques  résultats  plus  anciens 
obtenus  à  la  lunette  méridienne),  que  cette  circonstance  ne  fait  pas 
naître  d'erreur  nouvelle,  et  qu'il  faut  chercher  ailleurs  la  cause  de  la 
différence  qui  existe  entre  les  diamètres  du  Soleil  obtenus  par  divers 
astronomes. 

Je  suis  revenu  depuis  sur  ce  sujet;  et,  plus  tard  encore,  j'ai  étendu 
à  la  Lune  les  résultats  obtenus  pour  le  Soleil.  C'est  l'ensemble  de 
ces  recherches,  dont  une  partie  a  paru  déjà  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences  (séances  du  3o  mai  i853  et  des  6  février 
et  2  1  août  i854))  qne  je  vais  donner  ici. 

L  —  Observations  faites ,  avec  M.   Charles  Mathieu,  à  l'équatorial 

de  Gamhej. 

Si  l'on  diminue,  au  moyen  d'un  diaphragme,  l'ouverture  de  la  lu- 
nette employée  à  observer  ime  étoile,  cette  étoile,  au  Heu  de  demeurer 
un  point  brillant  d'où  paraissent  émerger  des  rayons  lumineux,  ac- 
quiert, au  contraire,  un  disque  d'autant  mieux  défini  que  l'ouverture 
a  été  rendue  plus  petite.  Mais  M.  Arago  s'est  assuré  [Annuaire  du  Bu- 
reau des  Longitudes  pour  iSSa,  page  499)  ^"^  '^  diamètre  apparent 
des  planètes  n'augmente  pas  comme  celui  des  étoiles,  quand  ces  astres 
sont  observés  avec  un  objectif  réduit.  En  est-il  de  même  pour  le  Soleil? 

Afin  de  résoudre  ce  problème,  nous  avons,  M.  Charles  Mathieu  et 
moi,  à  chaque  jour  favorable  du  mois  de  mai  i853,  observé  à  l'équa- 
torial de  Gambey  le  diamètre  du  Soleil,  avec  l'objectif  libre  de  loo  mil- 
limètres d'ouverture,  et  avec  des  diaphragmes  dont  l'ouverture  va- 
riait de  6o  à  12  millimètres.  Toutes  nos  séries  d'observations  ont  été 
faites  près  du  méridien  dans  le  but  de  nous  mettre  à  l'abri  des  erreurs 
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qui  auraient  pu  naiire  i\u  voisinage  de  l'horizon,  et  elles  ont  été  assez 
courtes  pour  qu'il  ne  fût  pas  nécessaire  de  tenir  compte  de  la  variation 
de  grandeur  du  diamètre  ap|iarent  du  Soleil  pendant  leur  durée;  nous 
avons  en  outre  renfermé,  le  plus  souvent,  chaque  observation  faite 
avec  un  diaphragme  entre  des  observations  faites  >ans  diaphragme. 
Je  me  bornerai  à  rapporter  nos  observations  du  5  mai  i853  : 


SANS    DIAPimAGME. 

Ouverture  :  loo  millimèlrcs. 

AVEC    DIAPHRACME. 

Ouverture  :  60  millimètres. 

Liouvillcv 

Mathieu. 

LiouviUo. 

Mathieu. 

Durée  du  passaye. . 
.         Moyenne 

2.12,70 
.2,87 
12,87 

2.12,33 
.2,44 

i2,36 
12,44 

2. 12,80 
12,83 
12,84 

2. 12, i3: 
12,43 
I2,3o 
12,44 

2. 12,81 

2 . I 2 , 39 

2. 12,82 

2. 12,33 

On  voit  que  mon  estimation  du  diamètre  du  Soleil  observé  avec  ou 
sans  diaphragme  surpasse  celle  de  M.  Charles  Mathieu  dans  les  mêmes 
circonstances.  Il  en  a  été  ainsi  dans  toutes  nos  séries  :  mes  diamètres 
sont  généralement  plus  grands  que  ceux  de  M.  Charles  Mathieu  de  3 
à  4  dixièmes  de  seconde. 

Cette  différence  permanente  entre  l'estimation  du  diamètre  du  So- 
leil par  deux  astronomes  opérant  au  même  instant  et  dans  des  condi- 
tions identiques  confirme  d'abord  d'une  manière  frappante  la  réalité 
de  Terreur  personnelle  dont  M.  Goujon  s'est  occupé.  Mais  de  plus  on 
voit  que  l'emploi  des  diaphragmes  ne  joue  ici  aucun  rôle  sensible.  La 
différence  entre  mes  deux  diamètres  observés  avec  et  sans  diaphragme 
dans  la  série  citée  plus  haut  n'est  que  de  +  o%oi,  et  pour  M.  Charles 
Mathieu  de  —  o*,o6,  ou  o',oo  en  ne  tenant  pas  compte  de  l'obser- 
vation marquée  douteuse;  il  ne  s'agit  plus  ici  que  de  centièmes  de 
seconde. 

Le  tableau  suivant  offre  du  reste  la  comparaison  des  diamètres  que 
nous  avons  obtenus  avec  diverses  ouvertures  ;  il  contient,  pour  chaque 
diaphragme,  la    moyenne  des  différences  entre  le  diamètre  observé 

i4.. 
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avec  ce  diaphragme  et  le  diamètre  D  trouvé  au  mcine  moment  sans 
diaphragme. 


OI:VF.RTi;UE. 

DURÉE    DU    l'ASS.VGE    OUSERVL. 

C.  Mathieu. 

E.  Liouvillc 

100  millimètres. 
60  millimètres. 
4i    millimètres. 
24  millimètres. 
12  millimètres. 

D 

D  —  0,08 
D  +  0,01 
D  +  0,07 
D  -f-  0,02 

D 
D  —  o,o3 
D  — o,o5 
D  — o,o5 
D  H-  0 ,  00 

Premier  diaphragme 

Deuxième  diaphragme 

Troisième  diaphragme 

Quatrième  diaphragme 

Ces  petites  différences  entre  les  durées  de  passage  obtenues  avec  les 
diverses  ouvertures  n'offrent  aucune  continuité;  elles  restent,  d'ail- 
leurs, dans  les  limites  des  erreurs  accidentelles  d'observation.  Il  ré- 
sulte donc  de  nos  expériences,  que  les  diaphragmes  n'ont  point  d'in- 
fluence sensible  sur  la  grandeur  apparente  du  disque  du  Soleil,  du 
moins  tant  que  l'on  se  renferme  dans  les  limites  qu'exigent  la  netteté 
de  l'image  et  la  possibilité  de  l'observation  complète. 

TI.  —  Observations  faites  à  la  lunette  méridienne  de  Gambej. 

J'ai  désiré  cependant  soumettre  à  uiie  nouvelle  vérification  les  ré- 
sultats précédents,  oti  plutôt  j'ai  voulu  continuer  un  travail  que  j'avais 
entrepris  sur  le  même  sujet  dès  le  mois  de  mars  i853.  Cette  fois,  je 
me  suis  servi  de  la  lunette  méridienne  de  Gambey  et  des  deux  dia- 
phragmes qui  y  sont  attachés,  dont  les  ouvertures  sont  respective- 
ment de  71  et  35  millimètres,  l'objectif  libre  ayant  i5a  millimètres. 
Les  observations  méridiennes  étant  susceptibles  d'une  bien  plus  grande 
précision,  j'en  ai  préféré  l'emploi,  quoiqu'elles  ne  me  permissent  plus 
de  faire  usage  d'un  nombre  aussi  varié  d'ouvertures. 

Afin  d'éliminer  autant  que  possible  les  erreurs  qui  pouvaient  pro- 
venir d'un  changement  dans  ma  manière  d'estimer  le  diamètre  du 
Soleil,  j'ai  eu  soin  d'entremêler  les  observations  faites  sans  dia- 
phragme et  celles  faites  avec  les  ouvertures  de  35  et  71  millimètres. 
Le  diamètre  du  Soleil  observé  avec  l'objectif  libre  m'a  servi,  comme 
précédemment,  de  terme  final  de  comparaison;  mais  pour  ramener  à  ce 
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diamètre  normal  les  diamètres  obtenus  avec  les  deux  diaphragmes,  j'ai 
employé  comme  intermédiaire  les  durées  de  passage  du  diamètre  du 
SoleU  au  méridien  inscrites  poiu-  chaque  jour  de  Tannée  dans  \v  J\a/i' 
tical  Jlmanac  ;  j'ai  pu  le  faire  sans  inconvénient,  le  diamètre  déduit 
de  mes  obseivations  étant  le  même,  à  deux  centièmes  de  seconde 
près.  Voici  d'ailleurs  le  détail  de  ces  comparaisons  de  diamètres  direc- 
tement observés  aux  diamètres  calculés  dans  l'éphéméride  anglaise  : 

SANS  DIAPHRAGMP:  (Ouverture:   iSa  millimùtiTs). 


DURÉE 

L..\ChS 

DATES. 

du 

iS'uutlctil  Almanac. 

de  la  première  valeur 

passage  ol)sorvu. 

sur  la  deu.xième. 

m     » 

m      s 

i853.   Mars     27 

2.     8,90 

2.     8,90 

0,00 

Avril       4 

2.     9,16 

2.     9,08 

+   0,08 

'9 

2. .0,48 

2. 10,42 

-+-   0,06 

Mai        5 

2 . 12,62 

3.12,72 

—   0,10 

i5 

2.14,44 

2.14, 38 

-H   0,06 

Sept.    20 

2.     8,24 

3.  8,.4 

H-    0,  10 

21 

2.     8,24 

2.  8,16 

+    0,08 

Oct.        9 

2.     9,46 

2.  9,62 

—  0,  i6 

10 

2.     9,64 

2.  9,76 

—    0,  12 

i4 

2. 10, 3o 

2.io,36 

—  0,06 

21 

2.  Il  ,5?. 

2.  M, 58 

—  0,06 

22 

2.11,58 

2..., 78 

—  0,20 

25 

2 . I 2 , 3o 

2.12,38 

—  0,08 

26 

2 . 12,52 

2.12,60 

—  0,08 

27 

2.12,82 

2. 12,82 

0,00 

3o 

2.. 3, 56 

2.13,48 

-H  0,08 

Nov.      5 

2. i5, 12 

2.14,86 

+  0,26 

12 

2. 16, 58 

2. 16,54 

+  0,04 

25 

2. 19,64 

2.19,48 

-H   0,16 

Dec.     20 

2.22,49 

2.22,56 

—   0,07 

29 

2.22,70: 

2.22,38 

+   0,32; 

3i 

2.22,32 

2.22, 24 

+   0,08 

1854.   Janv,    16 

2 . 20 ,02 

3,  .  20  ,  00 

■+-   0,02 

26 

2.17,90 

3.17,88 

Moyenne.  . 

+   0,02 

=    -t-  0,02 
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PREMIER  DIAPHRAGME  (Ouverture  :  71  millimètres). 


ninÉE 

EXCK.S 

DATES. 

du 

ISliuticiil  Almanac . 

de  la  première  valeur 

passage  observé. 

sur  la  deuxième. 

m        s 

m      s 

â 

i853.  Mars,      i 

2. 10,68 

2. 10,78 

—    0,  lO 

10 

2.  9,86 

2.     9,68 

■+-  0,18 

II 

2.  9,60 

2.    9,58 

+  0,02 

12 

2.   9,32 

2.    9,48 

—  0,16 

18 

2.   8,94 

2.     9,08 

—  o,i4 

'9 

2.   9,02 

2.    9,04 

—  0,02 

20 

2.   9,04 

2 .     9 , 00 

-f-  0,04 

22 

2.   8,98 

2.     8,94 

-t-  o,o4 

28 

2.   8,94 

2 .   8 ,  90 

+  o,o4 

29 

2.   8,92 

2.     8,92 

0,00 

3o 

2.   8,94 

2.     8,92 

-1-    0,02 

Mai      27 

2. 16,04 

2 . 1 6 , 20 

—    0,  16 

Juin     i4 

2.17,88 

2. 17,82 

-)-    0,06 

16 

2.17,82 

2.17,88 

—    0,06 

17 

2. 18,00 

2.17,92 

-t-    0,08 

Juin.    1 

2.17,72 

2.17,54 

+  o,.8 

6 

2. 16,98 

2.17,10 

—   0,12 

7 

2. 17,22 

2.17 ,00 

-h    0,22 

24 

2. i4,6o 

2.  14,62 

0,02 

27 

2. i4,i6 

2. 14,12 

■+-    0,04 

3i 

2. i3,44 

2.13,44 

0,00 

Août      2 

2.i3,i8 

2.i3,o8 

-+-    0,10 

4 

2. 12,66 

2.12,74 

0,08 

7 

2. 12,12 

2. 12,22 

0,10 

8 

2. 12,02 

2.12 ,06 

—  o,o4 

10 

2.11,94 

2.11,74 

-+-  0,20 

1 1 

2.11,78 

2 . I I , 56 

-!-  0,22 

Sept .      3 

2.  8,72 

2.   8,64 

-4-   0,08 

fi 

2.  8,43 

2.   8,42 

+   0,01 

10 

2.  8,3o 

2.  8,24 

-f-   0,06 

1 1 

2.   8,22 

2.  8,20 

H-  0,02 

12 

2.  8, 10 

2.  8,16 

—  0,06 

i3 

2.  8,20 

2.  8,14 

+   0,06 

i5 

2.  7,86 

2 .     8,12 

—  0,26 

16 

2.  8,26 

2.     8,10 

-f-  0,16 

'7 

2.  8,00 

2 .     8,12 

—   0,12 

18 

2.  8,16 

2.     8,12 

-f-  o,o4 

•4 

2.  8,18 

2       8,14 

-t-  o,o4 

2.  8,12 

2.     8,26 

—  o,i4 

Dec .     25 

2.22,76 

2.22,54 

Moyenne. 

-1-  0,22 

=  +  0,01 

« 
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SECOND  DIAPIIRAGMK  (Ouverture:  35  millimètresl. 


I  1  I 


• 

DATES. 

UUIIEE 

du 

Ndutical  Almanac. 

EXCÈS 

d(-'  la  première  valeur 

passade  observé. 

sur  la  deuxième. 

i853.   Avril   24 

m       s 
2.11,12 

m      s 

2.11,08 

s 
+    0,04 

25 

2.  I  1  ,  16 

'T> 

I  I  ,  22 

^    0,06 

3o 
Mai      1 3 

2. 1 I ,98 

2.. 4, 08 

0 
0 

"'94 
14,06 

-h    0,04 
-1-    0,02 

23 

Oct.     23 
24 

2.i5,68 

2. 11,98 

2. r2, 18 

2 

2 
2 

i5,64 
11,98 
12,18 

-4-0,04 
0,00 
0,00 

Nov.       I 

4 

2. 13,98 
2.14,82 

2 
2 

'3,94 
14,62 

-t-  o,o4 
+  o,ao 

9 

2. 16,00 

2 

15,82 

-1-  0,18 

'7 
Dec.       2 

2.17,58 
2.20,76 

2 
2 

17.72 
20,80 

—  o,i4 

—  o,o4 

3 
1854.   Janv.  25 

2.21 ,16 

2,17,74 

2 
2 

20,96 
18,10 

-t-  0,20 
—  o,36 

Moyenne. 

:=    -f-    0,01 

Le  diamètre  du  Soleil  à  sa  distance  moyenne  de  la  Terre,  adopté 
dans  le  Nautical  Jlmanac,  étant  de  2'"8%24,  il  s'ensuit  que  ce 
même  diamètre  déduit  de  mes  observations  à  la  lunette  méridienne 
de  Gambey  est  de  : 


IIL'VERTURE. 

IIIAMETRE 

du 
Soleil. 

NOMBRE 

des 
observations. 

Sans  diaphragme 

Premier  diaphragme 

Second  diaphragme 

i52  millimètres. 
71   millimètres. 
35  millimètres. 

m   s 
2.8,26 

2.8,2.5 

2.8,25 

24 
40 

•4 

La  différence  entre  ces  nombres,  ^  de  seconde,  est  de  l'ordre  des 
quantités  dont  on  ne  peut  répondre. 
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Il  résulte  de  là,  comme  nous  l'avions  déjà  conclu,  M.  Charles 
Mathieu  et  moi,  de  nos  observations  à  l'éqnatorial  de  Gaml)ey,  que 
l'emploi  des  diaphragmes  n'introduit  pas,  pour  chaque  astrogome. 
une  enetu-  nouvellt!  dans  l'estimation  du  diamètre  du  Soleil,  et  que, 
par  conséquent,  on  ne  saurait  attribuer  à  cette  cause  la  différence 
qui  existe  entre  les  diamètres  de  cet  astre  conclus  d'observations  faites 
par  divers  astronomes. 


III.  —  Observations  faites  sur  le  disque  de  In  Lune  avec  l'équatorial 

de  M.  Briinner. 

Après  avoir  quitté  l'Observatoire  de  Paris  (par  suite  de  la  mort  de 
M.  Arago  et  de  la  nouvelle  constitution  de  cet  établissement  scienti- 
fique), j'ai  voulu,  pour  compléter  mon  travail,  étendre  à  la  Lune  les 
expériences  que  j'avais  faites  sur  le  Soleil.  A  cet  effet,  j'ai  employé  une 
lunette  équatoriale  de  io4  millimètres  d'ouverture,  que  M.  Brunner 
a  bien  voulu  mettre  à  ma  disposition.  Les  deux  diaphragmes  dont  je 
me  suis  servi  avaient  respectivement  71  et  35  millimètres  d'ouverture. 

Ne  pouvant  que  dans  des  circonstances  exceptionnelles  opérer  sur 
le  disque  entier  de  la  I^une,  j'ai  mesuré  la  distance  d'une  tache  à  l'un 
des  bords,  avec  et  sans  diaphragme.  J'ai  eu  soin,  d'ailleurs,  de  ren- 
fermer les  observations  faites  avec  l'un  des  diaphragmes  entre  des  ob- 
servatiotis  faites  à  l'aide  de  l'objectif  libre,  et  de  ne  comparer  les 
mesures  de  distance  d'une  tache  au  bord,  prises  avec  luie  ouverture 
réduite,  qu'aux  mesures  obtenues,  à  la  même  époque,  sans  dia- 
phragme. Ces  expériences,  répétées  pendant  les  mois  de  juin,  juillet 
et  août  18J47  m'ont  donné  les  résultats  suivants  : 


OIVEBTIRE. 

IIIRÉE 

du 

passage. 

SOMBRL 

des 
observations. 

Sans  diaphragme 

Premier  diaphragme 

Second  diaphragme 

io4  millimètres, 
■ji    millimètres. 
35  millimètres. 

D 

s 

D  —  0,01 
D  -f-  0,01 

55 
36 
34 

H 


r  ;  .1 
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Ainsi,  pour  la  Eunt'  coiiitiie  pour  le  Soleil,  les  différences  sont  de 
l'ordre  des  quantités  dont  on  ne  peut  répondre,  et  l'influence  des 
diaphragmes  est  insensible. 

J'ajouterai,  pour  donner  une  idée  de  la  précision  k  laquelle  on 
peut  arriver  avec  l'équatorial  de  M.  P>riu]ner,  les  observations  faites 
le  5  juin  i854  à  l'aide  de  cet  instrument  : 


SANS    DIAPIIKACME. 

AVEC    DIAIMIRACME. 

OiivcrUiro  :  io4  millimètres. 

Ouverture  :  .V>  millimètres. 

m        s 

1.33,44 

m       s 
I .33,17 

1   33,20 

1.33,36 

Durée  du  passage    . 

i.33,a7 

I .33,3o 

1 .33, 10 

I .33,20 

Moyenne 

1.33,47 

I .33,40 

I .33,3o 

I .33,29 

En  résumé,  les  diamètres  apparents  de  la  Lune,  du  Soleil  et  des 
planètes  ne  changent  pas  quand  on  les  observe  avec  une  lunette  à 
ouverture  réduite;  les  diamètres  apparents  des  étoiles  augmentent,  au 
contraire. 


IV.  —  Observations  micrometriques. 

Dans  tontes  les  observations  sur  le  diamètre  du  Soleil  et  de  la  Lune 
que  nous  avons  rapportées  jusqu'ici,  on  s'est  servi  du  temps  comme 
mesure;  je  dois  maintenant  ajouter  que  des  observations  micromé- 
triques sur  chacun  de  ces  astres  m'ont  donné  les  mêmes  résidtats. 
Ayant  placé,  lorsque  l'objectif  de  la  lunette  était  entièrement  libre,  le 
centre  d'une  tache  du  Soleil  ou  de  la  Lune  sous  le  fil  mobile  de 
l'équatorial,  et  rendu  un  des  bords  tangent  extérieurement  au  fil  fixe, 
j'ai  reconnu  que  le  bord  ne  .s'éloignait  point  du  fil  lorsque  l'ou- 
verture de  la  lunette  était  réduite  ensuite  au  moyen  d'un  diaphragme  ; 
l'emploi  de  ce  diaphragme  ne  dimiiuiait  donc  pas  la  distance  de  la 
tache  au  bord.  Rendant  libre  de  nouveau  l'objectif  de  la  huiette,  et 
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laissant  passer  un  simple  point  lumineux  de  l'autre  côté  du  fil  fixe 
(le  fil  mobile  cachant  toujours  le  centre  de  la  tache),  j'ai  constaté 
également  que  le  point  lumineux  ne  s'agrandissait  pas  lorsqu'on  pla- 
çait un  diaphragme  sur  l'objectif;  ainsi  ce  diaphragme  n'augmentait 
pas  la  distance  de  la  tache  au  bord  :  mais  nous  venons  de  dire  qu'il  ne 
la  diminuait  pas  non  plus  ;  il  n'exerçait  donc  aucune  influence  sur 
cette  distance,  ni,  par  conséquent,  sur  la  grandeur  apparente  du 
diamètre. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  1 1  '5 
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Sur  une  formule  pour  les  différentielles  à  indices  (juelconques, 
à  l'occasion  d'un  Mémoire  de  M.   Tortolini  ; 

Par  m    .1    Lion  VILLE 


Dans  le  xxi*  cahier  du  Journal  de  V Ecole  Polj technique,  et  plus 
tard  au  tome  XII  du  Journal  de  M.  Crelle,  j'ai  donné  la  formule 
suivante  : 

(i)  r  (f  [x  +  a)  af-'  da  =  (-  if  r  (/j.)  [''  f  (.r)  da:'\ 

où  l'indice  (j.  peut  avoir  une  valeur  positive  quelconque,  et  même  une 
valeur  imaginaire  dont  la  partie  réelle  soit  positive.  J'établis  l'équa- 
tion (i)  de  plusieurs  manières,  mais  sous  la  condition  que  dans  le 
développement  de  9  (x)  en  exponentielles  les  exposants  soient  négatifs, 
ou  du  moins  aient  tous  leur  partie  réelle  négative,  de  sorte  que  dans 
l'équation 

f{x)  =  '^Ae-''-,     ■ 

qui  exprime  ce  développement,  toutes  les  quantités  a  doivent  être  de 
la  forme 

a  =  p-hq\'—i,     p  >  o. 

On  se  rappelle  que  je  définis  les  différentielles  et  les  intégrales,  à 
indice  quelconque  [x,  d'une  fonction  j-  de  la  variable  indépendante  x, 
au  moyen  du  développement  de  cette  fonction  en  série  d'exponen- 
tielles. Ayant 

j=^A^e'"% 

je  pose 

i5.. 


iiG  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

et 


Cotte  définition,  qui  repose  snr  la  considération  des  séries,  a  sans 
rionte  ses  inconvénients,  que  je  connais  fort  bien.  On  a  pu  et  on  pourra 
en  présenter  d'autres,  et  dès  lors  arriver  à  des  résultats  en  apparence 
différents  des  miens,  sans  que  j'aie  le  droit  ni  la  pensée  de  m'en  étonner. 
Peut-être  reviendrai-je  moi-même  un  jour  sur  ce  sujet  en  me  plaçant  à 
im  point  de  vue  tout  différent  de  celui  sous  lequel  je  l'ai  envisagé 
d'abord.  Mais  ou  doitdu  moins recoiH)aî(re  qu'en  prenant  pour  point  de 
départ  les  séries  d'exponentielles  on  a  étendu,  sans  en  altérer  en  rien  la 
pureté,  la  belle  analogie  des  puissances  et  des  différences  que  d'autres 
notions  amoindriraient  peut-être  ou  rendraient  en  tout  cas  moins  in- 
tuitive, moins  évidente.  N'est-ce  pas  du  reste  à  l'occasion  de  cette  ana- 
logie, qu'il  venait  de  découvrir,  que  Leibnitz  a  songé  aux  différen- 
tielles a  indices  quelconques?  Et  n'est-ce  pas  sur  l'exponentielle  e'"-^ 
qu'il  en  a  donné  un  premier  exemple,  en  présentant  p'"^  m''  comme 
étant,  quel  que  soit  p.,  la  différentielle  à  indice  p.  ou  l'intégrale  à  indice 
—  ju  de  cette  exponentielle?  Je  l'affirme  sans  hésiter  :  c'est  en  conser- 
vant ainsi  les  grandes  liaisons  des  choses  qu'on  se  prépare  des  mé- 
thodes propres  à  l'invention,  ou  tout  au  moins  des  inductions  sui- 
vies et  puissantes,  auxiliaires  souvent  indispensables  des  méthodes  ri- 
goureuses, et  qu'on  ne  doit  pas  dédaigner,  même  en  mathématiques, 
dussent  les  résultats  auxquels  on  est  ainsi  conduit  avoir  parfois  besoin 
d'iuie  vérification  a  posteriori  qu'on  demandera  à  d'autres  procédés. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'équation  (i)  est  une  conséquence  immédiate  de 
ma  définition  des  intégrales  à  indice  p..  Ayant 


?(-^)=2^' 


avec 


a  =  p  -h  qsj—  1-,     p  >  o, 
et  la  partie  réelle  de  p  étant  positive,  j'en  conclus 

/      f  (.r  -(-  a)  al'-'  da  =y  Ae~"-^"  /      e—""-  c/.i'-'  da. 
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Mais 


J/»cc 
0 


g-nct  (3j,«-i  dff 


r(f*l 


Donc 

(p  (a:  +  a)  a/'-'  <-/a  =:  r(p.)^  •'^~r" 

Et  puisque,  par  la  définition, 

ffl  (x)  dx!^  =  7  A  — 5 

il  s'ensuit  finalement, 

^  (a:  +  a)  a."—'  dr/.  —  ^—  i)''"  T  (|Jt.)   1      ç  (x)  rfx'"'; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Si,  en  supposant  toujours 


a  —  p  +  q\j—\,     p  >  o, 
on  considérait  luie  fonction^  (.r)  se  développant  en  série  sous  la  forme 

où  la  partie  réelle  des  exposants  est  positive,  la  même  méthode  donnerait 

/(.r)^x."=;SAÎ,, 


et 


f{x  —  Ci)  a."-'  da.  =  Y  Ae"-^'  /      e-""  a''-'  da, 
c'est-à-dire 

par  suite 

(2)  r^  f{x  -  a)  a."-  da^T  {p.)f'\f{x)  dx". 

La  formule  (2)  est  le  complément  naturel  de  la  formule  (1).  Je  n'avais 
donné  que  la  formule  (i)  dans  les  Mémoires  déjà  cités;  elle  suffisait 
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aux  applications  que  j'avais  en  vue.  Mais  M.  Alfred  Serret  ajaiit  en 
besoin  de  la  formule  (a),  dans  des  recherches  sur  l'intégration  de  cer- 
taines équations  différentielles,  l'a  démontrée  (au  tome  IX  du  présent 
Tournai,  page  aoj)  comme  je  viens  de  le  faire,  c'est-à-dire  comme 
j  avais  démontré  auparavant  la  formule  (i)  dans  le  Jour/m/  de  l Ecole 
Poly/cchnhjiie  ;  ce  dont  il  a  eu  du  reste  soin  d'avertir.  Au  surplus,  on 
fait  coïncider  la  formule  (2)  avec  la  formule  (1),  en  remplaçant  /{Jc) 
par  (û  {—  x),  puis  .v  par  —  jc. 

Dans  un  intéressant  travail  sur  les  intégra  les  générales  de  quelques 
équations  aux  dérivées  partielles  à  coejjicients  constants,  qu'il  a  inséré 
dans  la  seconde  partie  du  tome  XXV  des  Mémoires  de  la  Société  ita- 
lienne résidente  à  Modene,  et  dont  il  m'a  fait  l'honneur  de  m'envoyer 
un  exemplaire  que  je  recois  à  l'instant,  M.  Tortolini  s'est  proposé  (n"  16) 
de  tirer  de  l'analogie  des  puissances  et  des  différences  une  formule 

propre  à  exprimer  l'intégrale  à  indice  -  d'un  fonctiony  (x).  En  dési- 
gnant cette  intégrale  par  m,  de  manière  que  pour  nous 

I 

_  1 

U  =:    I      f\^)  dx'^, 

M.  Tortolini  arrive  à  la  formule  suivante  : 

OÙ  l'intégration  de  —  ce  à  +  ce  est  relative  à  j,  ce  qui  permet 
d'écrire  aussi 

M.  Tortolini  compare  ensuite  son  résultat  à  celui  que  donnerait 
ma  formule  (i)  en  y  posant  p.  =  -■,  et  il  observe  qu'il  y  a  désaccord. 


ce  que  la  présence  du  facteur  \J  —  i  provenant  de  (—1)''  '"^'id  de  suite 
évident.  Mais  M.  Tortolini  ne  parle  pas  de  la  formule  (2),  et  c'est 
pourtant  de  celle-là  seule  qu'il  aurait  dû  rapprocher  la  sienne  d'après 
les  conditions  implicitement  imposées  à  la  nature  de  la  fonction  / 
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par  son  analyse.  Or  pour  p.  =  -i  la  formule  [o.)  nous  donne 


/J  {x)'  dx'        ou       M  =    -—    1       j\x  —  rj.) 
Vît  Jn 


d-j. 

\JTi  Jn  y'a 

puisque 

r  (1)  =  v'î; 

et  c'est  précisément  à  cela  que  se  réduit  la  formule 

2 

7 


"  =  ^X^X"^~^'-^("-4^)^'-^^''- 


Posez  en  effet 


et  cette  formule  deviendra 

M  =  —  /       /      e->7  (  Jr  -  a)  •'-^'  r//; 

l'intégration  relative  à  j^  s'effectue  alors,  et  comuie 


on  a  définitivement 

\/nJo  \'JL 

comme  ci-dessus. 

Voici  du  reste  en  deux  mots  la  méthode  de  M.  Tortoiini  :  je  rem- 
place à  mon  ordinaire  l'analogie  des  puissances  et  des  différences  par 
la  considération  équivalente  du  développement  en  série  d'exponen- 
tielles. On  a 

r 

-  1 

/(.r)=2Ae-       pf{x)dx^  =2^^^- 

Mettez  pour  —  sa  valeur  déduite  des  deux  équations 
S" 

va       Jo  V îT  J—  oc 
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qui  donnent 

ar- 

y/n         V7T  i/o     J—  03 

et  la  formule  de  M.  Tortolini  s'ensuivra,  mais  sous  l'hypothèse  visi- 
blement nécessaire  que  a  soit  de  la  forme 


p  +  cjsj—i,     p>o. 

Celte  méthode  ne  diffère  de  celle  qui  donnerait  la  formule  [i)  pour  le 
cas  de  /x  =  -5  qu'en  ce  que  M.  Tortolini  a  employé  une  valeur  de 

-pcn  intégrale  double,  tandis  que  nous  avons  pris  la  valeur  en  inté- 
grale  simple, 


Ja         Vit  Jo 


Q —  ua.  , 

yfl         \7r  Jo  ya 


En  résumé,  la  formule  de  M.  Tortolini  s'accorde  parfaitement  avec 
nos  prmcipes,  ou  plutôt  elle  en  découle,  et  cela  devait  être,  puisque 
le  point  de  départ  de  l'habile  géomètre  italien  est  au  fond  le  même 
que  le  nôtre. 


J 
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Remarques  sur  la  théorie  des  lignes  de  courbure,  et  spécialcmeut 
sur  la  plus  courte  distance  des  deux  normales  infiniment 
voisines  dont  lune  passe  par  un  ombilic  ; 

Pau  m.  Jules  VIEILLE. 


Nous  reprendrons  d'abord  sommairement  la  mise  en  équation  des  lignes  de  cour- 
l)ure,  en  suivant  une  marche  différente  de  celle  qu'on  adopte  d'ordinaire,  et  qui  fera 
mieux  ressortir  l'ordre  infinitésimal  de  la  plus  courte  distance  de  deux  normales  con- 
sécutives. 

Les  équations  de  la  normale  au  point  [x,  r,z)  d'une  surfact» 

z  =  ¥  [x,  y) 

sont  de  la  forme 

x'  =  —  pz' -^  a., 

en  posant 

dz  dz 

■J.  —  X+PZ,      \i=y-k-qz,      -r=/',       -r  —  't-' 

(IX  Cl  y 

et  désignant  par  x',  y',  z'  les  coordonnées  courantes. 

Les  équations  de  la  normale  menée  par  un  point  voisin  de  la  surface,  et  dont  nous 
désignerons  les  coordonnées  par  x  +  ^x,  y  +  Ay ,  z  +  ^z,  sont 

x'  :=  —  [p-\-Ap)z'-{-a  +  Aa, 

ft  la  plus  courte  distance  S  des  deux  normales  a  pour  expression 

Aq  Aci.  —  Aji  A  S 

0  =  :=n  ■ 

SJAp-'  -h  A^^H-  [pAq  —  qApY 

Le  dénominateur  est  du  même  ordre  infinitésimal  que  le  plus  grand  des  deu.x  accrois- 
sements arbitraires  Ax,  Ay ,  ou  du  premier  ordre  ;  tandis  que  le  numérateur  est,  en 
général,  du  second  ordre. 

Par  conséquent,  3  est,  en  général,  du  premier  ordre  infinitésimal. 

Mais  on  peut  demander  quelle  dépendance  il  faudrait  établir  entre  A.r  et  Ay,  ou,  ce 
TomeXX.  -  AvuiL  i855.  l6 
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(]ui  reviont  an  moine,  quelle  ligne  il  faudrait  trarer  sur  la  surface  pour  que,  en  assu- 
jettissant le  (joint  {x  -h  ^x,  r  +  Ar,  3-f-  As)  à  la  décrire,  la  plus  courte  ilistanre  ô 
fi'it  constamment  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  au  premier. 

La  ligne  qui  jouit  de  cette  propriété  s'appelle  ligne  rie  aiurburc. 

Connue  elle  doit  être  située  sur  la  surface 

z  =  F(x,  y), 

cette  ligne  sera  complètement  déterminée,  si  l'on  assigne  une  seconde  équation  entre 
les  coordonnées  de  ses  différents  points,  par  exemple  celle  qui  lie  j  à  .r  et  représente 
sa  projection  sur  le  plan  des  [x,f).  A  cet  effet,  on  développe  d'abord  àp,  i^rj,  Aa,  Ap 
en  séries  ordonnées  suivant  les  différentielles  des  divers  ordres,  prises  par  rapport  à  la 
variable  indépendante  x , 

\p  =  dp  H d^p  H ~  d^'p  -I-  .  .  . , 

1  .  ?.  1.2.3 

\fl  z=  dq  -\ d'  (1  A ^  d^n  -Jr  .  .  . 

1.2  12.0 

^a.  =  da.  H d^ci-\ d^ a.  -\-  .  .  ., 

1.2  1.3.3 

A  p  =  ^/fi  +  —  rf'  P  H î—  d^  s  + .  .  . , 

I  .  ?.         '  1.2.3         ' 

et  substituant  dans  le  numérateur  de  5,  puis  groupant  les  termes  de  même  ordre,  il 
vient 

[dqda  —  dpd^)  +  -^{dqd-'u.-\-d'xd-'q  —  dpd^^  —  d'^d''p)  -t- . . . 

S  = ^— : 

A.dx 

A  désigne  une  quanti  té  7?/«e,  qu'il  est  inutile  de  développer. 

Pour  que  o  satisHisse  à  la  condition  d'être  d'un  ordre  infinitésimal  supérieur  au  pre- 
mier, il  faut  et  il  suffit  que  le  terme  du  second  ordre  disparaisse  du  numérateur,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

(  1  )  dq  da  —  dp  rf  fi  r=  o  ; 

cette  équation  se  transforme,  eu  égard  aux  relations 

da^=  ilx  -^jidz  +  zdp,       f/[3  =  dj  -t-  q  dz  +  zdq, 
dz  =  pdx -{- q  dj-,      dp  =:  rdx -i- sdy,       dq  =:  sdx -h  tdf , 
et  devient 

fdr\ '  dy 

[(•+'7')^  —  /^  7']  \^\  -^{[^+  'r-)r-  {\  +  p--)t\—-{{l+p']s—pqr\=o. 

Les  deux  valeurs  de  —  que  l'on  tire  de  cette  équation  ,  font  connaître  les  projections 
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sur  le  plan  des  x ,  y  des  tangentes  aux  lignes  de  courbure  issues  du  point  (x,  y,  z).  Il 
y  a  donc  deux  directions  suivant  lesquelles  on  peut  passer  d'un  point  de  la  surface  à.  un 
point  infiniment  voisin,  pour  que  la  |)lus  courte  distance  des  normales  en  ces  points 
soit  d'un  ordre  infinitésimal  supérieur  au  premier.  L'équation  précédente  est  identitpie 
avec  celle  qui  détermine  les  tangentes  aux  deux  sections  normales  de  plus  grande  et  de 
plus  petite  courbure.  On  en  conclut  que  les  lignes  de  courbure  sont  tangentes  aux 
sections  principales,  et,  par  suite,  qu'elles  se  coupent  à  angle  droit  ainsi  que  ces  der- 
nières. 

Enfin,  rappelons  que  si  /■>,(/,  r,  s,  t  ont  été  remplaces  par  leurs  valeuis  eux  et  /, 
tirées  de  l'équation 

2  =  V[x,y), 

ré(juatiou  (1)  deviendra  une  écpiation  différentielle  ordinairi'  à  deux  variables  dont 
l'intégrale  sera  de  la  forme 

c  désignant  la  constante  arbitaire.  Puis,  la  condition  que  cette  intégrale  soit  vérifiée 
par  les  coordonnées  du  point  assigné  sur  la  surface,  fournira  deux  valeurs  de  r;  et  ces 
valeurs  étant  reportées  successivement  dans  l'intégrale,  on  aura  les  équations  finies  des 
projections  des  deux  lignes  de  courbure  qui  passent  par  le  point  dont  il  s'agit. 

Maintenant,  de  quel  ordre  est  la  plus  courte  distance  des  deux  normales  consé- 
cutives le  long  d'une  ligne  de  courbure? 

Le  second  terme  du  numérateur  de  lî 

—  {dq  d-y.  +  dad' </  —  dp  d'  p  —  dl^d'p) 

est  précisément  la  moitié  de  la  différentielle  du  premier  [dt/  da  —  dpd^)  ;  et  puisque 
celui-ci  est  constamment  nul  quand  le  point  (x,j,  c)  décrit  la  ligne  de  courbure, 
l'autre  est  nul  aussi  le  long  de  cette  même  ligne.  Le  numérateur  de  S  est  dimc  un  in- 
finiment petit  du  quatrième  ordre  au  moins  ;  d'ailleurs  le  dénominateur  est  du  pre- 
mier. Donc  S  sera  du  troisième  ordre  au  moins. 

Cette  remarque  intéressante,  relative  à  l'ordre  infinitésimal  de  la  plus  courte  dis- 
tance, a  été  faite  pour  la  première  fois  par  M.  Bouquet  [*],  sur  un  système  de  droites, 
qu'il  assujettit  à  la  condition  d'être  tangentes  à  une  même  courbe  dans  l'espace.  Cette 
condition  de  contact  ne  laisse  subsister  qu'n«  seul  paramètre  arbitraire  dans  les  coef- 
ficients des  équations  de  la  série  de  droites  considérées  par  M.  Bouquet,  et  c'est  aussi 
ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  qui  nous  occupe.  Mais  la  démonstration  précédente  est  fondée 
sur  le  développement  en  série  des  accroissements  ^p,  C^q,  Aa,  Afl,  le([uel  n'exige  pas 
que  p,  <],  a,  ,8  soient  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante.  Ainsi,  la  propriété 
remarquée  par  M.  Bouquet  s'appliquerait  à  toute  série  de  droites 

X  ^=  az  +  b  ,     y  ^=  cz  +  d , 

[*]  Tome  XI  de  ce  Journal ,  page  ia6. 

16.. 
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où  a,  h,  c,  d  seraient  fonctions  continues  d'une  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes. 
S'il  arrive  que,  pour  deux  quelconques  dr  ces  droites  infiniment  voisines,  la  distance  S 
soil  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  elle  sera  au  moins  du  troisième 
ordre. 

Quant  au  troisième  terme  du  numérateur  de  S, 
,    ,    3  {<lq  fl'!^  +  rfa  rf'v  —  dpd'  fi  —  dli  d^p)  -^  — —[d^qd-'a—  d' p  d'  [i], 

il  n'est  pas  la  différentielle  du  second,  et,  par  conséquent,  ne  s'annule  pas  avec  lui. 
Seulement  il  se  réduit  (eu  égard  à  cette  différentielle  qui  est  nulle)  à 

-^Jd^qd'a-d^pd^-^), 

et  nous  verrons  plus  bas,  conformément  à  un  second  théorème  également  prouve  par 
M.  Bouquet,  (pie  ce  dernier  terme  ne  saurait  être  nul  pour  tous  les  jioints  de  la  ligne 
de  courbure  ,  qu'autant  que  toutes  les  normales  le  long  de  cette  ligne  seraient  dans  un 
même  plan.  Alors  'î  serait  rigoureusement  nulle. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  convient  de  démontrer  que  les  normales  à  la  surface,  le 
long  d'une  ligne  de  courbure,  sont  tangentes  à  une  même  courbe  dans  l'espace. 

Si  l'on  associe  aux  dewx  équations  de  la  première  normale,  celles  de  la  normale  infi- 
niment voisine,  réduites  h  ne  plus  contenir-  les  infiniment  petits  d'' ordre  supérieur  nu 
premier,  je  dis  que  le  système  de  ces  quatre  équations  : 

/   .r'  =  —  /jz'  +  a , 
.r'  =  —  (/•>  -I-  dp )z'  -\-  a.+da, 


I 


y=-[q  +  dq)z'  +  ^-^-d^, 


sera  vérifié  par  les  coordonnées  {■J:',f',  z')  d'un  certain  point  de  l'espace.  En  effet,  les 
deux  dernières  se  réduisent,  en  vertu  des  deux  autres,  à 

(3)  *  z'dp  =  d.. 


Z'dq=dp, 

et,  d'après  la  condition  (i),  elles  s'accordent  à  donner  la  même  valeur  de  z'. 

Pour  déterminer  les  coordonnées  de  ce  point  qui  apjiartient  évidemment  à  la  pre- 
mière normale  ,  on  remplacera  le  système  (2)  par  le  suivant  : 

/  j;'  =  —  J3z'  -+-  -j. , 

(4)  !  j'=-7j'4-p, 

(   \^^^, -r- ^  r  yz'  -z)\\\  +  q'--t{z'  -z-i\  =  \[z'  —  z)  s- pq\\ 

fly 

dont  la  troisième  cfiuation  résulte  de  rélimination  de  -f-  entre  les  équations  [  3J.  Quand 


i 


i 
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le  point  (.t,/,  z)  se  déplacera  sur  la  surface  en  suivant  une  ligne  de  courbure,  le  |)r)int 
(x',y,z')  défini  parles  équations  ci-dessus,  se  déplacera,  en  même  tein|(S,  suivant 
une  courbe  parfaitement  déterminée  et  dont  on  aurait  les  éciuations  en  éliminant  x,jr,  z 
entre  le  système  (4),  l'équation  de  la  surface 

z  =  V[jc,y), 
et  l'intégrale 

<:'  +  <i(x,y)c  -\--i/[x,  y)  =  o. 

Maintenant  il  est  facile  de  voir  que  la  tangente  à  celte  courbe  au  point  [x'  ,y' ,  z')  n'est 
autre  que  la  normale  même  au  point  [x,y,  z)  de  la  surface.  En  effet,  si  l'on  diffé- 
rentie  les  deux  premières  équations  (4)  pai"  rapport  i\  jr,  en  regardant  z,  y,  x',  y' ,  z', 
comme  fonction  de  cette  variable  indépendante,  il  vient 

dx'  =  —  p ih'  —  z'  dp  +  da, 
dy'  —  —  q  dz!  —  z'dq  +  d^, 

lesquelles  se  réduisent,  eu  égard  aux  équations  (3),  à 

dx'  dy' 

(^^  d^-^-P^     d7  =  ~''- 

Donc  la  normale  à  la  surface,  qui  déjà  passe  par  le  point  (x',j',  z'),  a  ses  coefficients  an- 
gulaires égau.x.  à  ceux  de  la  tangente  à  la  courbe  que  décrit  ce  point,  et,  par  suite,  se 
confond  avec  cette  tangente.  Cette  courbe  est  ainsi  l'enveloppe  des  normales  consécu- 
tives ou  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  développable  (ju'elies  forment. 
Enfin,  nous  avons  dit  que  si  l'on  supposait 

(6)  d-qd-x  —  d-pd'^  =  o, 

en  même  temps  que  la  condition  (i)  a  lieu,  les  normales  consécutives  ser.iient  dans  un 
même  plan,  et,  par  suite,  3  rigoureusement  nulle.  En  effet,  cela  revient  à  prouver  que 
l'arête  de  rebroussement  est  alors  plane.  Or  les  équations  (  3)  différentiées  donnent 

rf'a  ^  z'  d'p  -f-  dp  dz', 

d'^  =  z'  d' q  -hdq  dz', 

et  ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  (6),  la  réduisent  à 

d^p        d^-q 
dp  dq 

Intégrant,  il  vient 

l[dp):=l[cdq)      OU      p^=cq—c', 

et,  en  vertu  des  équations  (5), 

dx' =^  c  dy' +  c' dz' , 
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doni  l'intégrale  est 

x'  =  <y'  -H  (.-'z'  -+-  c", 

c,  c',  e"  étant  (les  constantes  arbitraires.  c.  q.   t.   ». 

Des  ombilics. 

Lu  oniLilic  est  un  point  d'une  surface  où  toutes  les  sections  normales  ont  des 
rayons  de  courbure  égaux  et  de  même  signe.  Cette  condition  s'exprime,  comme  on 
sait,  par  les  équations 

auxquelles  il  faut  joindre 

dy 
Pour  ce  point  singulier,  l'équation  (i),  ou  sa  transformée  du  second  degré  en  -J-5  de- 

dx 

vient  identique.  Il  en  résulte  que,  dans  toutes  les  directions  autour  de  l'ombilic,  la  plus 

courte  distance  lî,  de  la  normale  issue  de  ce  point  à  la  normale  d'un  point  inlinimenl 

voisin,  est  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  Mais  il  ne  s'cnxuit  plus 

que  rî  soit,  du  troisième  ordre  au  moins.  Car  Vidcntitt- 

de/  da.  —  tlp  d^  =  G, 

Ti'a  lieu  ici  que  pour  l'ombilic  seulement,  et  non  pour  une  suite  continue  de  points. 
On  n'est  donc  pas  en  droit  d'égaler  à  zéro  sa  différentielle,  pour  en  conclure  que  le 
terme  du  second  ordre  que  renferme  5  est  nul. 

Considérons,  par  exemple,  le  paraboloïde  elliptique, 

2a       2  b 
nous  trouvons,  abstraction  faite  d'un  facteur  constant, 

dp  d^  —  dq  dm  =  dx'-     Kxyi-^\    +  (a:'—  Aj'^  B)  ~  —  .cy    , 

en  posant 

A  =  Ç^,      B  =  a(a  — «). 

Les  équations  qui  déterminent  les  ombilics  sont 

(8)  .rj  — o,     .r' —  A/- -H- B  ^  o. 

Soit  fl  ^  <!  ;  les  seules  solutions  réelles  sont 

.x  =  o,     X  =z±s/b{a — Z>)) 
d'où 

"  2 
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Ces  coordonnées  déterminent  deux  ombilics  situés  sur  la  parabole  principale  de  plus 
petit  paramètre. 

Si  l'on  prend  maintenant  la  différentielle  relative  à  x  de  [dp/t^i  —  (Uftl'i.),  on 
trouve 

,„  „.j|,A.,*^(,.-.,.+B)];g-.[*(|,)V,](.|-.)j. 

expression  dont  le  terme  affecte  de  — —  disparaît  pour  les  ombilics,   en    vertu  des 

dx"- 

équations  (8). 

[Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  simplification  n'est  pas  particidière  an  paraholoide, 
et  qu'elle  aura  évidemment  lieu,  en  vertu  des  équations  (  7  ),  pour  un  ombilic  de  toute 
autre  surface.  Cette  renianiue  nous  dispensera  désormais  de  tenir  compte  des  termes 

dv  dy 

provenant  de    la  différentiation  de  -f--  Toutefois  ceci  suppose  que  -;-  ne  soit    pas 

dx  dx 

infini.] 

Ainsi,  dans  le  cas  d'un  ombilic,  la  différentielle  ci-dessus  se  réduit,  iimn  tmtte  vn- 

dy 

leur  finie  de  -f-j  i'i  la  forme 

dx 

M  -Ki)'-](4:--)- 

Pour  que  S  fût  du  troisième  ordre,  il  faudrait  donc  que  l'on  eût  l'équation 

KI)'-]('|-.')=- 

(dy  \  ^  dy       y 

—  I  +1  esl  essentiellement  positif,  et  la  valeur  -—^-i  que  l'on 
dx )  '  dx       x 

tire  du  second  facteur,  devient  infinie  pour  les  coordonnées 

■r  =:  0  ,       J'  =  dz  V  i  (  rt  —  b], 

des  ombilics. 

L'équation  (11)  n'a  donc  pas  de  racines  réelles  et  finies. 

Donc  'î  n'est  pas  du  troisième  ordre,  mais  seulement  du  second,  dans  toutes  les  di- 
rections avitour  de  l'ombilic. 

Nous  devons  toutefois  excepter  la  direction  pour  laquelle  —  =  co  ;  or  c'est  préci- 
sément celle  de  la  parabole  principale  dont  le  plan  est  celui  des  (/,  z).  L'expression  (9) 
se  présente  alors  sous  une  forme  illusoire  o  X  ûo  ;  et,  en  effet,  ce  n'est  pas  à  l'accrois- 
sement dx  (qui  est,  dans  ce  cas,  infiniment  petit  par  rapport  à  dy)  qit'il  convient  de 
rapporter  l'ordre  infinitésimal  de  S;  mais  c'est  dy  qu'il  convient  alors  de  regarder  comme 
l'accroissement  indépendant,  et  de  mettre  en  facteur  dans  les  deux  termes  de  S.  Ce 
chani^ement  de  variable  indépendante  fournit  pour  la  différentielle  de  dp  d^  —  dri  dy. , 
l'expression  analogue  à  (10), 


-)  <>-{(|)^+ a]   (--->>)• 


)' 
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et  en  y  snlistittiant  les  coordonnées  des  ombilics,  elle  devient 


±'^.'[(J)Va]vM^^|- 


dx 
On  voit  qu'elle  s'annule,  en  effet,  pour  —  =  o;  et  seulement  pour  cett;;  direction  i\\\\ 

rt^pond  bien  au  plan  des  (/,  z)  indiqué  par  la  racine  infinie  de  l'équation  (m).  Mais 
alors  les  deux  normales  infiniment  voisines  sont  contenues  dans  le  plan  de  cette  section 
principale,  et,  par  suite,  leur  plus  courte  distance  est  rigoureusement  nulle.  D'ailleurs, 
quel  que  soit  l'accroissement  fini  Ajk,  tant  qu'on  ne  quittera  pas  la  section  principale 
z'\y ,  on  aura  visiblement 

\p  ^  o      et      Aa  ^  o, 

et,  par  conséquent, 

C^q  \j  —  Ap  Ap  =  0,       ou      'î=:0. 

En  résumé,  quelque  direction  que  Ton  suive  sur  le  paraboloïde  elliptique  à  partir 
de  l'un  des  ombilics,  ô  n'est  jamais  du  troisième  ordre,  mais  toujours  du  second,  ex- 
cepté suivant  la  direction  de  la  parabole  principale  qui  contient  l'ombilic  et  pour  la- 
(juelle  S  est  rigoureusement  nulle.  En  sorte  que  par  l'ombilic  il  ne  passe  pas  de  ligne 
continue  ayant  la  propriété  des  lignes  de  courbure  ordinaires,  c'est-à-dire  telle  que  5 
soit  infiniment  petite  du  troisième  ordre. 

Si  le  paraboloïde  était  de  révolution  ,  on  aurait 

a  ■=.  b , 

et  pour  coordonnées  des  ombilics  , 

x—o,      7  =  0, 
sommet  du  paraboloïde. 

La  différentielle  (lo)  devient  alors  identiquement  nulle;  mais  il  en  est  de  même  du 
terme  du  troisième  ordre,  ainsi  que  des  suivants.  Car  dans  toutes  les  directions  autour 
du  sommet,  toute  normale  à  la  surface  est  contenue  dans  un  plan  méridien  qui  passe 
par  la  normale  au  sommet ,  et  <î  est  rigoureusement  nulle. 

Considérons  encore  l'ellipsoïde  à  trois  a.\es  inégaux, 

x'       r'       z"- 
a-        o-       c' 

On  trouve  ,  abstraction  faite  d'un  facteur  constant, 

cl/)  .Vp  —  dq  dx  —  dxnXxy  (  ^  )    +  [x^-  —  ky-  —  ^)  ~  —  xyU 


on  posant 


i 
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Les  équations  propres  aux  oiiil)iiics  sont 

xy  ==  o,     X'  —  A/'  —  B  =  o. 
Soit  «  ]>  i  ^  r;  les  seules  solutions  réelles  sont 


d'où 


y   a' — c- 


z  =  ±cl/ 


Elles  déterminent  quatre  ombilies  symétriquement  placés  dans  le  plan  de  la  section 
principale  qui  contient  le  plus  grand  et  le  plus  petit  axe. 

Prenons  maintenant  la  différentielle  de  [dp  d^  —  drj  da]  ;  il  suffira  évidemment  de 
changer  B  en  —  B  dans  les  résultats  obtenus  pour  le  paraboloide.  L'équation  (lo)  et 
l'équation  (i  1)  garderont  la  même  forme.  Seulement  la  constante  A,  au  lieu  de  dési- 

gner  ^>  représentera — —^ ^—^-  Ce  sera  toujours  une  quantité  positive,   et,   par 

(iy  (Iy 

suite,  il  n'y  aura  encore  de  valeur  réelle  pour  ~  que  celle  tirée  du  facteur x—  —  y, 

dx  dx 

égalé  à  zéro. 

Ainsi  l'équation  (i  i)  n'admet  qu'une  seule  racine  réelle  et   cette  racine  est  nulle. 

dj 
D'ailleurs  il  n'y  a  point  ici  de  racines  infinies.  La  valeur  -j-  ^  o  indique  une  direction 

dx 

comprise  dans  le  plan  zox ,  c'est-à-dire  tangente  à  l'ellipse  principale  qui  contient  les 
ombilics.  Mais,  comme  les  normales  à  la  surface  menées  par  les  différents  points  de 
cette  section  sont  toutes  comprises  dans  son  plan,  lî  est  encore  rigoureusement  nulle. 
Si  l'ellipsoïde  était  de  révolution,  autour  de  son  petit  axe,  on  aurait 

a  =  b,      A=:i,     B  =  o, 

et  pour  coordonnées  des  ombilics , 

X  ^  o,     f  =  o,     z  =  :izc; 

ce  sont  les  deux  pôles  de  l'ellipsoïde  aplati.  La  différentielle  (10)  devient  identiquement 

dy 
nulle,  et  -p  reste  indéterminé.  Mais  alors  lî  est  encore  rigoureusement  nulle,  puisque 
dx 

les  normales  sont  comprises  dans  un  même  plan  méridien. 

Si  l'ellipsoïde  était  de  révolution  autour  de  son  grand  axe,  on  aurait 
b  =zc,     Pi.  ^  o,     B  =  a-, 

et  pour  coordonnées  des  ombilics, 

x  =  ±a,     /  =  o,     c=o; 
Tome  XX.  —  Avbil  i855.  I7 
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ce  sont  les  deux   pùles  de  l'ellipsoide  allongé.  L'équation  (ii)  se  réduit,  en  n'ayant 

(iy         (ly 
égard  d'ahord  qu'aux  valeurs  finies  de  —  ?  à  -^  =  o.   Cette  i-acine  indique  le   plan 

méridien  znx. 

De  plus,  eoniine  l'équation  (i  i)  est  tombée  du  troisième  degré  au  premier  par  l'éva- 
nouissement du  coefficient  A,  on  peut  la  regarder  comme  admettant  deux  racines  infi- 
nies. Ces  racines  sont,  d'ailleurs,  mises  en  évidence  en  partant  de  la  différentielle  (12), 
où  l'on  a  pris  dr  pour  accroissement  arbitraire,  et  qui  donne,  dans  ce  cas  particulier, 

/  dx 

\dr 

La  solution  -^  =  co  correspond  ici  à  une  section  méridienne  ijuclconque,  puisque 

la  tangente  menée  par  l'ombilic  à  cette  section,  <'tant  comprise  dans  un  plan  tangent 
perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution,  ne  peut  manquer  de  se  projeter  sur  le  plan  des 
(x,  y)  suivant  une  perpendiculaire  à  cet  axe. 

dy      .  .       . 

Dans  les  deux  cas,  que  -j-  soit  nul  ou  infini  ,  la  plus  courte  distance  ^  est  toujours 

nulle,  puisque  les  normales  que  l'on  compare  sont  dans  un  même  plan. 

On  est  donc  en  droit  de  conclure  pour  les  ombilics  de  l'ellipsoïde,  comme  pour 
ceux  du  paraboloide  elliptique  ,  que  la  plus  courte  distance  3  est  du  second  ordre  on 
nulle ,jnmfHs  du  troisième  ordre;  en  sorte  qu'il  ne  passe  pas  par  ces  points  singuliers 
de  lignes  telles,  que  S  soit  de  l'ordre  infinitésimal  qui  appartient  aux  lignes  de  courbure 
ordinaires. 

Pour  passer  de  l'ellipsoïde  à  l'hyperboloïdc  à  deux  nappes,  on  changera  é' en  —  h, 
et  c-  en  —  c'  dans  les  formules  précédentes.  Les  conclusions  resteront  évidemment  les 
mêmes  quant  à  l'ordre  infinitésimal  de  S. 

Quant  aux  deux  autres  surfaces  du  second  ordre,  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et  le 
paraboloule  hyperbolique,  il  ne  peut  être  question  d'ombilics,  puisque  dans  ces  deux 
surfaces,  il  y  a  autour  de  chaque  point  quatre  régions,  séparées  par  les  deux  généra- 
ti-ices  rectilignes,  dans  lesquelles  les  sections  normales  ont  des  courbures  opposées. 

En  générnl,   quel  que  soit  le  degré  de  la  surface  ,  le  ternie 

dp  dp  —  dq  dv. 

est  de  la  forme 

(i3)  Mdf- +  îidydx +  Pdj:\ 

M,  N,  P  étant  des  fonctions  de  x  et  dey,  dont  nous  avons  donné  l'expression  dans 
la  transformée  de  l'équation  (i),  et  qui  sont  identiquement  nulles  pour  un  ombilic. 
Dans  toutes  les  directions  autour  de  ce  point,  S  est  au  moins  du  second  ordre  infi- 
nitésimal. Mais  si  l'on  demande  une  direction  telle,  que  3  soit  au  moins  de  troisième 
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ordre,  on  aura,  pour  détenniuer  la  valeur  correspondante  de  -—?  l'équation  du  troi- 
sième degré 
,    ,,  dM   /(fyy       /dM         dJS\    ,'dr'y        fdti        dP\  dy       dV 

('^)        ■d7\T.)^\-7û^-d^)  [Tr]  ^[dl-^7fy)di^d.=''' 

(jui  résulte  de  la  différentiation  de  l'expression  ci-dessus  par  rapport  à  x. 

Quand  — —  ne  s'évanouira   pas   pour  l'ombilic  dont  il  s'agit,   cette  équation   fera 
ay 

connaître  au  moins  une  et  au  plus  trois  directions  suivant  lesquelles  3  sera  d'un  ordre 
supérieur  au  second  ;  mais,  dans  toutes  les  autres  directions,  S  ne  sera  que  du  second 
ordre,  en  sorte  que  le  rapprochement  des  normales  sera  moins  intime  que  suivant 
une  ligne  de  courbure  passant  par  un  point  quelconque  de  la  surface.  De  plus,  il  ne 
faut  pas  perdre  de  vue  que  3  n'est  du  troisième  ordre  que  pour  les  normales  r/ui  cor- 
respondent à  une  ou  trois  directions  d'éléments  infiniment  petits  partant  de  l'ombilic,  et 
non  pour  une  suite  continue  de  normales.  Il  ne  faut  donc  pas  dire  qu'il  passera  pai' 
l'ombilic  trois  lignes  de  courbure,  dans  le  sens  ordinairement  attaché  au  mot  ligne. 

Quand  — —  sera  réduit  à  zéro  par  les  coordonnées  de  l'ombilic,  l'équation  (i4)  aura 
ay 

une  racine  infinie,  qui  indiquera  une  direction  perpendiculaire  à  l'axe  des  x.  Les  deux 
autres  racines,  étant  fournies  par  une  équation  du  second  degré,  pourront  être  imagi- 
naires. Dans  ce  cas ,  qui  s'est  présenté  pour  le  paraboloide  elliptique,  il  n'y  aura  pas 
de  direction  oblique  à  l'axe  des  .r,  suivant  laquelle  S  soit  d'un  ordre  supérieur  au  se- 
cond. Quant  à  la  racine  infinie,  pour  apprécier  l'oixlre  de  grandeur  correspondant 
de  3,  il  convient  de  mettre  dy-  en  facteur  dans  l'expression  (i3),  et  de  prendre  pour 

djj 
inconnue  - —  Or,  en  égalant  à  zéro  la  différentielle  de 
dy 


/dx 
\dy 


dx 

+  N  —  +  Al  , 
dy 


il  est  visible  qu'on  trouvera 


dx 

d^  =  ''- 


Ainsi  la  discussion  de  ce  cas  revient,  au  fond,  à  celle  du  cas  où  l'équation  (i4)  aurait 
une  racine  nulle. 

Enfin,  s'il  arrivait  que  tous  les  coefficients  de  l'équation  (i4)  fussent  identiquement 
nuls  pour  l'ombilic,  3  serait  au  moins  du  troisième  ordre  infinitésimal  dans  toutes  les 
directions  autour  de  ce  point,  et  l'on  pourrait  se  proposer  de  chercher  dans  quelle  di- 
rection 3  s'élèverait  au  quatrième  ordre.  Pour  cela,  il  faudrait  égaler  à  zéro  le  troisième 
terme  du  numérateur  de  3,  savoir 

^{df/d'a  -{-  dxdfj  —  dp  d^  ^  —  d^d^p)  -i- j{d- q  d' a  —  d'pd'^j 

'7- 
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nous  avons  dit  que  ce  terme  n'est  j)as  la  diffcrenlielle  du  second.  Mais  si  l'on  désigne 
celui-ci  par  H,  en  sorte  que 

H  =  tlfjd'y.  -\-ilad-q  —  dp  (/^  ^  —  (i\i  ri- /,, 

u 

le  premier  membre  de  l'équation  (  i4  )  ne  sera  autre  chose  que  -r— ,  ■,  et  le  troisième  terme 
<lu  nimiérateur  de  rî  prendra  la  forme 

'  rfH  —  —  (d' q  d' a  —  d'p  rf"  e). 

6  12  ^  'il 

En  développant  ces  différentielles ,  mettant  dx''  en  facteur,  puis  égalant  à  zéro,  on 

dy 
obtiendrait  une  équation  du  quatrième  degré  en  — •  Il  y  aurait  donc  au  plus  quatre 

directions  à  partir  de  l'ombilic  suivant  lesquelles  S  serait  du  quatrième  ordre  infinité- 
simal. Et  ainsi  de  suite. 
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Pâleur  d'une  intégrale  définie  qui  se  rattaehe  aux  intégrales 

trinômes; 

Par  m.  J.  L10U\TLLE 


Voici  la  composition  de  cette  intégrale  définie.  Posons 

V  =  {i-^-  ax,)[i-{-ax,-{-  ax;)...[i+  ax,  +  ax,-h.  ..  +  flx„_,) 
et 

Q  =  x,Xi...x„_^  (i  — jr,  —  a:;— ...—  x„_,), 

a  désignant  une  constante,  et  .r„  x,,...,  x„_,  des  variables  en  nombre  («  — i).  Soit  de 

plus 

I  —  fi  fi 

p  =  — — !-  ,-7  =  ^—1, 
n  n 

ft  étant  une  constante  positive,  ou  du  moins  à  partie  réelle  positive.  Cela  posé ,  l'inté- 
grale dont  je  veux  parler,  et  que  je  représenterai  par  U,  est 


U  =    /    /   •  •  •  j  PPQidx,  dx,...  dx„_,  ; 


l'intégration  s'étend  à  tous  les  systèmes  de  valeurs /JoWftce.f  des  variables  x,,  x ,,...,  x„_i 
pour  lesquels  on  a 

Xi  +  x,  +  ...+  x„_|<;  I  : 

on  pourra  donc  intégrer  d'abord  par  rapport  à  x„_,  entre  les  limites 

Xft — I O,       .^n— 1  -— -  I  .'^i         x^         . . .  —  •ïr„_2 , 

puis  par  rapport  à  x„_j,  entre  les  limites 

Xn—2  ^^  O,       Xn_3  =^  I  Xi         X2        .  . .         X;i — j  , 

et  ainsi  de  suite,  la  dernière  intégrale  relative  à  x,  étant  prise  de  x,  =:  o  à  .r,  =  1 . 

J'ai  obtenu  pour  l'intégrale  U  la  valeur  suivante,  où  r  désigne  à  l'ordinaire  l'inté- 
grale eulérienne  de  seconde  espèce , 
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En  posant  «  =  o,  on  a  P  =  i  ;  et  l'équation 

à  laquelle  on  arrive  alors,  n'est  qu'un  cas  très- particulier  d'un  résultat  bien  connu. 

On  aurait  une  seconde  vérification  facile  et  du  même  genre  en  supposant  f/.  =  i  ; 
mais  cette  fois  encore  a  disparaîtrait. 

Il  restera  si  l'on  prend  ;/  =  «.  On  doit  avoir  alors 

or  on  peut  aisément  s'assurer  qu'il  en  est  ainsi  en  effectuant  les  intégrations  qui  sont  ici 
très- faciles. 

Si  l'on  pose  «  ^  2,  U  n'est  plus  qu'une  intégrale  simple.  Notre  formule  donne  pour 
ce  ras  : 


l,  +  „,l^t.,(,-„)lî-'*.  =  ï^r(ey/«/— ^'- 


X 

Pour  n  =  3,  l'intégrale  U  est  double  ;  notre  formule  devient 

X,      _•/ _^  I  —  !'-  /•!—',  I  —  I'  !'_  _ 

x^         (H-a.r,  )     ^      dxA  [\-^  ax^ -\- ax-^)    ■*     [xj  (i  —  jr,  —  X;)]  '      '  rfj:. 


Et  ainsi  de  suite. 

La  formule  pour  U  a'est  pas  la  seule  de  cette  espèce  que  l'on  puisse  trouver.  L'em- 
ploi des  différentielles  à  indices  quelconques  m'en  a  fait  rencontrer  beaucoup  d'autres  : 
les  équations  qu'on  obtient  d'abord  contiennent  même  une  fonction  arbitraire.  Mais 
la  iilace  me  manque  pour  les  écrire  :  je  crois  utile,  d'ailleurs,  de  fi.\er  un  moment 
l'attention  sur  la  formule  particulière  ci-dessus,  qui  me  semble  importante. 

L'intégrale  simple  qui  répond  au  cas  de  «  =  2  est  une  intégrale  trinôme.  En  m'oc- 
cupant  de  ce  genre  d'intégrales,  je  suis  arrivé  à  des  résultats  intéressants  qui  feront 
le  sujet  d'un  autre  article. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i:î5 

Rapport  sur  un  Mémoire  fie  M.  Bour,  concernant  l' intégration 
des  équations  différentielles  de  la  mécanique  analytique  ; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


{Complfs  rendus,  tome  XL,  page66i.  —  Séance  du  2.6  mars  i855.) 

L'Académie  nous  a  chargés,  M.  Lamé,  M.  Chasies  et  moi,  de  lui 
faire  un  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Edmond  Boiir,  élève  ingé- 
nieur des  Mines,  concernant  l'intégration  des  équations  différentielles 
de  la  mécanique  analytique.  On  sait  qu'avec  deux  intégrales  quel- 
conques (a),  (P)  de  ces  équations,  Poisson  a  formé  [*]  une  combinaison 
(a,  ]S)  dont  il  a  prouvé  que  la  valeur  est  indépendante  du  temps,  de 
sorte  que,  si  la  quantité  (a,  [i)  ne  se  réduit  identiquement  ni  à  zéro 
ni  à  une  constante,  on  a,  en  l'égalant  à  une  constante  arbitraire,  une 
intégrale  des  équations  différentielles  proposées.  Le  théorème  de  Pois- 
son fournit  donc,  comme  l'a  observé  Jacobi  [Comptes  rendus,  tome  IX, 
ou  Jownal  de  Mathématiques,  tome  V,  année  i84o),  une  méthode 
d'intégration  singulière  qui  pourra  quelquefois  faire  connaître  succes- 
sivement toutes  les  intégrales  au  moyen  de  deux  d'entre  elles  données 
d'abord.  Mais  il  peut  arriver  aussi  qu'on  ne  trouve  par  là  qu'un  nombre 
très-limité  d'intégrales  distinctes.  Il  se  peut  même  qu'on  n'en  ajoute 
aucune  aux  deux  (a),  (/3)  dont  on  part.  Il  en  sera,  par  exemple,  tou- 
jours ainsi  quand  l'une  d'elles  est  celle  des  forces  vives  et  que  l'autre 
ne  contient  pas  le  temps;  car  alors  on  a  identiquement  (a,  jS)  :=  o. 

Mais  Jacobi  nous  avertit  et  M.  Boiu-  prouve,  dans  son  Mémoire, 
que,  dans  les  cas  où  la  méthode  d'intégration  indiquée  plus  haut 
échoue,  il  y  a  souvent  un  autre  parti  à  tirer  des  intégrales  connues, 
poiu-  achever  ou  du  moins  pour  pousser  plus  loin  l'intégration.  Déjà 
l'un  de  nous  l'avait  montré  dans  les  Cours  du  Collège  de  France 
en  i853  et  dans  une  Note  présentée  au  Bureau  des  Longitudes 
le  29  juin  de  la  même  année,  mais  pour  le  seul  cas  où  l'on  possède 

[*]  Mémoirn  sur  la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  questions  de  méca- 
nique, lii  à  rinstilut  le  iGoctobre  i8og.  [Journal  de  t  École  Polytechnique,  xv'  cahier.) 
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la  moitié  des  intégrales.  C'est  en  efïet  par  des  équations  comme 
(a,  /3)  =  G,  que  l'on  exprime  les  conditions  d'intégrahilité  exigées 
par  Poisson  [Journal  de  Mathématiques ,  tome  II,  année  1837)  pour  la 
détermination  d'une  fonction  qui,  de  suite,  fournit  alors  les  intégrales 
restantes  [*].  M.  Bour  pénètre  plus  profondément  dans  le  cœur  de 
la  question,  et  il  examine  en  général  l'abaissement  successif  qui  ré- 
sulte de  la  connaissance  de  chaque  intégrale  nouvelle.  Il  nous  serait 
difficile  d'exposer  en  langage  ordinaire  les  détails  de  son  analyse. 
Contentons-nous  de  dire  qu'il  opère  sur  l'équation  linéaire  aux  dif- 
férences partielles  du  premier  ordre  que  toute  intégrale  doit  véri- 
fier. C'est  sur  cette  équation  qu'il  effectue  \\n  abaissement  de  deux 
unités  dans  le  nombre  des  variables,  à  mesure  qu'une  nouvelle  inté- 
grale convenable  lui  est  fournie.  M.  Bour  montre  de  plus  qu'un  abais- 
sement égal  ou  même  supérieur  peut  quelquefois  être  obtenu  au  moyen 
d'intégrales  qui  semblaient  d'abord  étrangères  à  sa  méthode. 

M.  Bour  s'est  restreint  au  cas  où  les  forces  et  les  liaisons  sont 
indépendantes  du  temps  et  où  l'intégrale  des  forces  vives  a  lieu,  de 
sorte  que,  dans  les  équations 

d/j,  _  f/H        dq,  _       f/H  dp^  _  ^/H        d(/„  _        rfH 

dt  drjt         dt  dpi  dt  dcj^         de  djj,, 

dont  il  s'est  servi,  la  fonction  H  ne  contient  pas  t;  mais  nous  nous 
sommes  assurés  que  son  analyse,  légèrement  modifiée,  s'étend  au  cas 
général  où  H  est  une  fonction  quelconque  de  t  et  des  autres  variables. 

Les  géomètres  liront  avec  intérêt  le  Mémoire  de  M.  Edmond 
Bour.  C'est  dans  les  excellentes  leçons  de  M.  Bertrand  sur  la  méca- 
nique cjue  M.  Bour  a  surtout  puisé  les  idées  premières  de  son  travail. 
L'élève  s'est  montré  digne  du  maître. 

Nous  proposons  à  l'Académie  d'approuver  le  Mémoire  de  M.  Bour 
et  d'en  ordonner  l'insertion  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers. 

[*]  M.  Adrien  Lafon  a  insère  mon  thoorùnie  (en  me  citant  et  en  le  démontrant  à 
sa  manière)  dans  une  Thèse  remarquable  pour  le  doctorat  ès-sciences ,  imprimée  l'an 
dernier.  Je  le  retrouve  encore  dans  un  Mémoire  de  M.  Donkin ,  qui  vient  de  paraître 
dans  les  Transactions  Philosophiques  de  la  Société  royale  de  Londres;  mais  le  Mémoire 
de  M.  Donkin  n'est  daté  que  du  23  février  i854.  L'estimable  auteur  ne  paraît  du  reste 
avoir  eu  aucune  connaissance  des  résultats  que  j'avais  obtenus  avant  lui. 

[Note de  M.  Liouvilk.^ 
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NOTE 

Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  de  la  Dyaamiqnc 
présentée  au  Ihireau  des  Longitudes  le  29  juin  )853; 

Pau  m.  J    LlOl  VILLE 


Dans  le  Rapporl  qui  précède,  sur  le  Mémoire  de  M.  Edmond  P>oiir, 
j'ai  p;irlé  d'un  théorème  que  j'ai  donné  il  y  a  deux  ans  dans  mon 
cours  au  Collège  de  France,  piiis  communiqué  au  Bureau  des  I^ongi- 
tudes.  L'extrait  suivant  du  procès-verbal  de  la  séance  i\u  29  juin  i85;^), 
que  je  dois  à  l'obligeance  du  Secrétaire  du  Bureau,  M.  Daussv, 
contient  textuellement  la  Note  que  j'ai  présentée  à  ce  corps  savant. 

BUREAU  DES  LONGITUDES. 

Paris,  le  28  mars  i85"i. 

Le  Secrétaire  du  Bureau  des  Longitudes  certifie  que  ce  ijui  suit  est  extrait  du  procès- 
verbal  de  la  séance  du  Bureau  du  mercredi  2g  juin  i853. 

n  M.  Liouville  communique  la  Note  ci-jointe  sur  l'intégration  des  équations  de  la 
»  Dj'namique.  Il  y  ajoute  verbalement  tous  les  développements  nécessaires  pour  en 
»   expliquer  l'utilité  et  les  applications. 

Note  sur  les  équations  de  la  Dynamique  ; 
par  M.  J.  LiouviLi-E. 

(Comniuniquëe  au  Riire:ui  des  Lonjjiluties,  le  mercredi  29  juin  iSôJ.  ) 

»  Considérons  les  équations  de  la  Dynamique,  ou  plutôt  le  système  plus  trencial 
i>   d'équations  différentielles  que  voici  ; 

d.T  _dV  dy  __dy  dz  _d\ 

Jl         dx'  dt        dy'  '        '  dt        dz  ' 


iS 


dx'               d\ 
~di~~~dr'' 

dy 

dt   " 

dV 

dz 
dt  " 

d\ 
"~  ~dl 

TonifiW    -  Mai  iSS.S. 
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Vêtant  une   fonction  donnée  (|iiolconque  de  t,  x,  y,...,  x',y',...;   admettons 
qu'on  ail  trouvé  la  moitié  des  intégrales  de  ce  système 

X  =  tp  (f ,  X,  y,... 


J: 


f^ 


•M''  ■■^> 


Tn{t,  X,  /,...,  x',  j',...), 


"   et  supposons  que   toutes  les   quantités  ([J,  a),   (7,  fij,...,   (a,  y),    ..,  où  nous 
>'   prenons 

da      dfi        ,1a      dfi         dv.     d[i        da     /-/S 
^    '   '  '         rfx'     dx        dx 


dx' 


dy'     il  y       dy    dr' 
d'j.     db        drj.    r/p 

dz      dz         dz     dz 


»   soient  égales  à  zéro.  Je  dis  (jue  si ,  cela  étant,  les  équations  intégrales  trouvées  peu- 
1)   vent  fournir  les  valeurs  de  .),',  y',...,  z',   en  t,  x,  y,..-,  z,  la  quantité 


x'dx  -+-  y'dy 


z'dz  —  V  dt 


»  sera  une  différentielle  exacte  par  rapport  -j  x,  y,  ... ,  z,  t.  Soit  dS  cette  differen- 
»  tielle  ;  S  contiendra  les  constantes  a,  [J,  ...  ,  7;  et  le  système  complet  des  intè- 
»  gralcs  do  nos  équations  différentielles  sera 

dS 


dx 

dS 
da 


=  y 


dS 
Ty 


r/S 
dz 

dS 
dy 


-7:.  =  — y 


'<   x',  [i',  ...  ,  ■/',  étant  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 

»  Il  n'y  aura  à  cet  énoncé  qu'un  très-léger  changement  à  faire  si  les  intégrales  don- 
»  nées  a  =  ,f  ,  p  :=  nj»,  ...  ,  y  ■=  a  ,  au  lieu  de- fournir  x' ,  y',  ...  ,  z' ,  fournissaient 
"  les  valeurs  d'une  moitié  (pielconque  des  quantités  .v,  y,  ..,  z,  x',  y',-..  ,  z',. 
>>  en  fonction  de  t  et  des  autres,  pourvu  que  dans  cette  moitié  il  n'y  ait  (|ue  des  lettres 
)>  de  nom  différent  comme  x' ,  y',...,  z.  J'ai  donne  de  longs  développements  snr 
»   toutes  ces  questions  dans  mes  leçons  au  Collège  do  France. 


»   Le  '.»9Juin  1S53. 


Sisnc  J.  LiouviLLE.    » 


P.   Daussy. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  iSq 

Aouveau.v  théorèmes  relatifs  aux  intersections   de   certains 
systèmes   de  courbes    ou   de  surfaces; 

Par  m    WOEPCKE. 


I. 

Soient 

B,,B2,...,B„     et     C,,C2,...,C„ 

deux  séries  de  fonctions  de  p  variables  et  de  degré  m;  posons 

A,=  B,4- >.,C,,      A,  =B,-f-À,C.,...,  A„_,  =B„_, +),„_,  C„_,,  A„  =  B„  +  ).„C„, 

^i,2^A,  B,  C, — AîBiC-j,...,     -,,„_,=  ).|  B„_i  Cl — ).„_|B|C„_i,      i;,^„::=^,  B„  C| — ).„B,C„, 

"n— 2, 71  — I  — —  ^n — 2  O/i-  1  V*»— 2         ^n—\  ijTi~l  ^«—1  »         -n—l,  n  -—-  ^n— 2  ijn^u—-: ^rt  0/,_2(j„j 

*-n— 1,11    —~    ^/I— 1    0,t\j,L—i  ^fi  t",,—  !  \j,^'y 

et  désignons  par  t>(M  =  o,  N  =  o)  la  totalité  des  systèmes  de  valeurs 
des  variables  satisfaisant  simultanément  à  deux  équations  M  =  o  et 
N  =  o.  Il  est  évident 
1°.  Que 

i'(B,^  =  o,  Cy.  =  o) 
satisfait  aussi  à  Ay.  =  o; 
2".  Que 

V  (Bk  =  o,  B5  =  o),  (^(6^.  =  o,  Cy  =  o),  f  (C3  =  0,  B,5  =  0)? 

t'(C^  =  o,  Cy.  =  o),    (»(A,^  =  0,  A;,  =  0), 

c  (  k'y,  =  B^.  -4-  t^  C^.  =  o,  A"?  =  B,3  +  ^  C  3  =  o  K 

ainsi  que  tous  les  v  (2^,^  =  o,  2^  3  =  o),  que  l'on  obtient  en  donnant 
à  p  successivement  les  valeurs  i,  2,...,  n,  à  l'exception  de  p  r=  a  et  p  =,'3, 

18.. 
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satisfont  simultanément  à  une  seule  et  même  équation  du  {■?. in)'"""-' 
degré 

^K,,2=  O. 

Si  les  B  =  o  et  C  =  o  sont  des  équations  de  surfaces  ou  de  courbes 
de  degré  ;m,  on  obtient  que  la  surface  ou  courbe  du  [ïin)'^'"^  degré 
2a ,^3  passe  à  la  fois  par  les  intersections  de  B^,  avec  B;,  de  B,^  avec  Cy, 
de  C:  avec  B;,  de  C^j  avec  C^,  de  A^,.  avec  A-,,  de  A'„  avec  AJ3,  qui  sont 

(les  surfaces  ou  courbes  du  m""""  degré,  et,  en  outre,  par  les  intersec- 
tions de  tous  les  couples  de  surfaces  ou  courbes  du  (u m)"""'' degré 
Ip^  ^  o  et  2p,  ,3  =  o,  que  l'on  obtient  en  donnant  à  p  successivement 
les  valeurs  i,  2, ...,  n,  à  l'exception  de  p  =  a  et  p  =  |3. 

Ainsi,  lorsque  les  B  =  o  et  C  =:  o  représentent  des  courbes  de  de- 
gré m,  on  trouve  que  les  (4«  —  i)in^  points  d'intersection  auxquels 
donnent  lieu  les  six  couples  de  courbes  du  m'"""  degré  et  les  n  —  2 
couples  de  courbes  du  (a  ni)""'"^  degré,  sont  tous  sur  une  seule  et  même 
courbe  du  [im)"'"'"  degré. 

Si  l'on  remplace  cbacune  des  fonctions  B  par  une  seule  et  même 
fonction  U,  on  obtient  les  tbéorèmes  précédemment  énoncés.  [Pair  le 
cahier  de  décembre  i854  du  présent  Journal,  page  407.) 

II. 

Soient 

B,,   B,,...,  B„, 

L.,,    (_>25  •••?    ^m 


R,,   Ro,  ...,  R„, 


q  séries  de  fonctions  de  p  variables  et  de  degré  ni,  q  étant  un  nombre 
pair. 

Formons  les  fonctions  de  degré  qin 

2,., ,5  ^=  Xk  .  B 3 .  C«  .  D^3 .  E«  . . .  Q,3 .  Rk  —  X 3 .  Bc .  C^3 .  Dj,. .  E3 . . .  Qy  .  B  ;, 

en  doiHiant  à  a  et  /3,  successivement  et  indépendamment  l'un  de  l'autre, 
les  vaieiu-s  i,  2, ...,«,  et  en  excluant  les  combinaisons  a  =  /3. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  r^i 

La  fonction  lx,fi  est  la  différence  de  deux  produits  que  nous  désigne- 
rons un  instant  par  X,  .  -,^,,3  et  X? .  71^3,  y..  Divisons  le  produit  -y.  ?  d'une 
façon  quelconque  en  deux  produits  Çk,,3  fit  '|'i/-,,3>  ''^  '"""fi  sorte  que 

2a,  (3  =  Xy.  .  9a,  ,3  ■  4'«,  /3  "  ^3  •  <P,3,  a  •  ^p/î,  ='■  ' 

et  formons  les  fonctions 

!7<y.,  jt  =  X,^  .  9^^  3  —  |,3_  ai        C';3,  y.  =  \3  .  Ç3,V.  —  ']'y.,  ,3  • 

Nous  obtiendrons  ainsi  :  q  fonctions  <7^  ,  de  degré  (r/  —  i)  /«,  telles 
que 

Xa.B,3-C-3.Da.E,5...Qa.R,3,    etc.  ; 

"^ — -  fonctions  a-^^   ,  de  degré  [q  —  •2)  m,   telles  que 
>.„  .  B,5 .  Ca  -  Dy  .  E? . . .  Qy .  R  3,    etc. , 

et  ainsi  de  suite;  enfin,  ^^ fonctions  <7     .  de  deeré  -  /??, 

1.2...- 
2 

telles  que 

Xa.B,3.Ca.D,3...Ja-Ka.L3M.....K,3,     CtC. 

Il  est  évident  que  : 
1".   P(B,3  =  0,  Ba=:o),      i;(B,5  =  o,  C3  =  o),...,    t^(B,3  =  o,  R3  =  o), 

i;(C,.  =  0,  Ba  =  0),        t>(Ca=0,   C2=  g),  ...,      i^(Ca  =  O,   R  ?  =  o), 

i'(Ra  =  o,  Ba  =  o),     i^(Ra  =  o,  C,3  =  o), ...,    V (R^  =  O,  R 5  =  o) ; 
a".  Tous  les  v'(S^,«  =  o,     2p,î  =  o) 

que  l'on  obtient  en  donnant  à  jo  successivement  les  valeurs  r,  2, ...,  /;., 
à  l'exception  de  p  =p  a  et  p  =  /3; 

3°.  Tous  les  vlç      =0,     g-,     =  o), 
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satisfont  simultanément  à  une  seule  et  même  équation  du  [cim,'"'" 
degré 

Donc,  pour  parler  seulement  de  courbes,  on  voit  que  les  {q  m)- 
points  d'intersection  auxquels  donnent  lieu  les  combinaisons 
(85=0,  By=o),  etc.,  les  [n  —  2)  [qmy  points  d'intersection  auxquels 
donnent  lieu  les  combinaisons  (2^,,  a  =  o,   2p^^'j  =  o),  et  les 


[ 


,„_„.^,_.,.....!!!Z^(.v 


1 .2. . 

2 


in- 


points  d  intersection  auxquels  donnent  lieu  les  combinaisons 
sont  tous  sur  une  seule  et  même  courbe  du  ((//«)"""■  degré. 
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SUR  L'ÉQUATION  DIFFÉRETSTIELLE    DU  PREMIER  ORDRE 

Pah  31.  J.  LIOIIVILLE. 


On  sait  que  pour  trouver  l'intégrale  en  série  de  l'équation 

telle  que  la  fournit  le  théorème  de  Taylor,  il  faut  exécuter  sui-J  {x,j-) 
ou  f  les  opérations  successives  que  voici  : 

après  quoi  l'on  a 


h  étant  la  valeur  arbitraire  de  j  pour  x  =  a. 

Il  est  bon,  je  crois,  d'ajouter  que  la  considération  de  la  fonction 

-"  dx         (fy    •' 

peut  être  quelquefois  utile  à  un  autre  point  de  vue.  En  effet,  si  / 
renferme  une  constante  indéterminée  a  qui  disparaisse  dans  /,,  ou 
plus  généralement  qui  disparaisse  dans  (f{J)J\,  '-^[f)  désignant  une 
fonction  connue  quelconque  àej,  je  dis  que  la  formule 

?  (/)  £  iàj  -jdx) 

remplira  la  condition  d'intégrabilité  relativenient  aux  deux  variables  x 
etj-,  en  sorte  que  l'intégrale  sous  forme  finie  de  l'équation  (A)  sera 


/ 


?  (/)^  ('^  ~Jdx)  =  constante. 
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J.a    flénioiistration    est    très-simple.    Puisque   (p{f)J,    ne  contient 
plus  a,  on  a 


de. 


=  O. 


Développez  la   différentiation  indiquée,  après  avoir  remplacé  J,  par 
sa  valeur 

dx         dy  J  ' 

et  vous  verre/  que  l'équation  qu'on  vient  de  poser  peut  s'écrire 

é(9(/)fO-|(/9(/)g)=°> 

elle  exprime  donc  précisément  que 

<?U)j-J.àl-fd.v) 

est  une  différentielle  exacte,  comme  nous  l'avions  avancé. 
Observons,  en  terminant,  que  si  l'équation 


da 


=  O, 


sans  avoir  lien  en  général,  se  trouvait  vérifiée  j)onr  une  corlaine  va- 
leur particulière  de  la  constante  a,  le  produit 

serait  tie  même  une  différentielle  exacte,  pour  cette  valeur  particu- 
lière; circonstance  dont  on  pourra  tirer  parti,  pourvu  quea/(y)-^- 

ne  se  réduise  ni  à  o,  ni  à  oc  ,  ce  qui  peut  arriver  ici,  mais  non  dans 
le  cas  général  traité  d'abord. 


H 
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^A^vv>v\^v^A\vvvv\'vv\\v\v\\^.v\vvvvv*vv\\'V\\\'\vv«  v\^\\'»ivv%  v^^v\^'v\'»\^\^\^v\^l\v^vv'»^^*^'V^A'v\\v>v\\\v^vv'\/v»x\*v\^\\^v\l  v^^'^v» 


ÉTUDE  SUR  LA  COURBURE  DES  SURFACES; 


Par  m.  de  la  GOLKIVERIE, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,   Professeur  à  l'École  Polytechnique 
et  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers. 


Nous  nous  proposons  d'étudier  la  courbure  des  surfaces  d'une 
manière  plus  intime  que  lorsqu'on  se  borne  à  considérer  les  rayons 
des  cercles  osculateurs  des  sections.  Nous  présenterons  d'abord  quel- 
ques considérations  sur  les  sections  planes  des  surfaces. 


1.   Par  un  point  pris  arbitrairement  sur  une  surface,  faisons  passer 
un  plan  vertical;  nous  aurons,  en  considérant  la  section, 

dx  =  dt)  cos  a,     dy  =  dri  sin  a, 

et,  par  suite, 

^=:cosa(7tanga  +  ^), 

Y)  étant  l'abscisse  mesurée  sur  la  trace  horizontale  du  plan  sécant, 
a  l'angle  de  ce  plan  avec  l'axe  des  abscisses,  et  oc,  y,  z,  p,  q,...  ayant 
leur  signification  ordinaire. 

Par  des  différentiations  successives,  ou  obtient 

—  =  cos*  a.[t  tang'*  a  +  2.y  tanga  +  r), 

—  —  cos'  a(ptang'  a  +  Zw  tangua  +  3i«  tanga  +  u), 

et,  généralement, 

(d^  d'pi\ 

d^z  I      dtC"'  dn"-'     I 

Tome  XX.  -Mai  i855.  ^9 
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Nous  représenterons  les  seconds  membres  de  ces  équations  [)ar  Z,, 
7     7  7 

2.  Si  une  surface  est  telle,  qu'en  chacun  de  ses  points  une  même 
valeur  de  tanga  anéantisse  sinudtanément  deux  dérivées  consécutives 
Z„  et  Z„+,,  cette  valeur  anéantira  toutes  les  dérivées  d'un  ordre  plus 
élevé. 

Pour  prouver  ce  théorème,  considérons  les  équations 

(0  L„  =  o,         — tanga +  —  =  o, 

ijui,  par  hypothèse,  doivent  subsister  pour  tout  point  de  la  surface. 
Nous  pouvons  les  différentier  par  rapport  à  chaciuie  des  variables  x 
et  j  ;  prenant  leurs  dérivées  par  rapport  à  jr,  et  éliminant  entre  elles 

d  tang  a 


dx 


-•,  on  a 


rfZ„/      f/-Z„                                d-Z„                dT.,\            rfZ„      /  r/'Z,,  fZ-Z^i 

tau"  a.  +  -;— ; 1-  '2  -—    = -— -  tans  a   ' 


dx  \dyd\.-à\vj^-j.  "^  f/zf/tanga  dy  j  d\.àn'2,rj.\ilxdy         ^  dx' 

On  obtient  de  la  même  manière,  en  différcntiant  par  rapport  à  j  et 

...  (^/ tant;  a 

clunniant  — p^— ? 

dy 

d'Lj      d'Zn  d'Z„  dZ,\  dZ„     j'd'Z,,  d'Z„ 


i-\   ,   ,  tanga  + -^-^ h-  r?  — -    = —-;  tanga    ,    ,   , 

/f  \f/jrftanga         "-^  nxdtanga  dy  J         dtanga.\dr-         "  dxdy 

Divisons  ces  équations  l'une  par  l'autre;  le  rapport  des  premiers  mem- 
bres sera  —tanga  en  vertu  de  la  seconde  équation  (r),  et  nous  aurons 

Z,;^3  et  toutes  les  dérivées  d'un  ordre  \Awi  élevé  seront  évidemment 
nulles  comme  Z^.^.^. 

Si   une  surface  est  telle,  que  pour  chacun  de  ses    points  une  dé- 
rivée Z„  ait  une  racine  double,  cette  valevu'  de  tanga  sera  une  racine  de 

-r-^S  et,  par  suite,  de  Z,,^,;  elle  anéantira  ainsi  à^wyi  dérivées  consécu- 

dx  ' 

tives,  et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  toutes  les  dérivées  sui- 
vantes. 

."».  Si  les  deux   premières  dérivées  Z,   et  Z,  s."int  mdies   en  même 
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temps,  toutes  le  seront,  et  une  droite  horizontale  passera  par  chacun 
des  points  de  la  surface;  et  en  effet,  si  l'on  ('liniine  tanga  entre  ces 
deux  dérivées  égalées  à  zéro,  on  trouve  l'équation  connue  des  surfaces 
engendrées  par  une  droite  toujours  horizontale. 

Supposons  maintenant  que  la  seconde  dérivée  et  la  troisième  soient 
nulles  simultanément, 

(  2  )  /  tang-  a  -I-  2s  tang  a  +  /■  =  o, 

(3)  V  tangua  +  3vv  tangua  +  '^ui  tanga  +  m  =  o. 

Monge  a  montré  que  dans  ce  cas  la  surface  était  réglée.  Une  petite 
discussion  paraît  ici  nécessaire. 

Si  une  seule  des  deux  racines  de  l'équation  (2)  satisfait  à  (3%  par 
tout  point  on  pourra  faire  une  section  rectiligne,  et  la  surface  sera 
gauche. 

Si  les  deux  racines  de  l'équation  (2)  sont  égales,  cette  valeur  de 
tang  a  satisfera  à  l'équation  (3),  et  la  surface  sera  réglée,  et  même  dé- 
veloppable,  car  il  serait  facile  de  reconnaître  que  le  plan  tangent  ne 
change  pas  quand  on  déplace  le  point  de  contact  sans  faire  varier  a. 

Dans  le  cas  où  les  deux  racines  de  l'équation  (2)  satisfont  Tune  et 
l'autre  à  l'équation  (3),  si  ces  racines  sont  réelles,  la  surface  est  dou- 
blement réglée:  si  elles  deviennent  imaginaires,  la  surface  n'admet 
plus  de  sections  rectilignes,  mais  elle  est  toujours  du  second  degré,  car 
le  changement  ne  peut  provenir  que  d'une  modification  dans  les  gran- 
deurs relatives  des  coefficients  numériques  de  sou  équation.  Si  les 
racines  communes  sont  égales,  la  surface  toujours  du  second  degré 
devient  déveioppable. 

D'après  cela,  en  exprimant  que  l'équation  (3)  est  exactement  divi- 
sible par  l'équation  (2),  on  obtiendra  une  équation  aux  différences 
partielles  qui  représentera  les  surfaces  du  second  ordre 

{ut-  —  3  wrt  -+-  2  vrs)-  -+-  [vr-  —  '5tiit>-  -h  2 uts)"  =  o. 

Nous  pourrions  déduire  d'autres  conséquences  du  théorème  de 
l'article  2,  mais  celles  que  nous  venons  d'indiquer  suffisent  dans  cette 
étude,  où  nous  ne  considérerons  pas  les  dérivées  au  delà  du  troisième 
ordre. 

19.. 
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II. 

i.  Soient  a,  (i  et  y  les  angles  que  forme  avec  les  axes  une  tangente 
à  la  surface  au  point  considéré,  et  R  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  contient  cette  tangente.  On  a,  d'après  une  for- 
mule connue, 

(4)  «  -  — ^1 — ' 

en  posant 

Z2  =  <  cos^p  -h  2 s  cos/3  cosa  +  rcos^a. 

La  différentiation  donne 

(5)  RrfR=  -  (p=  +  9^  +  ^^^._^(;..  +  ,Ocosp  +  (;>r+,.)cosa^g^ 

en  faisant 

Z^  =  ('  cos^/3  +  3 IV  cos^  /3  cosa  +  3m/  cos|3  cos^a  +  n  cos''  a, 

r/S  est  la  différentielle  de  l'arc,  égale  à et  à ,• 

°  cos  a  COS  p 

Les  polynômes  représentés  par  Zaet  Z3  ne  sont  pas  les  mêmes  que  dans 
la  première  partie  de  cette  étiule,  mais  en  les  divisant  respectivement 

2  ..  1  -1  ►  i  ,  cosfl  , 

par  cos  a  et  cos  a,  ils  se  trouvent  composes  en-; — ^ comme  les  pre- 
miers en  tang  a. 

Différentiant  la  valeur  de  Zo,  on  trouve 

(6)  tJZ.^^Z^dS-h  2  (5 cos/3  4-rcosa)r/cosa-l-  a(/cos|3 -)-.f  cosa) <i cos /5; 

il  faut  déterminer  ci  cos  a  et  d  cos|3. 

Le  plan  sécant  contient  la  normale  à  la  surface  et  la  tangente  dé- 
terminée par  les  angles  a,  |3  et  -y;  son  équation  est 

(cos|3  -+-  q  cosy)  (x'  —  .r)  —  (cosa  +  p  cosy)  [y'  —  j) 
-1-  [p  cos  ^  —  q  cos  a  )  (  z'  —  z)  =  o, 

x\  f\  z',  étant  les  coordonnées  variables. 

Les  différentielles  r/cosa,  r/ cos/3,  dcosy,  doivent  être  telles,  que  la 
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nouvelle  tangente  soit  dans  le  plan  sécant.  Cette  condition  donne 

(cosjS  +  f/cosY)c/cosa  —  (cosa  +  pcos-j)  dcos^ 
+  [p  cosp  —  q  cosa)  cl  cosy  =  o. 

Les  axes  étant  rectangulaires,  et  les  angles  a,  /3  et  7  appartenant  ;i  mie 
tangente,  on  a 

cos*  a  +  cos^  /3  +  cos"  7=1, 


p  cosa  +  q  cosp  —  cosy  =  o, 
d'où  l'on  déduit 

cosac?cosa  -h  cos^^  cos/3  +  cosyc^cosy  =:  o, 
pdcosa  -+-  qd cos^  —  d cosy  -+-  ZndS  =  o. 

Nous  avons  maintenant  trois  équations  pour  déterminer  dcosu,  r/cosjS 
et  f/cosy,  nous  en  déduisons 

^cosa  = ; — ^, Z^dS,     dcosQ=r. '^ Z,dS; 

portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (6),  on  a 

dZ..  =  Z, dS  -  1  ( 7^^  +  70  cosp  +  (/>^  +  V^)cos_a 

et  enfin,  d'après  les  équations  (5)  et  (4), 

('«>     R  '^^ —  (/^'  4-  7'  +  1  )  Z,i  +  3 z,  [(/J5  +  yf )  cos  jj  +  (/)r  +  r/s)  cosa] 

^"^      ^rTs-  Zl  ' 

(    \         ^  _  {P'+l"  +  i]Z.,  —  3Z,[{ps  -hrjt)  cosp  +  (/^/•  +  7-0  cosa] 

r/R 

Il  est  à  remarquer  que  R  —  est  égal  au  rayon  de  courbure  de  l;t 

développée  de  la  section  considérée;  car,  si  s.  est  l'angle  de  contin- 
gence, les  rayons  de  courbure  de  la  section  et  de  sa  développée  sont 

rfS     ,  f/R 
—  et  — 

On  peut  construire  une  parabole  suroscidalrice  d'une  courbe  en  ini 
point  donné,  quand  on  connaît  le  rayon  de  courbure  R  et  sa  dérivée 
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—  •  Si  X-  —  ?.  pz  =  o  est  l'équation  de  la  parabole,  on  a 

la  première  équation  fait  connaître  le  paramètre  de  la  parabole;  la 
seconde,  l'ahscisse  du  point  où  la  surosculation  peut  être  établie. 

ri.   Proposons-nous  de  trouver  sur  luie  surface  les  sections  nor- 
males qui  peuvent  être  surosculées  par  un  cercle.  Pour  les  déterminer, 

il  faut  égaler  à  zéro  la  valeur  de  —7» 

°  «S 


'10^ 


„  ,  ,  fy  /cosS\  /cosS\'  /cos9\  u\ 

L  3    \  cos  a  /  \  COS  a  /  \  cos  a  /  3  / 

",  ,  cos  3         ,  ,n  I    ,  /cosB\'  cosS  1 


(^ette  équation,  étant  du  troisième  degré,  donnera  toujours  au  moins 

une  valeur  réelle  pour  - — -■:  et  par  suite  une  surface  a,  en  tout  point, 

\ine  section  normale  surosculée  par  un  cercle;  elle  en  a  quelquefois 
trois,  dont  deux  peuvent  se  confondre.  Enfin,  dans  quelques  points 

exceptionnels,  il  y  en  a  une  infinité.  Si  nous  remplaçons   - — -  par  '-^ 

dans  l'équation  (  lo),  nous  aurons  l'équation  différentielle  des  courbes 
qui,  en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  aux  sections  normales 
surosculées  par  un  cercle  : 

^^J      (/"-'/■  +  ')[5(£)'+-(|)'+»|  +  i] 

'-[(/>*+ ï«)| +  ('"■+'/')]  ['(!)'+ "I +  '■]  =  »■ 

Pour  la  surface  du  second  degré,  Zo  est  facteur  commun  dans  l'é- 
quation (  lo);  il  représente  les  génératrices  reclilignes  qui  sont,  en  effet, 
surosculées  par  un  cercle  d'un  rayon  infini.  En  le  faisant  disparaître, 
l'équation  devient  du  premier  degré  :  d'où  l'on  voit  qu'en  tout  point 
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de  lu  surface  du  second  degré  il  existe  une  seule  section   normale 
surosculée  par  un  cercle  d'un  rayon  fini. 

Pour  la  surlace  réglée  générale,  Z3  et  Z,  ont  un  facteur  commun  du 
premier  degré  qui  représente  les  génératrices  rectiligiies.  En  le  faisant 
disparaître,  l'équation  (10)  devient  du  second  degré;  quelquefois  il  y 
aura  deux  solutions,  d'autres  fois  il  n'y  en  aura  pas. 

Il  existe  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  osculatrices  en  un 
de  leurs  sommets  d'une  surface  quelconque  en  un  point  donné.  Ces 
surfaces  du  second  ordre  traversent  la  surface  considérée,  et  les  coiu'bes 
d'intersection  sont  évidemment  tangentes  aux  sections  normales  suros- 
culées  par  un  cercle.  Si  la  surface  osculée  est  du  second  ordre,  elle 
aura  trois  lignes  communes  avec  la  surface  osculatrice;  deux  droites 
et  une  courbe  tangente  à  la  section  normale  suroscidée  par  un  cercle 
de  rayon  fini. 

(>.   Pour  la  surface  du  second  degré  nous  pourrons  faire  disparalti-e 

de  l'équation  (10)  le  l'acteur     i  i-j-)    +  ^^7~~^  '  \  "^J"'  représeiite  les 

génératrices,  et  nous  aurons 

\     [f/r  +  r  +  O-l/'^  +  '/O]! 

(>2)  1      r  «  -1 

(  +  [ ^. (r  +  7'  +  ')  -  ir  +  (j^)\  =  <>• 

Appliquant  cette  équation  à  la  surface  à  centre 

a-  h'  c- 

on  trouve,  après  diverses  simplifications  qui  se  i)réspnteiit  spontané- 
ment, 


c'  \  xdx  i  c-  \  ydy 


(I  ou 


:.3)  (,_L)f,+  (._î,)^  =  C. 


Donc  les  courbes  qui  sont  toujours  tangentes  aux  sections  normales 
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surosculées  par  un  cercle  (comme  les  lignes  de  courbure  aux  sections 
principales),  se  projettent  sur  l'un  quelconque  des  plans  principaux 
de  la  surface  suivant  des  courbes  du  second  degré  semblables  entre 
elles.  Ces  projections  sont  des  hyperboles  sur  le  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  parallèle  aux  sections  circulaires,  et  des  ellipses  sur  les 
deux  autres  plans  principaux. 

Aux  sommets  de  la  surface,  une  section  normale  quelconque  est 
surosculée  par  un  cercle,  mais  elle  n'est  pas  touchée  par  une  des  li- 
gnes que  représente  l'équation  (i  3).  Ces  courbes  enveloppent  les  som- 
mets sans  y  passer;  deux  d'entre  elles  seulement  se  croisent  aux  som- 
mets qui  sont  sur  l'axe  parallèle  aux  sections  circulaires.  Leur  pro- 
jection sur  le  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  est  formée  de  deux  droites 
que  l'on  obtient  quand  on  fait  la  constante  nulle  dans  l'équation  (i3). 
Elles  sont  par  conséquent  planes. 

Si  la  surface  est  de  révolution,  les  courbes  sont  des  parallèles;  si 
c'est  une  sphère,  l'équation  (i3)  disparaît,  et  toute  courbe  satisfait  au 
problème. 

Considérons  maintenant  la  surface  du  second  degré  dépourvue  de 
centre 

Z    =   —    H 7-5 

a  0 

portant  les  dérivées  partielles  dans  l'équation  (12),  on  trouve  après 
l'intégration 

'^  +  ï  =  c, 

a'         b^ 

et 

On  voit  que  les  projections  des  courbes  sont  des  paraboles  sur  les 
plans  principaux  de  la  surface,  et  des  ellipses  sur  le  plan  tangent  au 
sommet. 

7.  Nous  prendrons  pour  exemple  de  surface  gauche  la  surface  de 
la  vis  à  filets  carrés.  Elle  a  pour  équation 

2  =  h(j>, 
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//est  une  constante  et  w  i'aziinut  de  la  projection  horizontale  d'un 
point.  Si  l'on  appelle  p  la  distance  de  ce  point  à  l'axe  vertical,  on  a 

r/w  sin&i  f/w        cos  M  drt  do 

-~  = ,         -:-  = ,         -r-  =  cosM,         -i^=sinw. 

(Ix  p  dy  |->  dx  '  dy 

Calculant  d'après  ces  formules  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  z, 
et  les  portant  dans  l'équation  (9),  on  obtient 


-hrcosow  — -\  —  sinow  — -\  —  cosow — ^-H-^-sinow    1 

|_3  \cosa/  \cosa/  COSa         i  J  f_ 

cosS  \  fi    .  /cos8\2  po,fi         ,     _  -I  r 

ni  w  — -  —  cos  w      -  sin  2  w   — -     -i-  cos  1  w  — sin  2  w  M 

cos  a  /  L2  \COSa/  COS  y.  2  J 


Dans  la  surface  de  la  vis  à  filets  carrés  les  courbures  sont  identiques 
le  long  des  différentes  génératrices;  on  peut  donc  se  borner  à  étudier 
ce  qui  se  passe  pour  l'une  d'elles,  celle  dont  l'azimut  est  nul.  Faisant 
w  =:  o,  on  trouve 

^-^r^:^V--^1=o. 

^       '  cela  L\cosa/  /i'-J-p'J 

Si  l'on  appelle  p.  l'angle  que  forme  avec  l'axe  des  abscisses  la  projec- 
tion de  la  tangente  à  la  section  normale  qui  est  surosculée  par  un 
cercle,  on  a 


( 


cos  &)  - 

cos  a 


tang^  (^tang^-p.  - -^^^J  =  o. 

Nous  trouvons  trois  valeurs  pour  tang  [j.  :  l'une  nulle  indique  la  gé- 
nératrice rectiligne;  nous  aurions  pu  la  faire  disparaître  dés  le  com- 
mencement du  calcul  en  mettant  en  évidence  et  supprimant  le  facteur 

^^^  —  siuM )•  Les  autres  valeurs  de  a  sont  toujours  réelles,  et, 

cos  a  /  '  •' 

par  suite,  en  tout  point  de  la  surface  deux  sections  normales  ont  un 
contact  du  troisième  ordre  avec  leur  cercle  oscnlateur.  Si  nous  rem- 
plaçons tang|7.  par  l'expression  analytique  de  la  tangente  de  l'angle 
qu'une  courbe  fait  avec  son  rayon  vecteur,  nous  aurons  l'équation 
différentielle  des  lignes  tangentes  aux  sections  normales  qui  sont  sur- 
osculées  par  un  cercle  : 

pdb>  o  p 

dp    ~  \//i--t- c= 

Tome  \X   -  Mai  i85ï.  "^^ 
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Intégrant,  on  a 


^^l^-v/ï-O-'^'^^l^v/ï-O' 


"     1/3 


p'  et  «'  sont  les  coordonnées  dn  point  par  lequel  on  fait  passer  la 
courbe.  En  donnant  successivement  les  deux  signes  an  radical,  on 
trouve  les  deux  courbes  qui  passent  par  chaque  point. 

Les  cosinus  des  angles  a,  /3  et  7  sont  toujours  liés  par  les  équa- 
tions (7);  la  seconde  se  simplifie  parce  qu'ici  p  est  nul.  Avec  ces  deux 
équations  et  l'équation  (i  '1)  on  peut  calculer  cos  a;  on  trouve  que  sa 
valeur  est  zt  | ,  d'où  il  résulte  que  les  lignes  que  nous  étudions 
rencontrent  les  génératrices  rectilignes,  et  se  coupent  elles-mêmes 
suivant  des  angles  de  60  degrés. 

8.  L'équation  (11)  se  simplifie  encore  pour  les  surfaces  de  révolu- 
tion; ses  deux  termes  contiennent  alors,  en  effet,  un  facteui'  commun 
qui  représente  les  parallèles.  On  peut  le  mettre  en  évidence  en  pre- 
nant les  équations  aux  différences  partielles  des  trois  premiers  ordres 
des  surfaces  de  révolution,  et  éliminant  avec  elles  cinq  dérivées,  par 
exemple/»,  q,  ii',  ni  et  t'. 

Nous  allons  opérer  d'une  manière  différente  qui  permettra  de  dis- 
cuter plus  facilement  les  résultats. 
Soit 

une  équation  qui  représentera  la  surface  de  révolution  ou  sa  méridienne, 
suivant  que  l'on  considérera  p  comme  un  rayon  vecteur  ou  comme  une 
abscisse. 

Employant  le  même  artifice  qu'à  l'article  7,  nous  calculons  les  déri- 
vées partielles,  et,  après  y  avoir  fait  u  nul,  nous  portons  leurs  valeurs 
dans  l'équation  (11);  nous  avons  ainsi 

(.5)  tangV.=:p^-^pW;       HUpj  ^'J^ 
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jj.  représente  comme  à  l'article  7  l'angle  que  forme  avec  l'axe  des  ab- 
scisses la  projection  de  la  tangente  à  la  section  normale  qui  est  suros- 

I  '  1      .  I  cosS 

culee  par  un  cercle,  tang/x  remplace  — ^^• 

L'équation  (i5)  n'est  que  du  second  degré;  le  coefficient  du  terme 
du  troisième  degré  est  nul,  ce  qui  donne  poiu-  p.  une  valeur  de  90  de- 
grés qui  indique  les  parallèles. 

Si  l'on  veut  avoir  l'équation  des  courbes,  il  faudra  remplacer  taug  [j. 
dans  l'équation  (i5)  par  p  ~i  et  intégrer. 

Appelant  g  le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne,  nous  aiu-ons 


et  différentiant, 


L-fê)'T 


df 


D'après  ces  valeurs  l'équation  (i4)  devient 

«/p-f/p 


(16)  tangV.  =  -3p' 


'\:^^T)i'J^4, 


tangp.  est  constamment  nul  pour  le  tore  et  le  cône;  les  méridiens  de 
ces  surfaces  satisfont  en  effet  à  la  question.  Pour  les  autres  surfiices  de 
révolution  on  trouve  deux  séries  de  lignes  qui  se  croisent  en  rencon- 
trant toujours  les  méridiens  sous  des  angles  égaux.  Ces  lignes  dispa- 
raissent quand  la  valeur  de  tang^  p.  est  négative.  On  déduit  de  l'équa- 
tion (16)  une  méthode  géométrique  pour  reconnaître  quand  ces  lignes 
existent  réellement. 

Si  l'on  égale  à  zéro  le  dénominateur  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (i  5),  on  trouve,  en  intégrant,  un  cercle  quia  son  centre  sur  l'axe.  La 

20.. 
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surface  est  alors  une  sphère.  Le  luimérateur  de  l'équation  (i5)  devient 
luil  en  même  temps  que  le  dénominateur,  et  tangp.  est  arbitraire. 

î).  Si  l'on  étudie  la  courbure  d'une  surface  en  ini  point,  on  |)ourra 
simplifier  les  équations  (8)  et  (9)  en  supposant  le  plan  tangent  hori- 
zontal. Ou  aura  alors 

>  1^  '^R  l'sin-'a  +  3(vsin-a  cosa  +  3«/sina  cos-a -r- «cos-'a 


et 
(18) 


(I  S  (f  sin-a  -I-  2.Jsinacosa  +  /cos'a] 

«■/R csin^  a  H-  3  tf  sin'  a  cosa  -|-  3  m  sin  a.  cos-  a  + 

'/S  {^sin'a  +  2.f  sina  cosa  +  rcos'a)- 


Si  l'on  projette  sur  le  ])lan  tangent  les  centres  de  courbure  des  dé- 
veloppées des  sections  normales,  ou  a  une  courbe  qui  est  représentée 

par  (i5),  l'azimut  étant  a  et  le  rayon  vecteur  étant  —7^-  Cette  courbe 

est  généralement  du  sixième  degré;  elle  descend  au  cinquième  degré 
pour  les  surfaces  gauches,  et  au  quatrième  pour  celles  qui  sont  du 
second  ordre.  Elle  a  deux  asymptotes  qui  sont  parallèles  aux  asymp- 
totes de  l'indicatrice. 

La  courbe  située  dans  le  plan  tangent  et  telle,  que  ses  rayons  vec- 
teurs seraient  proportionnels  aux  dérivées —î  n'est  que  du  quatrième 
degré.  Son  équation  en  coordonnées  rectilignes  est 

{tj-  -+-  2  sxj-  -f-  r.x-  Y  -h  vj^  +  3  w'xj-  +  3  iiix^j  +  iix^  =  o. 

Le  degré  de  l'équation  s'abaisse  d'une  unité  pour  les  surfaces  gauches. 
Pour  les  surfaces  du  second  ordre,  l'équation  devient 

tj-  -\-  1SXJ  +  rx'  4-  -  j  -+■  -X  =  o  ; 

aux  ombilics  la  courbe  est  un  cercle. 

On  voit  que  les  surfaces  du  second  ordre  et  les  surfaces  simplement 
réglées  forment,  pour  les  courbures,  des  catégories  spéciales,  et  qu'une 
surface  ne  peut  être  surosculée  par  une  surface  du  second  ordre  ou 
par  une  surface  réglée  qu'en  des  points  exceptionnels. 
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Sur   un    théorème   relatif  a    l'intégrale   euléricnne  de  seconde 

espiice  ; 

Par   m.   J.    LIOl  VILLE. 


Il  s'agit  de  réquation  célèbre 


I  \         T,  /  .        n 


(A)  Y{t)V[t  +  -^^...Y[t  +  -^'^  =  n'^         .[-xn]-     .V{nl), 

que  Gauss  a  établie  de  la  manière  la  plus  simple,  en  définissant  r(<) 
comme  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 

1.2.3...  s  .s'-^ 

t{t+  i)  [t+-i)..  .[t-^S—  l)' 

lorsque  le  nombre  entier  i'  augmente  à  l'infini.  Cette  définition,  qui 
permet  de  donner  à  t  une  valeur  quelconque,  positive  ou  négative, 
réelle  ou  imaginaire,  offre  sans  contredit  la  base  la  meilleure  pour  la 
théorie  de  la  fonction  T  (/).  Elle  fournit  d'ailleurs  de  suite  la  valeur  de 
cette  fonction  en  intégrale  définie,  et  ne  laisse  pour  ainsi  dire  échapper 
aucune  des  particularités  du  sujet,  tout  en  lui  donnant  plus  d'étendue. 
Au  point  de  vue  des  progrès  du  calcul  intégral,  on  a  toutefois  na- 
turellement désiré  d'avoir  une  démonstration  de  la  formule  (A)  uni- 
quement tirée  des  procédés  propres  à  ce  calcul,  et  de  la  définition  de 
Legendre,  qui  pose 

(B)  r  (t)  =^  n  e-"" œ'-'  dx  : 

cela  exige  que  l'on  se  borne  d'abord  aux  valeurs  de  t  positives,  ou  tlu 
moins  à  partie  réelle  positive,  pour  lesquelles  seules  l'intégrale  a  un 
sens  précis;  sauf  à  prolonger  plus  tard  la  fonction  T  [t]  hors  de  ces 
limites  (comme  je  l'ai  fait  au  tome  XI  du  Journal  de  M.  Crelle,  page  5, 
à  ime  époque  où  la  définition  générale  de  Gauss  m'était  inconnue) 
au  moyen  de  l'équation 

(G)  T  [t -h  i)  =:  tT  (t)     ou     T{t)  =  T{t+  i):  t, 
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que  1  on  obtient  de  suite  quand  la  partie  réelle  de  t  est  positive,  et  que 
l'on  peut  étendre  par  un  complément  de  définition  au  cas  où  cette  par- 
tie réelle  est  égale  à  o  ou  comprise  entre  o  et  —  i ,  puis  au  cas  où  elle 
est  égale  à  — i  ou  comprise  entre  —  i  et  —  a,  et  ainsi  de  suite;  d'où 
résulte  une  valeur  de  T  {^t)  en  intégrale  définie  successivement  propre 
à  ces  divers  cas. 

Il  faut  citer  surtout,  comme  remplissant  parfaitement  ce  but  spécial 
de  tirer  du  calcul  intégral  seul  les  propriétés  des  intégrales  eulé- 
riennes,  un  excellent  Mémoire  de  M.  Lejeune-Dirichlet  (Journal  de 
M.  Crelle,  tome  XV).  Je  me  place  au  même  point  de  vue  que  l'illustre 
géomètre;  mais  on  verra  que  ma  méthode  pour  la  formule  (A)  diffère 
entièrement  de  la  sienne,  où  l'on  opère  sur  le  logarithme  de  E  (<).  Je 
ne  dirai  qu'un  mot  des  formules 


ID) 

et 

(E) 

r(Or(i     0=  ■  1  , 

qu'Euler,  du  reste,  connaissait  déjà.  Pour  la  formule  (D),  on  a  la  dé- 
monstration toute  simple  de  Poisson,  rappelée  au  tome  IV  du  pi'é- 
sent  Journal,  page  227.  Quant  à  la  formule  (E),  elle  se  déduit  de 
l'équation  (D)  en  y  prenant  r  =  1  —  f,  ce  qui  donne 

r(<)E(i-  f)=  r  x-'[\-  xy-'  dx^  r^-rz'^y 

i/o  f/0  '  ' 


-X 


L'intégrale  relative  kj  est  composée  de  deux  parties  où^  va  de  o  à  r, 
puis  de  1  à  3^  :  on   ramène  la  seconde  aux  limites  de  la  première  en 

remplaçant  j"  par  ->  et  l'on  a 


cly 


T{t)T{:-t)=£\r-'+j:')~ 


■y 

après  quoi,   développant  en  série  suivant  les  puissances  de  j  sous  le 
signe  d'intégration,  l'on  obtient 

YU)V[i-t)^--^ +  -^  -...=  -^^.■ 
Ou  pourrait  varier  ces  démonstrations;  mais  comme  je  n'ai  en  vue, 
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pour  le  moment,  que  la  l'oiinule  (A),  je  termine  ces  préliminaires 
en  écrivant  l'équation  connue 

m  '■(;)'-(r,)---'-(^)  =  ""M")''^. 

trop  facile  à  déduire  de  la  formule  (E)  pour  que  je  m'y  arrête. 

Cela  posé,  je  vais  montrer  que  la  formule  {.\)  est  ime  conséquence 
presque  immédiate  de  la  valeur  que  j'ai  donnée  d'une  intégrale  définie 
multiple  dans  le  dernier  cahier  de  ce  Journal  (page  i33).  En  faisant 

P  —  (i  +  flx,)  (i  +  ajc,  +  ajc\)...  (i-f  rtx,  +  ax^-i-  ...  +  ax„_,) 
et 
Q=x,X2...x„_,{i  —  x,  —  X2-...—  x„_,),     p  =  —-^,     (^  =  ^— 1, 

cette  intégrale  est 

U  =  r  r  •  •  •  fp''  Q''  dx,  dr,. . .  dx„_ , , 

la  sommation  s'étendaut  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,,  x.^,---, 
x„_,  pour  lesquelles  on  n  x,  -h  x^-h  ...-h  x„_,  <  i .  Je  me  suis  assuré 
que 

"  =  ^^©"(^^^)'" 

On  peut  supposer  que  la  première  intégration  est  relative  à  jr„_,  et 
qu'elle  a  lieu  entre  les  limites  o  et  i  —  x,  — ... —  x„_2-  En  substituant 
à  x„_,  une  variable  j'„_,  telle  que 

les  limites  pour  j„_,  seront  o  et  i .  La  seconde  intégration  relative  à 
x„_2,  entre  les  limites  o  et  i  —  x,  — ... —  .^„-3,  sera  de  même  rem- 
placée par  une  intégration  entre  o  et  i,  en  faisant 

On  continuera  ainsi;  et  arrivé  à  l'intégrale  relative  à  x.,,  entre  les 
limites  o  et  i  —  o", ,  on  posera 

de  manière  à  avoir  o  et  i  pour  limites  de  jj.  Quant  à  ia  dernière 
intégration,  relative  à  x,,  c'est  entre  ces  limites  o  et  i  qu'elle  doit 
s'opérer. 
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Or  il  arrive  qu'en  posant  rî  =  —  i,  toutes  les  intégrations  relatives 
à  JT,,  j\,  >'3,.-5  J'n-ii  entre  les  limites  fixes  o  et  i,  deviennent  indépen- 
dantes les  unes  des  antres;  en  sorte  qu'on  n'a  plus  à  effectuer  qu'un 
produit  d'intégrales  eulériennes  de  première  espèce,  dont  chacune 
s'exprime  en  F  par  la  formule  (D).  Cela  lient  à  ce  que,  pour  a  ^=  —  i, 
les  quantités  1  +  «x,,  i  +  rtx,  +  ax .;,■,■■■,  i  +  aXf+  ax^  +...+  ax„_f 
se  réduisent  à  celles-ci  i— a*,,  i — x^  —  Xo,..,  i  —  ^r,  —  Xj  — ...  —  .r„_,, 
et  par  conséquent  se  décomposent  comme  elles  en  produits  où  les 
variables  sont  séparées,  puisque  l'on  a 

I  -X,   -   X.,-...-X,„=(l-X,)(l-jr2)('-j0'--('-Jm)- 

Un  calcul  facile  donne,  réductions  faites. 


'^H)- 


rit\"r(l\v{l\...T'" 


u=      '■"       '■"    ^'■'        ^    " 


ou  bien 


^^  '&""■"     ■^•(-) 


r|^_)r|'-^l...rr— ;pl) 


eu  égard  à  l'équation  (F). 
Mais  la  formule  générale 


"Z'''  /tJ.\"/v'l 


devient,  pour  rz  =  —  i, 

En  égalant  cette  valeur  à  la  précédente,  on  a  donc 

r(4:l)...r  (!i±i^)  =,.5-.(,„i'^.r(p.). 


■\^ 


Maintenant   remplacez  fj.  par  iit,  et  vous  aurez   précisément   la  for- 
nnde(A)  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 


1 
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SUR  L'ÉQUATION 

r {f)  T (^f  +  -^  =  2" "' .  ^  .  r  {'2t)  ; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE., 


L'équation 

I  \  I   -2' 


2 


r(Oru  +  -    =2        .xi7:.T{2t), 


dont  je  veux  dire  ici  quelques  niots_,  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la 
formule 


«  —  I 


(A)    r{t)T(^t  +  ^)...r(^t+'L-l^=^n^    "'.[-.n]-    .T{nl), 

qui  a  fait  l'objet  de  l'article  précédent.  Elle  répond  à  «  =  2,  et  il  est 
aisé  d'en  conclure  le  cas  de  n  puissance  quelconque  de  2. 

La  formule  (1),  qui  offre  des  facilités  spéciales,  a  été  obtenue  avant 
la  formule  (A).  Vous  la  trouvez,  ou  du  moins  vous  trouvez  une  for- 
mule équivalente,  à  la  page  284  des  Exercices  de  calcul  intégral,  pu- 
bliés en  181 1  par  Legendre,  qui  sans  doute  n'avait  alors  aucune  idée 
de  l'existence  de  la  formule  générale  (A). 

Legendre,  à  l'endroit  cité,  prouve  que 


l  — 2t 
2 


Or  substituez  à 

ni-') 

sa  valeur  déduite  de  l'équation 

\  2/         \2  /  cos(7:r) 

TomeXX. -Mai  i855.  2  1 
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qui  résulte  de  l'équation  d'Euler 

r(Or(i-  t)  =  ^^, 

eu  y  remplaçant  t  par  t  ■+-  --,  et  vous  aurez 

c'est-à-dire  la  formule  (  i). 

La  démonstration  que  j'ai  donnée  de  la  formule  (A)  étant  appliquée 
à  la  formule  particulière  (i)  se  réduit  à  ce  qui  suit. 
Je  prends  pour  point  de  départ  l'équation 

qu'il  faut  admettre  comme  bien   établie.   En   y   posant  a=—i,  il 
vient 

Mais  on  sait  que  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation   est 
aussi  égal  à 


r  nr 


0 


r  (f""^' 


J^a  formule  (i)  est  une  conséquence  de  l'égalité  de  ces  deux  valeurs, 
en  prenant  [j.  =  2  ^,  et  eu  égard  à  ce  que 

r  (i)  =  ^i. 

Au  lieu  de  faire  a  =  —  i ,  on  pourrait  faire  n  =  xi ,  ce  qui  donne 

le  calcul  serait  le  même,  car  les  deux  membres  ont  les  mêmes  valeurs 
que  ci-dessus. 
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On  peut  encore  tirer  la  formule  (i)  de  l'équation 

-  - 

I     (p  {s'm  iu)  cos  II  du  ^  I    ç)  (cos*«)  cosM^M, 

dont  on  a  donné  au  tome  XVIII  du  présent  Journal  une  démonstra- 
tion rigoureuse  et  très-simple. 

Prenez 

?(j)=jr'"- 

il  viendra 

J'     sin"' 2. ucosu du  ^  f     cos^'"^'  u du; 
d'pù  l'on  tire 

2'"  r   x^^  {i-xydx^  f  x'~^{î-x)'"dx, 

Jo  Jo 

en  se  rappelant  que 

sin -îu  ■=-  1  siu u  cos  «, 
et  en  posant 

sin  u  =  ^x. 
Il  faut  en  conclure  que 

,..r(=l±i)r('^+,)  =  r(l)r  („,  +  ,), 

et,  par  suite, 

d'où  la  formule  (i)  résulte  en  posant 

JH  =  2.t  —  I . 


p.i. 
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FORMULES   GÉNÉRALES 

Relatives  à  la  question  de  la,  Stabilité  de  l'équilibre  d'une 
niasse  liquide  homogène  douée  d'un  mouvement  de  rotation 
autour  d'un  axe  ; 

Par  m.  J.  LIOl  VILLE  [*] 


I .  Rapportons  d'abord  les  points  de  la  masse  liquide  à  trois  axes 
rectangulaires  fixes  Ox',  Oj\  Oz.  Soient  p  la  pression  au  point 
[x',j',  z)  et  t  le  temps  écoulé  depuis  une  certaine  époque.  En  vertu 
du  principe  de  d'Alembert  combiné  avec  l'hypothèse  de  l'égalité  de 
pression  en  tous  sens  que  nous  admettrons  ici,  on  a  ces  trois  équations 


dp 

dx' 

1            d\v' 
=  P  \^          dO 

dp 
df 

dp 

dz 

=  P[^          dt^ 

(0 


où  X',  Y',  Z  désignent  les  composantes  parallèles  aux  trois  axes  de  la 
force  accélératrice  qui  agit  sur  le  point  (x',j',z);  p  est  la  densité 
constante  du  liquide. 

Maintenant,  imaginons  deux  axes  Ox,  Oj  perpendiculaires  entre 
eux  et  à  l'axe  Oz,  et,  de  plus,  animés  autour  de  ce  dernier  axe  d'un 
mouvement  commun  de  rotation  dont  la  vitesse  angulaire  peut  varier 
d'un  instant  à  l'autre.  Soit  0  l'angle  confpris  entre  Ox  et  Ox',  Q  étant 

[*]  Extrait  du  premier  paragraphe  d'un  Mémoire  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des 
mers,  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  le  i4  novembre  1S42  (voir  Comptes 
rendus,  tome  XV,  page  9o3).  Cet  extrait  a  été  inséré  il  y  a  trois  ans  dans  les  Additions 
à  la  Connaissance  des  Temps  pour  i855.  J'ai  cru  convenable  de  le  reproduire  ici. 


f 
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une  fonction  de  /;  on  aura 

x'  =  X  cos  ^  —  J  sin  6, 
y'  =1  X  sin  0  +  /  cos  5. 

"La  pression  p  qui  était  fonction  de  /,  x' ^  f  ^  z  deviendra  ainsi  fonc- 
tion de  /,  X,  y,  z;  ses  dérivées  partielles  relativement  à  x  e\  j  seront 

</.r         f/jr'  dx  dy'  dx  dx'  dy' 

dp  _  dp  dx"        dp  dy'  _  dp  dp 

~r  —  ~i~  1 1 — n  T'  —  cos  c  -j-,  —  sm  c  -p-,  ■> 

dy  dx    dy  dy    dy  dy  dx 

ou  bien,  à  cause  des  équations  (i), 

J  =  p  fx'  cos9  +  Y'sinÔ  -  cosô  '—  -  sinÔ^^i  • 

dx         ^  \  dt^  df  I 

'^  =  p  (y'  cos  9  -  X'  sin  e  -  cos  9  -,v  +  sin  0  ^-^  : 

dy         '    \  dl-  dt-  ) 

Mais  X'  cos  9  +  Y'  sin  S,  Y'  cosô  —  X'  sin  6  sont  les  composantes  de  la 
force  accélératrice  suivant  les  axes  Ox,  O^;  nous  les  représenterons 
par  X,   Y.    D'un   autre  côté,  il  est  aisé  de  former  les  diftérentielles 

d'' x'     d"^  y' 

secondes  — tt'     n"'  ^'''  P^'  suite,  de  calculer  les  deux  quantités 

r,d''x'  .     r.d'^y'  r^<l''y'  ■     ^d''-x' 

cosô  -— -  -I-  Sin  e  -rr'     cosô  -^, sni 9 -j—  ; 

dt'  dt'  dt'  dt- 

on  les  trouve  respectivement  égales  à 


D 


d-'x 

IdOy           dy  dn             rP9 

dt' 

^  \dt  j     "^  dt  dt     ^  dt' 

d-'y 
df 

/dsy       dxdo         d'Q 

^  \dej  ^'^  dt  dt  '^  ^  dt' 

e  là  résulte 

dx~ 

p[x 

d'x                ldfi\           dy  d^ 

dt'  -^  -^  \dt)  '^'\u  dt  ^ 

dp 

pfY 

dt'        ^    \dt)        ^  dt  lit 

d'6'] 
Ces  deux  équations  nouvelles,  jointes  à  l'ancienne  équation 


dp 

dz 
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remplaceiont  les  équations  (i).  On  les  mettra  sous  une  autre  forme  en 
représentant  par  u,  v,  w  les  composantes  parallèles  aux  axes  mobiles 
Or,  Oj,  Or  (le  la  vitesse  relative  qui  a  lieu  en  {x,  j,  z),  c'est-à-dire 

en  faisant 

dx  dy  dz 

rfr  =  "'  iù="^   .7.  =  "^' 

puis  en  exprimant  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force  accélératrice 
par  les  dérivées  partielles  d'une  seule  fonction  V,  comme  on  en  a  le 
droit  lorsque  cette  force  résulte  d'actions  attractives  fonctions  des  dis- 
tances. On  a  ainsi  finalement 


dp             Vd\' 
di~  P  [IL:  ~ 

dt                     \  dt  ] 

dp  _    rd\ 

dj~  P     }ïr  ~ 

dt          ^  -^    \dt  } 

dp         1  dy 

d;  =  niû- 

~    -r  dw  ]  • 

dt          1 

d'Q\ 


d9 
dt 


,    .  ]   dp  VdV  I      .  ldn\-  dh  r/  =  9n 

(")  \l^=^Wr-dV^'^^\Tt)-''''li-''-dF[ 


Les  différentielles  de  u^  i',  ii',  qui  entrent  dans  ces  équations  sont 
des  différentielles  totales  :  en  les  développant  on  a,  par  exemple, 

I     ,  du  du  du  du 

—  du—   —+?<—+  l'  -T-  -4-  W  -r-? 
dt  dt  dx  dy  dz 

expression  qu'on  pourrait  toutefois,  dans  le  cas  des  oscillations  tres-pe- 
tiles  dont  nous  nous  occupons  surtout,  réduire  à  son  premier  terme 
par  rapport  auquel  les  autres  sont  négligeables.  Quant  aux  forces  ex- 
primées par  les  dérivées  partielles  de  V,  elles  proviendront  toujours, 
dans  ce  Mémoire,  d'actions  attractives  proportionnelles  aux  masses, 
et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  V  sera  donc  la  somme  des 
éléments  des  masses  agissantes  divisées  chacun  par  sa  distance  au 
point  [x,  j,  z).  De  plus,  dans  les  questions  de  stabilité  que  nous  nous 
proposons  de  résoudre,  les  masses  dont  nous  parlons  se  réduiront  à 
celles  du  liquide  lui-même  et  du  noyau  solide  à  la  surface  duquel  ce 
liquide  peut  être  placé. 

Aux  trois  équations  (a)  il  faut  joindre  naturellement  l'équation  dite 
de  continuité,  qui  exprime  la  condition  d'incompressibilité  du  liquide. 
Cette  équation,  savoir 

/  o^  du         dv  div 


1 


FURES  ET  APPLIQUÉES.  167 

a  la  même  forme  et  se  démontre  de  la  même  manière  que  si  O  x,  Oj, 
Oz  étaient  des  axes  fixes. 

2.  L'éqnation  (3),  multipliée  par  dxdjdz,  puis  intégrée  dans 
toute  l'étendue  de  la  masse  liquide,  conduit  à  une  conséquence  évi- 
dente du  reste  à  priori,  mais  qui  nous  sera  très-ulile  plus  tard.  Si 
Ton  décompose,  en  effet,  en  trois  parties  le  premier  membre  de  l'é- 
quation 

on  voit  qu'une  des  intégrations  s'effectue  de  suite.   En  se  bornant  à 
l'intégrale  indéfinie,  on  a,  par  exemple, 


///S"^-^''^"^'  "  jj''''y'''- 


Pour  passer  de  là  à  l'intégrale  définie,  observons  que,  pour  chaque 
couple  de  valeurs  Ae  j  et  z,  les  produits  iicljdz  sont  relatifs  aux 
points  où  une  même  parallèle  à  l'axe  des  x  entre  dans  la  masse  li- 
quide bu  sort  de  cette  niasse,  et  que,  de  plus,  ces  produits  doivent 
être  pris  successisement  avec  le  signe  —  et  le  signe  H-  en  allant  dn 
premier  au  dernier  dans  le  sens  des.r  positives;  d'un  autre  côté,  si  dw 
désigne  l'élément  de  la  surface  liquide  qui  répondant  tour  à  tour  à 
ces  divers  points  d'entrée  ou  de  sortie  a  djdz  pour  projection  sur  le 
plan  des  jz,  et  a  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  normale  à  dv 
menée  en  dehors  du  liquide,  on  aura  successivement  aussi 

dydz  =  —  cosar/w,     puis     djdz  =  cosc.<fo), 

puisque  djdz  et  du  sont  des  quantités  positives,  et  que  l'angle  a  est 
obtus,  puis  aigu  alternativement.  Les  produits  adjdz,  pris  avec  le 
signe  qu'ils  doivent  avoir  dans  l'intégrale  définie,  sont  donc  égaux  à 
ucosadw,  et  l'on  a,  pour  le  premier  terme  de  notre  équation,  Texpresr 
sion  simple 

/   /   /  y  r/j:  f/j  ^z  =  I  I  «cosar/w; 

l'intégrale  relative  à  du  s'étendant  non-seulement  à  toute  la  surface 
libre  du   liquide,    mais  encore,  dans  le  cas  d'un  noyau  solide,  à  la 
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surface  commune  au  liquide  et  au  noyau,  et  s'il  se  forme  un  vide 
dans  l'intérieur  de  la  masse,  à  la  surface  par  laquelle  ce  vide  est  li- 
mité. 

En  désignant  par  j5,  y  les  angles  que  la  normale  à  (/oj  fait  avec  Oj" 
et  Oz,  on  trouvera  de  même 

f   I  j-j-,  dxdydz  =^  j  f  *'cos/3c/&j, 

j  j   I  -r  dxdjrdz  ^^  l  j  w  cos-/dw. 
Il  s  ensuit  que 

/   I  (ucosa. -i- vcosfi -h  IV  cosy)doi  =  o. 

Or  ucosa  -+-  v  cos  fi  -f-  ivcosy  est  précisément  la  composante  de  la 
vitesse  des  molécides  liquides  placées  à  la  surface  f^w,  dans  une 
direction  normale  à  cette  surface  <Yu.  On  conclut  de  là  que  si 
Vonjait  à  chaque  instant  la  somme  des  produits  de  chacun  des  élé- 
jnents  de  la  surjace  du  liquide  par  la  vitesse  normale  correspon- 
dante, cette  somme  sera  égale  à  zéro.  C'est  ce  que  l'on  pouvait 
voir  à  prioii,  car  le  volume  total  du  liquide  est  supposé  invariable,  et 
la  somme  des  produits  dont  nous  parlons,  multipliée  par  l'élément  dt 
du  temps,  exjjrime  précisément  la  variation  que  ce  voliune  éprouve 
pendant  l'instant  dt;  j'ai  pensé  néanmoins  devoir  en  donner  la  dé- 
monstration précédente,  où  l'on  emploie  le  calcul  intégral.  L'artifice 
(bien  connu  des  géomètres)  à  l'aide  duquel  nous  avons  introduit  dans 
nos  calculs  l'élément  de  surface  ^w,  devant  en  effet  être  mis  en  usage 
plusieurs  fois  dans  le  cours  de  ce  Mémoire,  il  était  bon  de  l'appliquer 
d'abord  à  \\\\  exemple  simple. 

3.   Les  questions  de  stabilité  se  résolvant  d'ordinaire  par  la  consi- 
dération (le  la  force  vive  du  système  dont  on  s'occupe  ,  cherchons  pour 

notre  masse  liquide  l'expression   de    cette   force  vive  ^(//î»^),   où 

y-  =  u-  +  v'^  -^  îv^.  En  posant 


p\  +  l(x"-  +  r)('^-^X  -  P  =  9'? 
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on  tire  des  équations  (2), 

dt  dx  dt         -^    dt^ 

I     ,  dm  dO  d'O 

-y  (h'   =  ~-i  —  2  K Jf  -7-,  1 

dt  dy  de  dt- 

l     ,  dm 

de  dz 

On  obtiendra  la  force  vive  ^(ma^)  en  midtipliant  par  les  facteurs 

respectifs  2(5«<f^c/j:v/^f/-.,  2  pvdt  dxdjdz,  2  p  wcltd.xdydz  les  premiers 
membres  de  ces  équations,  et  formant  ainsi  la  quantité 

2  [ndu  4-  vd\>  -{-  wdw)  pdccdjdz  =  ind.y.', 
laquelle,  d'après  les  équations  ci-dessus,  est  équivalente  à 

/r/tp  dtf  d<D  \(l'9\     ,      j      ,     , 

puis  intégrant  par  rapport  au  temps  en  suivant  pour  ainsi  dire  cliaque 
molécule  m  dans  sou  mouvement,  ce  qui  donne  ??/«"  ;  puis  intégrant 
de  nouveau   pour    toutes  les  molécules  m,  d'où  résulte  la  force  vive 

cherchée  ^('"j^")  Mais  il  reviendra  au  même  d'intégrer  d'abord  la 
quantité 

10  ['-r  u  +  '-r-  V  -\ — piv-r-  [uy  —  \'x)  — -  |  dxdrdzdl 
■^   \dx  dy  dz  ^  -'  '  dt'/ 


2( 


par  rapport  à  oc,  j,  z,  en  laissant  t  constant  et  en  parcourant  le  vo- 
lume total  occupé  par  le  liquide  à  chaque  instant  t,  puis  d'intégrer 
ensuite  par  rapport  à  t  jusqu'à  la  valeur  actuelle  de  cette  variable. 
Dans  cette   nouvelle  manière   de   procéder,   les  limites  de  x-,  j,  ; 

dans  nos  intégrales  seront  fonctions  de  ^,  et  l'expression  de  T!  ('«  «^)- 

à  une  constante  près,  dépendante  de  la  force  vive  initiale,  dexiendra 

Celte  expression  se  décompose  en  deux  parties,  savoir 

Tom.- XX.  —  Juin  i855.  22 
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et 

La  dernière  peut  s'écrire 

"^  p  /ï  ^^  /  /  /  (  "-^  ~  "^  )  '^"^  "^y  '^"• 

Or  les  hypothèses  que  nous  adopterons  dans  le  cours  de  ce  Mémoire  sur 
la  vitesse  angulaire—  avec  laquelle  les  axes  Ox,  Cij  tournent  autour 
deOz  rendront  toujours  nul  un  des  facteurs 


. ,       ou 

df 


I   I  f  ("J"  ~  vx)dxdjflz 


de  l'élément  qu'on  doit  intégrer  par  rapport  au  temps,  ce  qui  rendra 


nulle  l'intégrale  elle-même.  Nous  admettrons,  en  effet,  ou  que  —   est 


une  constante  n,  auquel  cas  —  =  o;  ou  que-^-  a  pour  valeur  la  vitesse 

angulaire  moyenne  de  rotation  des  molécules  liquides  autour  de  Oz, 
je  veux  dire  a  pour  valeur  la  vitesse  de  rotation  qui  conviendrait  par 
le  principe  des  aires  à  notre  masse  liquide  tout  à  coup  solidifiée  et 
abandonnée  à  elle-même;  le  mouvement  des  axes  Ox,  Oy  est  alors 
tel,  qu'il  n'y  a  en  quelque  sorte,  relativement  à  eux,  aucune  aire 
décrite  sur  le  plan  des  xj,  les  aires  positives  étant  compensées  exacte- 
ment par  les  aires  négatives,  et  l'on  a 

D'après  cela ,  nous  écrirons  simplement 

2;  (/«-.^)  =  2p  Jrf^  jyj(^2«  +  ^J  t,  +  lï  ivyxdjdz  +  const. 
Considérons  en  particulier  l'intégrale 

où  dxdjdz  représente  l'un  après  l'autre  les  éléments  du  volume  du 
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liquide.  En  intégrant  par  parties,  elle  devient 

jjuodjdz  ~jfj9  Tx^^^^^^^'' 

les  éléments  de  l'intégrale  double  se  rapportent  à  la  surface  du  liquide; 
on  peut  donc,  comme  au  n"  2,  nitroduire  l'élément  df,^  et  les  angles 
a,  ^,7  pour  passer  de  l'intégrale  indéfinie  à  l'intégrale  définie;  il 
vient  ainsi ,  pour  valeur  de  l'intégrale  citée, 

/   I  ucosa.(fd'j)  —  1    /  /  ©  j-,  djcdjdz; 
les  intégrales 

sont  de  même  respectivement  égales  à 

jjv  cos  pçf/w  ~jjj?  Yj  ^^^T^^ ' 

\   i  w  cosyfdoi  —  I  j  j  (p  '—  djcdjdz. 

En  ajoutant  ces  trois  quantités,  on  aura  la  valeur  de 

///(â  "  +  S  ^  +  S  '0  dxdrdz; 

cette  somme  est  composée  de  deux  termes,  savoir  d'une  intégrale 
double 

/   /  {il  cos  Cf.  +  V  cos  [i  -\-\v  cos  7)  rs^dui , 
puis  d'une  intégrale  triple,  qui  se  retranche  de  la  première , 

///(ê  +  l  +  S)?^/-'^^'/^' 

mais  cette  intégrale  triple  est  nulle  en  vertu  de  l'équation  (3).  C'est 
donc  à  l'intégrale  double  que  se  réduit  la  somme  indiquée.  Il  suif 
immédiatement  de  là  que 

(  4  )  ^{in-<i')  =  a.  p  I  dt  j  j  (u  cos  a+  v  cos  p  +  tv  cos  y)  (j?  r/oj  '+  const. 
L'élément  dw  ne  se  rapporte  pas  seulement  à  la  sur/ace  libre  àv. 

29... 
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liquide,  mais,  en  outre,  si]  se  forme  un  vide,  à  la  surface  qui  liinite 
ce  vide,  et  s'il  y  a  un  noyau  solide,  à  la  surface  commune  au  liquide 
et  au  noyau.  Cela  résulte  de  la  manière  même  dont  cet  élément  a  été 
nilroduit  dans  nos  formules. 

l.  Quand  il  s'agit  de  trouver  la  condition  de  stabilité  pour  une 
masse  liquide  placée  à  la  siirface  d'un  noyau  solide  animé  autour  de 
l'axe  Os  d'un  mouvement  imiforme  de  rotation  dont  n  est  la  vitesse 

angulaire,  il  est  commode  de  supposer  la  vitesse  angulaire  y-  con- 
stante aussi  et  égale  à  «,  de  telle  sorte  que  le  noyau  solide  reste  immo- 
bile par  rapport  aux  axes  Ox,  Oj,  Or.  Quand  on  s'occupera  du 
mouvement  d'une  masse  entièrement  liquide  qui  tourne  autour  d'un 
axe  Os  passant  par  son  centre  de  gravité  O,  on  pourra  encore  attri- 

buer  à  —  une  valeur  constante  n;  et  si  la  figure  primitive  d'équilibre 

est  de  révolution  autour  de  Os,  comme  cela  arrive  pour  les  ellipsoïdes 
de  Maclaurin ,  il  n'y  aura  aucun  inconvénient  à  continuer  de  prendre 
pour  valeur  de  n  celle  de  la  vitesse  angulaire  qui  avait  lieu  dans  l'état 
d'équilibre.  Mais  rien  n'empêcherait  non  plus  d'adopter  une  valeur 
de  II  un  peu  plus  grande  ou  un  peu  plus  petite,  et  relative  à  la  rota- 
tion d'iuie  autre  figure  d'équilibre,  voisine  de  celle  que  le  liquide 
affectait  d'abord.  Cela  revient,  au  reste,  à  modifier  la  figure  d'équi- 
libre à  laquelle  on  rapporte  les  perturbations.  Par  exemple,  on  peut 
choisir  cette  figure  telle,  qu'elle  réponde  à  la  somme  des  aires  décrites 
sur  le  plan  fixe  x'Oj',  au  premier  instant  cit,  dans  le  mouvement 
troublé,  par  les  projections  des  rayons  vecteurs  menés  de  l'origine  O 
à  toutes  les  molécules  égales  du  système  :  dès  lors  cette  somme  devra 
toujours  rester  la  même  que  dans  l'état  d'équilibre.  Les  considérations 
précédentes  seront  d'une  grande  importance  dans  la  théorie  des  ellip- 
soïdes à  trois  axes  inégaux  de  M.  Jacobi,  si  l'on  veut  à  priori ,  en  s'en 

occupant ,  faire  dans  nos  formules  —  constante.  Mais  quand  la  figure 
primitive  d'équilibre  est  un  des  ellipsoïdes  de  M.  Jacobi,  la  nature  de 
la  question  semble  en  quelque  sorte  inviter  à  prendre  pour  valeur 

de—  la' vitesse  angulaire  moyenne  de  la   masse  liquide,  vitesse  qui , 

pour  une  masse  connue  et  une  somme  d'aires  décrites  aussi  connue, 
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varie  d'un  instant  à  l'autre  avec  le  moment  d'inertie.  Examinons  suc- 
cessivement les  deux  hypothèses  que  nous  venons  d'indiquer  concer- 

nant  la  valeur  de  —  ,  et  voyons  comment,  en  se  bornant  a  considérer 

des  oscillations  très-petites,  on  ramène  à  sa  forme  la  plus  simple  le 
second  membre  de  l'équation  (4). 

o.  Soit  d'abord  —  =  une  constante  »;  on  aura 


en  posant 


L'intégrale 


ff^ 


[n  cosa  4-  i'  cosjS  +  w  cosy)  odw 
sera  donc  la  différence  des  deux  suivantes  : 

[u  cosa  +-  i>  cosiS  +  IV  cosy)  Wdw, 


et 


-   /   /  («cosa  +  fcos^  +  tv  cosy)/)fl'(,); 


mais  la  seconde  de  ces  deux  intégrales  est  nulle,  du  moins  lorsqu'on 
exclut  (ce  qui  n'a  évidemment  aucun  inconvénient  dans  nos  questions 
de  stabilité)  le  cas  particulier  où  il  se  ferait  un  vide  dans  l'intérieur  de 
la  masse  en  mouvement.  En  effet,  pour  tous  les  éléments  du  qui 
peuvent  appartenir  à  la  surface  commune  du  liquide  et  d'un  novau 
solide,  la  vitesse  11  cosa  -+-  ycosjS  +  ivcosy,  normale  à  c/w,  doit  être 
nulle,  puisque  le  noyau  reste  immobile  par  rapport  aux  axes  Oa-, 
Oj,  Oz,  et  que,  par  suite,  les  molécides  liquides  avoisinantes  ne  peu- 
vent que  glisser  dans  une  direction  tangentielle;  on  peut  donc  faire 
abstraction  de  la  partie  de  notre  intégrale  qui  répond  à  de  tels  élé- 
ments. D'un  autre  côté,  à  la  surface  libre  du  liquide,  p  est  une  con- 
stante que  l'on  peut  faire  sortir  des  signes  /  ;  on  obtient  ainsi  l'ex- 
pression 

-  /  I  {u  cosa  +  i>  cosj3  +  w  cosy)  dw  ; 


174  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

or  le  second  facteur  de  ce  produit  est  nul,  car  il  revient  précisément  à 
l'intégrale  considérée  n"  2,  en  supprimant  seulement  dans  cette  inté- 
grale la  partie  nulle  d'elle-même  rpii  répond  à  la  surface  commune 
au  liquide  et  an  noyau. 
Dans  l'intégrale 

1   1  («  cosa  +  i»  cos/3  +  u'cosy)  Wr/u, 

on  peut  regarder  la  %'aleur  de  W  comme  composée  de  deux  parties, 
dont  l'ime  se  rapporte  à  l'état  d'équilibre  et  l'autre  à  la  variation  que  W 
éprouve  pendant  le  mouvement.  A  cet  effet,  considérons  chaque 
j)oint  M  de  la  surface  d'équilibre,  menons  par  ce  point  une  normale  à 
cette  surface,  et  soit,  au  bout  d'un  temps  t  quelconque,  'C,  l'élévation 
positive  ou  négative  (comptée  sur  la  normale  qui  part  du  point  M)  de 
la  surface  libre  du  liquide  en  mouvement  au-dessus  de  la  surface 
d'équilibre.  Nous  supposerons  que  cette  élévation  ^  réponde  à  l'élé- 
ment dt,)  de  la  surface  libre  du  liquide  en  mouvement;  Ç'  sera  de  même 
l'élévation  correspondante  à  un  autre  élément  t/w'.  Bornons-nous 
d'ailleurs  au  cas  des  oscillations  très-jjetites,  en  sorte  que  ^  soit  une 
très-petite  quantité.  Soit  U  la  valeur  que  W  avait  dans  l'état  d'équi- 
libre, pour  un  point  quelconque  et  S|)écialcment  pour  le  point  M  ; 
U  désignera  dans  cet  état  la  Jonction  des  forces  (j'entends  par  là,  avec 
M.  Jacobi,  la  fonction  dont  les  dérivées  partielles  fournissent  les  com- 
posantes des  forces  accélératrices  qui  agissent  sur  les  divers  points 
du  liquide  et  parmi  lesquelles  je  comprends  la  force  centrifuge). 
L'état  d'équilibre  continuant  à  subsister,  si  l'on  se  transporte  du 
point  M  au  point  extrême  de  la  petite  normale  ^,  W  ou  U  éprouvera 

par  ce  seul  déplacement  une  variation  exprimée  par  — ^  ou  par  — g^, 

g  désignant  la  pesantein-  qui  a  lieu  à  la  surface  dans  l'état  d'équilibre, 

laquelle  pesanteur  est,  au  signe  prés,  exprimée  par  -— •  Mais  la  figure 

du  liquide  étant  de  plus  altérée  par  l'état  du  mouvement,  V  et,  par 
suite,  W  augmentent  de  toute  la  valeur  due  à  l'excès  de  la  figure  ac- 
tuelle du  liquide  sur  la  figure  d'équilibre;  cette  valeur  est 


//^' 
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A  désignant  la  distance  tle  chacune  des  petites  masses  fj^'d'j^'  au  point 
[x^j,  z)  situé  à  l'extrémité  de  la  normale  ^.  La  valeur  complète  de  W 
est,  d'après  cela, 

w  =  u-g?  +  p//q^. 

Le  premier  terme  U  se  rapporte  à  l'état  d'équilibre;  il  est,  comme  on 

sait,  constant,  et,  par  suite,  on  peut  le  (aire  sortir  du  signe  /  ,  quand 
on  s'occupe  de  l'intégrale 

/   /  («  cosa  +  f  cos/3  +  tv  cosy)  Udu  ; 

cette  intégrale  se  réduit  donc  à  zéro  par  la  même  raison  qui  a  fait  dis- 
paraître celle  où  entrait  la  pression  p.  Ainsi ,  dans  l'intégrale 

I   /  (  H  cos  «  +  V  cos  |3  +  w  cosy  )  W  du, 

on  peut  négliger  le  premier  terme  U  de  W.  Il  reste  à  sidjstituer  les 
dei'.x  derniers  termes,  et  c'est  ce  que  nous  allons  faire  en  observant, 
de  plus,  que,  dans  l'hypothèse  des  petites  oscillations,  la  composante 
u  cosa  -f-  V  cosj3  +  tv  cos  y  de  la  vitesse,  estimée  dans  une  direction 

normale  à  da,   se  réduit  sensiblement    à  —- "•   nous    trouvons    ainsi 
'  (le 


3onr 

{u  cosa  -f-  V  cosjS  -f  IV  cosy)  Wr/o), 


//< 


et,  par  conséquent,  pour 

/   /  [u  cosa  +  V  cos/3  +  (vcosy)  od'j), 
la  valeur  suivante, 

dans  laquelle  on  pourra  même  regarder  du  et  du'  comme  exprimant 
les  éléments  de  la  surface  libre  dans  l'état  d'équilibre;  en  effet,  ^  étant 
une  quantité  très-petite  et  la  surface  libre  du  liquide  en  mouvement 
devant,  dans  le  cas  des  petites  oscillations,  différer  très-peu  de  la  sur- 
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face  cr^quilibre,  on  ne  néglige  que  des  quantités  du  troisième  ordre 
en  remplaçant  dans  nos  intégrales,  qui  sont  du  second  ordre,  une  de 
ces  surfaces  par  l'autre. 

De  cette  discussion  résulte  pour  valeur  de  la  force  vive  du  liquide 

L'intégrale  relative  à  t  peut  être  effectuée.  On  a  d'abord 

puisque  la  pesanteur  g  relative  à  la  surface  d'équilibre  est  indépen- 
dante de  t. 

On  a,  d'un  autre  côté, 


'■9 


■Mf'^''''fr^-^'mf^M'"' 


puisque  les  éléments  r/w,  <Yo/  appartiennent  à  la  surface  d'équilibre,  et 
sont,  par  suite,  aussi  bien  que  leur  distance  A,  indépendants  de  /. 
D'ailleurs,  A  ne  change  pas  lorsqu'on  permute  ces  deux  éléments  l'un 
dans  l'autre  :  le  second  membre  de  l'équation  qu'on  vient  d'écrire 
peut  donc  être  remplacé  par 

ou  encore  par  la  demi-somme 
laquelle  revient  à 

Il  suit  finalement  de  là  que 

(5)        J^im,n=p'fffp^^  -  r.//gr^/«+  const. 

Telle  est  la  formule  fondamentale  dont  nous  ferons  usage  dans  les 
questions  de  stabilité  d'équilibre,  soit  pour  une  masse  liquide  placée 
sur  un  noyau  solide,  soit  pour  une  masse  entièrement  liquide,  surtout 
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quand  la  figure  d'équilibre  est  de  révolution.  Di;  plus,  nous  |)rendrons. 
en  général,  poiu-  uuilé  la  densité  p  du' liquide;  en  posant  ainsi  p  =  r, 
nous  aurons 

G.  Considérons  mainlenant  une  niasse  entièrement  liquide,  dont  la 
figure  d'équilibre  ne  soit  pas  de  révolution,  et  voyons  à  quelle  lornie 
simple  se  ramène  l'équation  (4)  lorsqu'on  suppose  à  cliaque  instant 

la  valeur  de  —  égale  à  celle  de  la  vitesse  angulaire  moyenne   tle   la 

masse  liquide,  ou,  en  d'autres  termes,  telle  que  l'on  ait  toujours 

/   /   I  {\>jc  —  uy)  docdjdz  =  o. 
Nous  savons  que 

dx  dy 

11  =  —,       l»  =  -f  ; 
dt  dt 

le  produit  '[Vjc  —  uj)  dt  est  donc  égal  au  double  de  l'aire  décrite  dans 
l'instant  dt,  relativement  aux  axes  mobiles  Ox,  O^-,  par  la  projection, 
sur  leur  plan,  du  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  des  coordonnées  au 
point  (x,/,  s).  Soient  r  cette  projection  et  (j;  l'angle  qu'elle  fait  avec 
l'axe  des  x  :  il  nous  viendra 


V3C  —  HJ  :=  X  -^ j-^  =  r 


dy  dx  2  'I't' 

dt         ^    dt  dt  ' 


et,  par  suite, 


/// 


r^  -^dxd/dz  =  o. 


Mais  Q  -\-  'i^  étant  l'angle  que  r  fait  avec  l'axe  fixe  i)x',  Tnitégrale 
triple 

doit,  par  le  principe  des  aires,  conserver  la  même  valeur  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement;  or,  d'après  la  condition  trouvée  ci- 
dessus,  le  second  terme  de  cette  intégrale  triple  disparaît  de  lui-même; 
on  peut  d'ailleurs,  dans  le  premier  terme,  faire  sortir  des  signes  /  le 

Tome  \X.-JuiM 855.  2 3 
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'il 


facteur  —  qui  est  une  simple  fonction  de  /;  c'est  donc  le  produit 


pt  j j f '" '^'''^^rdz 


de  la  vitesse  angulaire  —  par  le  moment  d'inertie,  qui  doit  avoir  une 

expression  constante.  En  désignant  donc  par  ji  et  G  les  valeurs  de  ces 
deux  dernières  quantités  dans  l'état  d'équilibre,  et  par  (?7i,  c?G  les  pe- 
tites variations  qu'elles  éprouvent  dans  l'état  de  mouvement,  on  aura, 
en  négligeant  les  quantités  du  second  ordre, 

r?(«G)  =  nâG  +  Go\z  —  o. 

En  remplaçant  (  — |    par  sa  valeur  n^ -^'  nnân  (je  néglige  dn^),  et 

en  observant  que  x^  +  j-  =^  r*,  la  valeur  de  js^p  donnée  an  n"  5  de- 
viendra 

pas  =  |2V  +  ? —  [x-  +  j'^)  —  p  +  p  nr^ân  =  pW  —  p  -+-  pnr^àu, 
W  représentant  la  quantité 

Or,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  00  dans  la  formule  (4),  on  se 
trouvera  évidemment  conduit  à  une  expression  toute  semblable  à  celle 
que  l'on  a  discutée  dans  le  n°  o  et  qui  nous  a  fourni  le  second  membre 
de  l'équation  (5)  ;  mais  on  aura,  de  plus,  un  terme  provenant  de 
pni'-ân;  ce  terme  nouveau  sera 

■2pn  l  dt  j   I  [u cos  a  +  i>  cos  /3  +  tv  cos 7)  r"  &ji du . 

Occupons-nous  successivement  des  deux  parties  dont  la  valeur  de 
^  (m«*)  se  trouve  ainsi  composée. 

La  première  de  ces  deux  parties,  savoir 

■i  j  fà  I   j  [ucosa  +  fcos/3  +  w  cosy){pW  —  pjcia^ 

peut  d'abord  être  réduite  à 

ip  I  (It  j  I  [u cos  v.  -h  V cos  j3  H-  w  cos  7)  Wr/w, 
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car  on  prouvera,  comme  au  11"  5,  que  l'intégrale  double 

(  Il  cos  a  +  t'  cos  |3  +  î V  cos  7  )  /)  dw 


ff 


est  égale  à  zéro,  du  moins  en  excluant  le  ras  |)articulier  où  il  se  for- 
merait un  vide  dans  l'intérieur  de  la  masse.  En  regardant  ensuite  W 
comme  composée  d'uiie  partie  constante  et  d'tnie  partie  variable,  on 
verra  de  même  qu'on  ])eul  faire  abstraction  de  la  partie  constante. 
Nous  prendrons  pour  partie  constante  de  W  celle  qui  aurait  lifii  à  la 
surface  de  l'ancienne  figure  d'équilibre  solidifiée  et  soumise  ensuite  à 

un  mouvement  variable  de  rotation  dont  la  vitesse  angulaire  serait  -^i 

c'est-à-dire  la  vitesse  moyenne  de  rotation  de  notre  masse  liquide.  Si 
l'on   remplaçait   cette  masse  par  un  tel   corps  solide,  la  quantité  W 

ou  plutôt  Vh {x^-hj^)  aurait,  en  effet,  à   la  surface,  une  valeur 

constante  pour  tous  les  points  et  indépendante  du  temps,  la  vites.se 
primitive  n  d'équilibre  y  étant  conservée  ainsi  que  la  valeur  de  V  qui 
dépend  constamment  des  mêmes  molécules  réunies  pour  toujours  en 
un  système  de  forme  invariable.  La  surface  du  corps  solide  auxiliaire 
et  fictif  que  nous  venons  d'introduire  jouissant  dès  lors  dans  nos  cal- 
culs de  toutes  les  propriétés  dont  jouissait  au  n"  o  la  figure  primitive 
d'équilibre  de  la  masse  liquide,  nous  arriverons  ici  au  même  résultat 

final  que  dans  le  n°  5,  d'où  naîtra,  dans  l'expression  deV  (wx^  ,  la 

quantité  suivante  : 

ri  M  étant  à  volonté  ou  l'élément  de  la  surface  libre  du  liquide,  ou, 
ce  qui  est  plus  simple  et  tout  aussi  exact  au  degré  d'approximation 
propre  à  nos  formules,  l'élément  de  la  surface  solide  auxiliaire,  et  Ç 
représentant  pour  chaque  élément  de  cette  surface  solide  la  hautein- 
positive  ou  négative  du  liquide  qui  la  recouvre  dans  l'état  de  mouve- 
ment, tandis  que  g  exprime  la  pesanteur  dans  l'état  d'équilibre  où  la 
vitesse  constante  de  rotation  était  n. 
Quant  au  terme 

■2pn   1  dt  I   l  {il  casa  -^  v cosfi  -i-  wcosy)  r'  ândw, 

23.. 
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où    l'on    peut    également  regarder    l'élément    c/g)    connue    apparte- 
nant   à     la     surface    solide     auxiliaire,     il     devient     (à    cause     de 

~  =  ncosa  +  V  cos|3  +  îvcosy  j  ■> 

an  est  une  simple  fonction  de  /,  et  les  limites  de  l'intégrale  /   j  l^r'^dw, 

qui  s'étend  à  toute  la  surface  solide  auxiliaire,  sont  indépendantes  du 
temps;  le  terme  en  question  peut  donc  s'écrire 

apn  I  r})idt—  I   j  ^r-do),     ou      2//  /  â/i  — ^  r//, 

puisque^-!  /   /  '(i-du>  ne  diffère  pas  de  la  variation  r}V,  que  le  moment 
d'inertie  éprouve  dans  l'état  de  mouvement.  D'un  autre  côté,  on  a 

il  vient  donc 

Le  dernier  terme  de  l'expression  de^(mij')  estainsi 

De  là  résulte  finalement 

1        •  -^-^'(JJÇr^r^Vconst., 

et  si  l'on  fait  /s  =  1 , 

—  Tri]   f^r-d'j)]    -i-const. 
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On  peut  observer  que  les  formules  (5)  et  (7),  ou  (6)  et  (8)  ne  dépen- 
dent que  de  quantités  relatives  à  la  surface;  les  vitesses  «,  f^ty  rela- 
tives aux  points  de  l'intérieur  en  ont  disparu  complètement.  On 
arriverait  au  reste  à  ces  formules,  en  appliquant  directement  aux  fluides 
incompressibles  le  principe  des  vitesses  virtuelles  combiné  avec  le  prin- 
cipe de  d'Alembert,  puis  passant  de  là  au  principe  des  forces  vives,  en 
remplaçant  les  vitesses  virtuelles  par  les  vitesses  effectives.  iWais  la  mar- 
che que  nous  avons  suivie  paraît  préférable. 

7.  Revenons  maintenant  aux  équations  (a),  ou  plutôt  à  celles  qu  ou 
en  déduit  en  posant 

lesquelles,  en  négligeant  des  termes  très-petits  du  second  ordre,  peu- 
vent s'écrire 

r/it  da  dO  d- 0 

dv         rfv  rfO  ""9 

—    ^^   -^     —   lU—r   —  JC— 7-' 

dt  dy  dt  dt 

dw  d(f 

dt  dz 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  —^  on  peut  la  représenter  \yàv  n  -i-  o\^ 

n  étant  une  constante  et  ^n  une  quantité  de  l'ordre  des  perturbations. 
On  embrassera  ainsi  dans  un  même  calcul  les  deux  hypothèses  dis- 
tinctes des  n°'  5  et  6.  Pour  exprimer,  par  exemple,  qu'on  adopte  la 
première  de  ces  deux  hypothèses,  il  suffira  de  faire  dans  nos  tormules 
finales  o*«  =  o.  En  négligeant  les  termes  du  second  ordre  o'rr,  nvùn, 
^u  an,  nous  aurons 


où  r^  =  x^  +J',  et 

du  do  dS  n 

,    \  I    de  d<f  dSn 

(9)  -7n=dj--^'"'-^^'-ir' 

dw  d  ij 

dt  dz 
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Difïï-ren lions  les  équations  (9)  par  rapport  à  x,y\  z  respectivement, 
puis  ajoutons,  et  rappelons-nous  que 


du  ilv  div 

-^    4-    -r-    +     —    =    O. 

a.v  dy  dz 


Il  nous  vicnflra 


(•/ •  o  d''  a  d-  a  1  dv  du 

dx'  dy-  dz'  \dx         dy 

d'où 


dt'  \  dx''  dy'  dz     ' 


/  dU'  d'il  \    _ 

\dxdt'  dydt'l 


Mais,  en  différentiant  la  deuxième  des  équations  (9)  par  rapport  à  x. 
et  la  première  par  rapport  à  j^  puis  retranchant,  on  a 

d'''            d'' u                          [du          dv\              dSn                 dw  dSn 

=  —   "îH  [ h   -;-  ]   —  a  — r-  =  m- 2 


dxdt          dydt                         \dx          dy  j                ilt  dz                 dt 

Donc 

d  V              d' u                    il    / d<v\              d-Sn  d'à              d''Sn 

'in  -~  \  -—]    —  2  — r— -  =  2  n  —ri   —  2 


dxdt'  dydt'  dz   \  dt  I  dt'  dz'  dt' 

en  vertu  de  la  dernière  des  équations  (9).  On  est  ainsi  conduit  à  l'é- 
quation a-emarquable 

d'   (d'tf  d'à  d'<f\  ,     „  d''f  d'Sn 

1'°^  dF  W  +  Tô^  +  ^)  +  ^"    T^  =  ^"  ^- 

L'équation 

p(p  =  p\  -+-  "^  {jc-  +  J')  —  l>  +  pnr'ân, 

appliquée  à  la  surface  libre  du  liquide,  fournit  encore  un  résultat 
simple,  qu'il  faut  indiquer,  ou  plutôt  rappeler;  car  on  l'a  déjà  obtenu 
plus  haut.  Le  long  de  cette  surface  libre,  la  pression  p  est  constante. 
Quant  a  la  quantité 


c'est  celle  que  nous  avons  représentée  par  W  au  n°  5  et  au  n°  6,  où 
l'on  a  vu  qu'elle  se  compose  d'une  partie  constante  et  d'une  partie 
variable,  qui  est 

^jj-— -^<' 
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^,  g,  A  ayant  la  signification  indiquc-e  aux  numéros  cités.  Ainsi,  à  la 
suriace  libre,  on  a 

(iij  ip  :=  p    J    /   ■ gç  +  iif' on  ~h  COU&\... 

ou,  si  l'on  prend  p  =  \, 

(12)  (j5  =    /    I gç  +  «;-o«  +  const. 

Pour  plus  de  simplicité,  ou  pourra  d'ailleurs  appliquer  cette  équation 
à  la  surface  primitive  d'équilibre,  solidifiée  et  animée  de  la  vitesse  de 
rotation  n+  an;  car  cette  surface  ne  diffère  que  très-peu  de  la  sur- 
face libre  en  mouvement,  tant  que  les  quantités  Ç  restent  très- 
petites. 

On  se  souvient  aussi  que  l'on  a  trouvé,  en  considérant  la  coini)o- 
sante  de  la  vitesse  suivant  la  normale  à  l'élément  dw, 

(i3)  —  =  H  cosa -H  i' cosp  +  ivcosy. 

Ces  conditions  définies  relatives  à  la  surface  et  celle  qui  exprime 
que,  dans  le  cas  d'un  noyau  solide,  les  molécules  liquides  ne  peuvent 
que  glisser  sur  le  noyau ,  doivent  être  jointes  aux  équations  indéfi- 
nies (9).  et  (10).  Réunies  aux  conditions  de  l'état  initial,  elles  déter- 
minent les  arbitraires  qu'introduit  l'intégration  des  équations  indéfi- 
nies. Il  ne  faut  pas  non  plus  oublier  que  Ç  doit  toujours  vérifier 
l'équation 

ffçd.  =  o, 

puisque  le  volume  total  du  liquide  est  invariable.  Enfin,  s'il  s'agit  d'ini 
système  entièrement  fluide  et  sans  noyau  intérieur,  il  faut  placer  lori- 
gine  O  des  coordonnées  au  centre  de  gravité  de  ce  système,  et  dès  lors 
on  doit  avoir 

/   /  x^doi  =  O)         /   /  J^d^^  =  0,        /  /  zê^dtù  =  o. 

Est-il  nécessaire  de  faire  observer  que  quelques-unes  des  formules 
précédentes  se  simplifient  quand  ou  pose  un  =;  o?  Les  équations  (9) 
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et  (lo)  se  réduisent  alors  à 

/   du  du/ 

1    dt  dx 

I     di'  da 

1   dw         disj 

\~dt~   dz'' 

et 

d^    Id-'r^  d'm  d',f\  ,      .,  d'o 

U^i  dt'   \dx'    ^   df'  ^    dz'  J  '         dz' 

Quant  à  l'équation  (ii),  elle  devient 

(i6)  'f  P  J  J  '^ ^^'^  ^        ' 

et  plus  simplement  encore 

(17)  ?  =  J  j  -y- -  g?  + '-■oost., 

en  prenant  p  =  i . 
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SU  II 

f;iNTÉGJlATION  DES  ÉQUATIONS   DIFFJ^KRNITELLES 

DE    LA    MÉCANIQUE    ANALYTIQUE; 

Par  m.  Ei>mom>  lîOl  U, 

Elève  Infrénieur  des  Mines. 


(Extrait  d'un  Mémoiru  présente  à  l'Académie  des  sciences  le  5  mars  i855.) 


Les  équations  différentielles  des  problèmes  de  mécanique  ont  été 
mises  par  Lagrange,  par  Poisson,  et  finalement  par  M.  Hamilton,  sous 
des  formes  remarquables,  qui  ont  fourni  aux  géomètres  un  des  siijels 
d'étude  les  plus  intéressants  et  les  plus  féconds.  Les  travaux  aux- 
quels cette  étude  a  donné  lieu,  en  particulier  ceux  de  Jacobi,  ont  été 
exposés  avec  une  rare  netteté  par  M.  Bertrand  dans  son  Cours  du  Col- 
lège de  France  (année  1 852-53);  ils  se  trouvent  résumés  dans  les  Notes 
placées  à  la  suite  de  la  /Mécanique  nnaljtiquc,  et  forment  le  complé- 
ment .essentiel  de  ce  bel  ouvrage  [*].  Je  me  contenterai  de  rappeler 
en  quelques  mots  les  résultats  qui  ont  servi  de  point  de  départ  à 
mes  recherches,  ne  pouvant  mieux  faire  que  de  renvoyer  poiu-  totis 
les  détails  aux  Notes  déjà  citées. 

§  I-. 

Soit  un  problème  de  mécanique  quelconque  auquel  s'applique  le 
principe  des  forces  vives.  Si  je  suppose,  avec  Lagrange,  qu'on  ait  pro- 
fité des  équations  de  liaison  pour  expritner  les  coordonnées  des  divers 
points  mobiles  en  fonction  du  plus  petit  nombre  possible  d'inconnues, 

lesquelles  seront  alors  absolument  indépendantes,  les  équations  dif- 

[*]  Mécanique  analytique;  troisième  édition,  revue,  corrigée  et  annotée  par 
M.  J.  Bertrand;  tome  I,  Notes  VI  et  VIT. 

Tome  XX.  —  Juin  i855.  ^4 
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férentielles  du  mouvement  seront  de  la  forme  [*]  : 

d  /rfT\         dT        dV 


^     '  dt  \dij,  I  d(ji         dq, 

U  est  la  fonction  des  forces  et  T  la  demi-somme  des  forces  vives  du 
système. 

Posons  maintenant 

%  =  P-     U-T=H, 

et  substituons  les  variables  /j,  aux  dérivées  9'  ;  les  équations  précé- 
dentes prennent  la  forme  très-simple  due  à  M.  Hamillon  T**]  : 

,i\  dpi  d]A.        dq,  d\\ 

^    '  dt  dqi  '        dt  dp. 

L'intégration  de  ces  équations  au  nombre  de  in  donnera  l'expres- 
sion des  inconnues  p,,  i/,,.-,  Pn,  <//,  en  fonction  du  temps  et  de  in 
constantes  arbitraires.  On  peut  aussi  supposer  les  équations  intégrales 
résolues  par  rapport  aux  constantes;  et  c'est  sous  cette  forme  que  je 
les  emploierai  dans  ce  qui  va  suivre,  en  les  désignant,  pour  abréger, 
par  les  constantes  qui  y  figurent,  mises  entre  parenthèses. 

Ces  intégrales  présentent  plusieurs  propriétés  importantes,  parmi 
lesquelles  il  faut  citer  en  première  ligne  la  suivante,  découverte  par 
Poisson  : 

Théort'ME  fondamental.  —  Si 

a  =  y  (j9,,  q,,...,  j},„  7„,  t), 

sont  deux  intégrales  d'un  même  problème^  la  quantité 


^•  =  1    /da.    rfp  da.    dfi 

■^1=1    \dq:  dpi 


dp,  di/i 

(jue  ion  désigne  par  [a,  /3),  restera  constante  pendant  toute  ut  durée 
du  moui'ement. 

[*]  Mécanique  arudftif/uc,  tome  l"',  page  4'  '  • 
[**]  Mécanique  analytique,  tome  P'',  page  4 '3. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  187 

La  manière  la  plus  directe  de  démontrer  ce  ihéorème  célèbre  con- 
siste à  vérifier  que 


lit 


O. 


Les  calculs  n'offrent  aujourd'hui  aucune  difficulté  [*]. 

Jacobi  a  fondé  sur  ce  théorème  une  méthode  d'intégration  remar- 
quable. En  effet,  (a,  ,8)  est  une  fonction  de  />,,  </,,...,  /;„,  fy„,  t;  si 
donc  on  l'égale  à  une  constante  arbitraire,  on  aura  en  général  une 
nouvelle  intégrale  du  problème,  sans  même  effectuer  de  quadrature. 
Celle-ci  peut  d'ailleurs  servir,  combinée  avec  l'une  des  deux  premières, 
à  en  donner  une  quatrième,  et  ainsi  de  suite. 

Malheureusement  cette  méthode  tombe  souvent  en  défaut.  C'est 
ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  (a,  |S),  au  lieu  d'être  fonction  des 
variables,  est  égale  à  zéro  ou  à  une  constante  numérique  :  ainsi, 
quand  l'intégrale  (/3)  ne  contient  pas  t,  et  que  l'intégrale  (a)  est  celle 
des  forces  vives,  a  =  H,  on  a  identiquement  (a,  j3)  =  o,  en  vertu  de 
l'équation  même  qui  définit  les  intégrales.  Il  peut  se  faire  aussi  que 
(a,  /3)  se  réduise  à  une  constante  au  moyen  des  intégrales  déjà  connues, 
et  alors  on  n'apprend  rien  de  nouveau.  Ces  divers  cas  d'excep- 
tions nuisent  beaucoup  à  l'emploi  de  la  méthode  d'intégration  indi- 
quée ci-dessus.  Mais  quand  ils  ont  lieu,  les  intégrales  (a)  et  (jS)  jouis- 
sent de  propriétés  particulières  dont  on  peut  souvent  tirer  un  autre 
profit  pour  r intégration  des  équations  dynamiques  proposées.  J'em- 
prunte les  expressions  mêmes  de  Jacobi  dans  une  lettre  adressée 
en  1840  au  Président  de  l'Académie  des  Sciences  [voir  le  tome  V  du 
présent  Journal,  page  35o).  Cette  idée  (que  l'illustre  géomètre  devait 
développer  dans  un  ouvrage  auquel  il  a  longtemps  travaillé,  mais 
que  la  mort  l'a  empêché  de  faire  paraître,  et  qui  jusqu'ici  est  resté 
inédit)  est  une  des  bases  de  mon  Mémoire. 

Je  m'appuierai  encore  sur  un  beau  travail  de  M.  Bertrand,  relatif 
à  ces  mêmes  cas  d'exception,  et  en  particulier  sur  le  théorème  que 
voici  [**]  : 

Théorème.  —  Etant  donnée  une  intégrale  (X)  autre  que  celle  des 

[*]  Mécanique  analytique,  tome  P'',  page  423. 
[**]  Mécanique  analytique,  tome  P'',  page  426. 

24.. 
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Joices  vives,  et  que  je  suppose  indépendante  du  temps,  on  peut  coin- 
plcter  la  solution  au  mnjen  : 

i".  De  in  —  ■>.  intégrales  comprenant  (>.),  qui  sont  indépcttdantes 
du  temps  et  qui  donnent  ().,  p.)  =  o,  [p.)  étant  une  quelconque  d'entre 
elles  ; 

2".  D'une  autre  (v),  également  indépendante  du  temps,  mais  telle 
que  (>>,  v)  =  I  ; 

3".   Enfin,  d'une  dernière  intéi^rale  (p)  de  la  forme 

p  =  (?{p,,  q,,---,  P,n'j„)  —  t, 
(t  qui  donne  encore  (X,  p)  =  o. 

Deux  intégrales  (X)  et  (v),  pour  lesquelles  on  a  (/,  vj  =  i,  et  par 
conséquent  (v,  À)  =  —  i,  sont  dites  intégrales  conjuguées.  Celle  qui 
contient  le  temps  est  la  conjuguée  de  celle  des  forces  vives.  La  solu- 
tion complète  d'un  problème  de  mécanique  peut  donc  être  formée 
de  in  intégrales  du  genre  que  voici:  celle  des  forces  vives  rx=z\i; 
celle  qui  contient  le  temps,  que  j'écrirai  |3  ^  G  —  t;  enfin  [-in  —  2) 
autres,  indépendantes  de  t,  que  je  désignerai  par  (a,),  («2),.-.,  («în-a)  '■ 
(a,)  est  une  intégrale  quelconque  indépendante  du  temps,  autre  que 
celle  des  forces  vives;  et,  d'après  le  théorème  de  M.  Bertrand,  on 
peut  supposer  que  l'on  ait  (a,,  a.,)  =1,  (a,,  a,)  =  o  pour  tout  indice  / 
différent  de  a,  enfin  (a,,  G)  =  o. 

Les  intégrales  (a,  ),  («;,"),...,  («^,,-2)  vérifient  l'équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles 

^    '  — ^;  =  I    \(/q,   dp,  dpi  d(]ij  K  ,  , 

qui  est  aussi  satisfaite  par  1^  =  H,  et  dont  la  solution  la  plus  générale  est 
Ç  —  f(H,  a,,  a,,...,  <z.„_o). 

Au  contraire,  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  se  réduirait  à 
l'imité  si  l'on  posait  ^  =  G  :  en  d'autres  termes  (H,  G)  =:  i .  L'équation 
linéaire  (1)  peut  remplacer  les  équations  différentielles  (/^)  :  c'est  à 
elle  qu'on  peut  supposer  appliqués  les  théorèmes  de  Poisson  et  de 
M.  Bertrand,  et  c'est  elle  que  j'étudie  dans  ce  Mémoire,  en  mon- 
trant connnent  on  peut  en  abaisser  l'ordre,  quand  on  connaît  une 
ou  plusieurs  intégrales. 
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§  II- 

Et  d'abord,  je  puis  profiter  de  l'intégrale  a  =  ïl,  qui  est  connue, 
pour  éliminer  l'une  des  inconnues,  /j„  par  exemple.  Une  fonction  E 
de  p, ,  c/i ,...,  p„_i ,  q„-, ,  p„,  q„  se  changera  en  une  fonction  de  /;, ,  </,,..., 
y^„_,,  (fn-\i  (]in  II1  t't  l'on  aura  ])our  sa  nouvelle  dérivée  par  rapport 
à  Pi,  que  je  distingue  au  moyen  d'un  accent, 

fl'¥  _  dV         dV  di>„ 
dpi  ~~  dpi         7lp„  dp, 

d'ailleurs 

dR 

dp„  _         dpi 
dpi  ~         dW'- 
dp„ 

donc 

r/H 
dl-  _  tr¥_  d¥  dp„  _<i'^  fl^  ^. 
dpi         dpi  dp,,  dp,  dpi  dp,,  rfH 

dpn 

Je  calcule  ainsi  toutes  les  dérivées  de  Ç  pour  les  substituer  dans 
l'équation  (i)  ;  les  termes  qui   contiennent  y-  se   détruisent   deux   à 


deux,  et  il  reste 


rfH  d'-C, 

r/H  rf'i; 

r/H  d'-C 

dqt    dp, 

dp,    dq. 

dp,,  dq„ 

T^..    .  r/H  .  ,  ... 

Divisant  par  —  7~  ^t  supprimant  les  accents,  il  vient 

yi  =  n-i  ldp„   de,  dp„    dÇ\      ^      de    _ 


^^1  =  1  \dqi   dp,  dp,  dqi  j  dq„ 

En  appliquant  les  mêmes  calculs  à  l'équation  (H,  G)  =  i ,  elle  devient 

(  3^  ■^'  =  ''-  '  Idj)^  dG_  _fip^  dG\   ,   ^  _  _  dpn^ 

^     '  ■*^i=i  \dqi    dpi  dpi  dqi)  dq„  r/H 

L'équation  (2)  a  les  mêmes  intégrales  que  l'équation  (i),  à  l'excep- 
tion de  celle  des  forces  vives  a  =  H  ;  c'est  elle  qu'il  faudrait  chercher 
à  intégrer  si  l'intégrale  (a)  était  seule  connue. 
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Supposons  maintenant  qu'on  ait  en  outre  l'intégrale  (a,);  si  j'ex- 
prime qu'une  fonction 

tlonne  irlentiquement  (a,,  ^)  =  o,  j'obtienflrai  une  équation  linéaire 
(le  même  forme  que  l'équation  (i) 

^^'  A=i   \dqi  dp.  dp.    dr/i)    "■  °' 

et  cette  équation,  d'après  ce  que  j'ai  supposé  plus  haut,  sera  vérifiée 
quand  on  y  remplacera  ^  par  H,  G,  a,,  «3,  a,,...,  a.,,,,^,?  mais  non  pas 
par  («;)  qui  donne 

(«1,  «2)  =  I- 

Cela  posé,  je  puis  faire  subir  à  l'équation  (4)  la  même  transforma- 
tion qu'à  l'équation  (i),  puisqu'elle  est  aussi  satisfaite  par  ^  =  H;  et 
il  arrivera,  ce  qui  fait  le  succès  de  ma  méthode,  que  cette  opération, 
qui  a  pour  but  d'enlever  la  solution  connue  ^  =  H,  conduira  à  deux 
équations  différentes  suivant  que  Ç  sera  égale  à  G  ou  à  l'une  quel- 
conque des  autres  intégrales  de  l'équation  (4);  de  manière  qu'en  pre- 
nant la  deuxième  forme,  on  aura  aussi  éliminé  l'intégrale  inconnue 
^  =r  G  qui  seule  est  étrangère  à  l'équation  (i). 

Je  développe  les  calculs  qui  conduisent  à  ce  résultat  fondamental. 

Il  s'agit  de  substituer  dans  l'équation 

,,^  •v'  =  «/rfa,    de         da,   dC\ 

les  valeurs  des  anciennes  dérivées  en  fonction  des  nouvelles, 

da.i         d' a,         </a,  dp,, 
d'I,  dqi  dp,,  dq. 

de,  _  d'Ç  de,    dpa 

dpi         dpi  dpn  dp,  " 

ce  qui  donnera  quatre  séries  de  termes  : 

i".  Ceux  qui  proviennent  des  premiers  termes. 


„i  =  n-i/,/'a,     d'C,  d'(j.,d"C\ 

^t  =  I         \   dqi     dp,  dpi     dqi  ) 


1 
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2".  La  somme  des  produits  des  derniers  termes, 

■^  /  dx^  tlp,,  (IC^  <lp„  ^  lia,  (lp„  de,  dp„ 
^  \dp^  dpi  dp„  dqi  dp,,  diji  dp,,  dp- 

ces  produits  se  détruisent  tous  deux  à  deux  ; 
3".  Ceux  qui  contiennent  en  facteur  -V-  > 

dp,, 
dp„\^^i  =  ,  \dq,    dpi  dpi    dq,  )  dq„  ] 

ils  forment  une  somme  nulle,  car  a,  vérifie  l'équation  (2); 
4".   Enfin,  ceux  qui  multiplient  j-^j 

_  rfoç  ["y '  =  «-•  /^  rf;;^  _  ;^  ^_n\        f^Çl 
dp„\^^i^,  \dqi    dpi         dpi   dq,]  dq„\ 

Cette  quantité  est  nulle  également  en  vertu  de  Téquation  (2),  si  Ç 
représente  a,,  ou  «3,...,  ou  a-in-i'i  mais  cette  même  quantité,  si  Ç=G, 
prend,  en  vertu  de  l'équation  (3),  la  valeur 

rfa,  dpn        da, 

d^„da~da' 
On"  arrive  ainsi,  comme  je  l'ai  annoncé,  aux  deux  équations 

^'  Z,  =  ,  [dq,   dp,  dp.dqj-^' 

,„.  ■^i  =  ''—^/dx,dG         dx,dG\  du., 

^     '  ^i=i         \d^t  d^i  ~  dj^ Tùfi )  ~~  ~  ÏÏH' 


On  trouverait  de  même  que  a.^  satisfait  à  l'équation 

w  2;:: 


:n— I  fdx,  (/«j         da,  dcA2 
\dqi  dpi  dp,   dqi 

L'équation  (5)  est  entièrement  semblable  à  l'équation  (i),  et  jouit 
des  mêmes  propriétés.  Sa  solution  complète  est  formée  des  fonctions 
a,,  «3,  ...,a2„_2,  qui  toutes  sont  des  intégrales  du  problème  et  donnent 
(a,,  a,)  =  o.  Enfin,  les  théorèmes  de  Poisson  et  de  M.  Bertrand  s'y 
appliquent  évidemment  :  seulement  la  fonction  (a,  p)  a  maintenant 
deux  termes  de  moins. 
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Soit  donc  («3)  une  de  ses  intégrales  :  on  peut  concevoir,  d'après  le 
dernier  des  théorèmes  cités,  qu'on  en  complète  la  solution  au  moyen 
de  (a,)  d'abord,  et  d'intégral,es  (a,),  (a-),...,  {c/...„^..),  telles  que,  poia- 
tout  indice /différent  de  4,  on  ait  («j,  a,)  =0,  tandis  que  («3,  cf.^)  =  \. 
Elles  donnent  toutes  d'ailleurs  (a,,  a,)  —  o,  puisqu'elles  satisfont  à 
l'équation  (4) 

J'en  conclus  que  si  l'on  me  donne  l'intégrale  («3),  je  pourrai,  en 
opérant  comme  précédemment,  tirer  de  l'équation 

a,  =  ?  (H, />,, /^2,  •■•,/'„_.,  f/f,  <h-,---,(l„) 

la  valeur  de  p„_,  pour  la  substituer  dans  la  quantité  a-,,  et  calculer 
ensuite  les  coefficients  de  l'équation 

qui  aura  la  même  forme  que  les  équations  (i)  et  (5)  et  admettra  pour 
intégrales  («3),  (0:5),  (a„ ),...,  {a.,,..). 

Je  puis  supposer,  au  moins  en  théorie,  que  j'obtienne  une  série 
d'équations  analogues  aux  équations  (1),  (5)  et  (8),  le  nombre  des 
termes  décroissant  à  chaque  fois  de  deux  unités.  Le  théorème  de 
M.  Bertrand  s'applique  à  chacune  de  mes  équations  successives,  et 
j'arriverai  de  proche  en  proche  à  mettre  la  solution  complète  du 
problème  sous  la  iovme  canoiiicjue  de  272  intégrales  conjuguées  deux 
à  deux, 

telles  que  l'on  ait 

(«n  bi)  =  i ,     (<7,-,  ai')  =  o,     [ûi,  bi')  =  o. 

On  peut  voir  dans  le  travail  de  M.  Bertrand  [*]  comment  on  doit 
tiausformer  les  intégrales  du  problème,  telles  qu'elles  sont  immédia- 
tement données,  pour  obtenir  des  solutions  de  mes  équations  (1),  (5), 
(8j, —  Je  ferai  seulement  remarquer  que,  lorsqu'on  a  déjà  fait  usage 
d'une  intégrale  (a,),  la  connaissance  de  sa  conjuguée  ne  peut  être 
d'aucune  utilité  pour  un  abaissement  ultérieur,  car  celle-ci  est  devenue 
étrangère  à  l'équation  réduite. 

[*]   Mécanique  (tntdrtitjiie,  tome  V^,  paye  427- 
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§  iir. 

Je  viens  de  montrer  coininenl  on  peut  abaisser  l'ordre  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  du  problème  au  moyen  d(!S  intégrales  qui  sont 
connues;  cette  ressource  épuisée,  je  vais  indiquer  la  marche  à  suivre 
pour  essayer  de  continuer  l'intégration. 

Si,  par  exemple,  on  ne  connaît  pas  d'intégrale  autre  que  (a,),  on 
appliquera  à  l'équation  (5)  la  méthode  qui  a  donné  l'équation  (2), 
c'est-à-dire  que  l'on  éliminera  /)„_,  au  moyen  de  a,  ;  on  transformera 
de  même  les  équations  (6)  et  (7),  et  il  viendra 

^9  ^i  =  i  \    d,,i    d,^.  d,j,    dq^)'^  dq,_~      ' 

N  ^i  =  n-2  /f/yg^_,  f/a,         dp„_,da.\  da..,    dp^^, 

•^1  =  1  \    dqi    dpi  dpi    dfjij         dq„^t  da, 


Mais  je  dis  que  l'on  a 


dp„_,   dQ        dp„_,d(j\  dQ     dp„_,  da. 


dqi     dpi  dfj    dqi  j         dq„-i  da.,   (7H 

(l/->„~:  da.,  dp„_, 


(/«.    dtt  da 

en  effet,  on  a  tiré  de  l'équation  a,  =  (p  (H,  p,,  /Jo,...,  ^„_i,  </),  <]i,--,  <j„  , 

/>«_,  =/(a,,  H;  p,,  p2,--,p„-i;  7,,'y2,  •••,7")  • 

si  l'on  remet  dans  le  deuxième  membre  de  cette  équation  la  valeur 
de  a,  en  fonction  des  variables  p  et  7  et  de  H,  elle  sera  identiquement 
vérifiée;  et  cette  identité,  différentiée  par  rappoit  à  H,  donne  préci- 
sément 

__  dp„_,         dp,,-,  da., 
°  ""     dn  da.,    dû' 

L'équalion  (t  i)  peut  donc  être  remplacée  par 

C       1  y'  =  "-^  M^.-i    ^G         dp„^,dQ\  dû     _        dp„_, 


dqi      dp,  dpi     dqij  dq„_,  dW 

Je  puis  encore  transformer  les  équations  (2)  et  (3),  en  remplaçant 
la  variable  /?„_,  par  a,,  et  l'équation  (2)  va  de  même  en  fournir  deux 
différentes  selon  que  ^  sera  «j  ou  l'une  quelconque  des  autres  quau- 

Tome  XX.  —  Jiis  iS55.  25 


de, 
dqn 

o, 

dq„ 

dpn 

da, 

dqn  - 

dp,, 

dn 
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tités  a.,,  (Zi,...,  c/.2,i_.,.  On  obtient  ainsi  trois  équations  analogues 
^  (9)»  ('o)i  (12),  avec  cette  différence  que  p„  et  r/,,  ont  pris  la  place 
(le  /?„_,  et  (7„^,  : 

*>         ''  -^,  =  ,  \dqidp,  dpidqi] 

fi/,1  ^i  =  n~-i   /dp^d'j.,  _dp„daA 

^     ^'  ^^  =  1  \dq,dpi  dp.dq,) 

Les  équations  (9)  et  (i  3)  admettent  toutes  deux  pour  intégrales  («3), 
(a.,),.",  (î^2«-2);  ces  fonctions,  étant  au  nombre  de  in  —  4>  forment  la 
solution  complète  de  chacune  d'elles;  et  toutes  sont  des  intégrales  du 
problème.  Pourtant,  comme  q,,  est  considérée  comme  une  constante 
dans  l'intégration  de  l'équation  (9),  et(yr„_,  dans  celle  de  (i3),  il  s'en- 
suit qu'une  intégrale  de  la  première  par  exemple  ne  satisfait  pas 
nécessairement  au  problème. 

En  effet,  supposons  qu'on  connaisse  («3),  (a^ ),...,  («o/j-s)»  intégrales 
dû  problème  et  partant  de  l'équation  (9).  Si  l'on  pose  : 

^  —  ^  (as,  a,,,,...,  a5„_2,  ry„), 
$  désignant  une  fonction   arbitraire,  'C,  ne  sera  plus  une  intégrale  du 
problème  et  continuera  de  vérifier  l'équation  (9). 

Ceci  prouve  qu'on  ne  peut  pas  substituer  purement  et  simplement 
les  équations  (9)  et  [  i3  )  à  (a),  car  les  premières  admettent  des  solu- 
tions étrangères  au  problème,  bien  qu'on  en  puisse  former  l'intégrale 
générale  uniquement  avec  les  intégrales  des  équations  (i)  et  (a).  Le 
paragraphe  suivant  est  consacré  à  montrer  comment  on  doit  traiter  ces 
deux  équations. 

§IV. 

Commençons  par  résumer,  en  le  dégageant  des  calculs,  ce  que  j'ai 
déjà  dit  sur  la  marche  à  suivre  pour  la  solution  du  problème  de  méca- 
nique proposé. 

Je  suppose  que  l'on  connaisse  deux  intégrales  qui  comprennent  celle 
des  forces  vives  : 

a.  =/  ipnq,,--  ■,  Pn,qn)- 
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Je  résous  ces  deux  équations  par  raj)port  à  [>„  et  /;„_,  ;  je  calcule  les 
coefficients  des  deux  suivantes  : 

'  =  "-2  /dp„_,dC,         (//}„_, di,\  de, 


(9)      2;;: 


=  o. 


dqi     dpi  dpi    dq-J         dq^. 

et  je  cherche  à  intégrer  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations. 

Soit  ^,  une  intégrale  de  l'équation  [g);  je  la  substitue  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (i3),  et,  si  elle  le  rend  identiquement  nul, 
c'est  luic  intégrale  du  problème.  Dans  le  cas  contraire,  soit  Z,  le  ré- 
sultat de  la  substitution;  je  dis  que  Z,  ^  constante  est  luie  nouvelle 
intégrale  de  l'équation  (g).  La  vérification  directe  de  ce  fait  n'offre 
aucune  difficulté,  mais  la  démonstration  suivante  suffit. 

D'après  la  théorie  des  équations  différentielles  partielles  linéaires, 
Ç,  doit  être  de  la  forme 

'Ç,  =  <l'(a3,  «4,  ...,  ao„__2,  r/„). 

En  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (i3),  conune  aj,  a.,,..., 
!Z„„_.,,  donnent  des  résultats  nuls,  et  que  </„  donne  l'unité,  on  a 

Mais  -j-*  est  comme  Ç",  une  fonction  de  «3,  a4,...,  cc^n^^f  7«>  ^^  P^*' 
conséquent,  c'est  une  intégrale  de  l'équation  (9). 

Cette  intégrale,  à  son  tour,  va  m'en  donner  de  nouvelles,  tant  par  sa 
substitution  dans  l'équation  (i3)  que  par  sa  combinaison  avec  (,  pour 
former  la  fonction  {(,,  Z,)  de  Poisson;  et  j'obtiendrai  ainsi  un  certain 
nombre  d'intégrales  distinctes,  limité  au  plus  tard  quand  elles  forme- 
ront la  solution  complète  de  l'équation  (9).  Je  puis  considérer  ces  inté- 
grales comme  formant  un  système  canonique, partiel  : 

«,,     rt,,...,^^, 
h„      èo,...,/7A, 

en  entendant  simplement  par  là  que  l'on  a,  pour  des  indices  quel- 

25.. 
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conques  de  i  à  A, 

{ai,  bi)  =  I ,     («,,  b,')  =  o,     ((7,-,  ai')  =  o, 

k  pouvant  d'ailleurs  être  égal  ou  inférieur  an  —  2. 

Les  résultats  A,,  B,,  Aj,  Bj,  •■,  A^,  B;,,  qu'on  obtient  en  faisant  suc- 
cessivement, dans  l'équation  (i  3),  ^=fl,,  b,,...,  a,,,  bf;,  sont  des  fonc- 
tions de  ces  quantités  seulement  et  de  q„,  sans  quoi  ils  fourniraient 
de  nouvelles  intégrales  de  l'équation  (9). 

Gela  posé,  il  existe  otk  intégrales  du  problème,  qui  sont  fonction 
des  variables  a  et  è  et  de  q„;  en  effet,  substituant  dans  l'équation  (i3) 

Ç  =  ffl  (rt,,  b,,...,a,,,  b^,q„), 
et  exprimant  que  le  résultat  est  nul,  il  vient 

f    c\  K     d'C,         ^    d^  .      de,         „      de,  dC, 

(■6)  A.^  +  B.^-^+...  +  A,-  +  B,^^  +  ^^=o, 

équation  différentielle  partielle  qui  admet  2  A  intégrales. 

Or  il  est  très-remarquable  que  cette  équation  a  précisément  la  même 
forme  que  les  équations  (2),  (9)  et  (i3),  c'est-à-dire  que 

_  d\,  rfL 

Pour  le  faire  voir,- il  suffit  de  prouver  que 

dk,   C?A; 

Différentions  par  rapport  à  (/„  l'équation 

(fi,,  «2)  —  o; 
il  vient 

.  -^  Ida,     d'^a.,  da,     d'' a-^  \  ^  -^  I  da^    d-a,  da,     d^ a,    \ 

*-     ii  Zd\  dqidq„dp,         dp,dq„dqi]         -^\dqidq„dpi         dpidq„dqi) 

Mais  A,  est  défini  par  l'équation 

dp„  da,  clp^  da,  <    '^_^ 4 

dq,   dp,  dp,dq,  '"  dq„  '' 

si  je  la  différentie  par  rapport  à  p,  et  </,,  j'en  tire 


d'à,           dk, 
dqn  dp,          dpi 

d''a,          dk, 

dp„    d'^a,          dp,,    d'à, 
dq,  dp,  dpi    '    dp,  dq,  dpi 

dp„     d'à, 

da,     d'pn      ^     da,     d'p„ 
dp,  dq,  dpi         dq,  dp,  dpi 

da,     d''p,      ^    da,     d' p„ 

dq„  dqi          dq, 

dq,  dp,  dqi 

dp,dq,dqi          dq,  dq^dq. 
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J'aurais  des  formules  analogues  pour  -, — ,"-?  -; — ^• 

Je  substitue  toutes  ces  valeurs  dans  l'équation  (17),  et  je  dis  qu'elle 
se  réduit  à 

(rt,,  Aj)  =  (<-/„  A,). 

C'est  ce  que  l'on  obtienten  remplaçant  simplement  - — r^  »  -; — '—  -,  etc., 
par   les  premiers  ternies   de   leurs  expressions  -r-^»  --^1  etc.,   et    je 

'  '  '  api       dq,  ■* 

vais  faire  voir  que  tous  les  autres  termes  se  détruisent. 

Prenons  d'abord  ce  qui   multiplie  l'une  quelconque  des  dérivées 

d''  p 

secondes  de /J„,  par  exemple  -- — y^-  On  trouve,  dans  le  premier  membre, 

c/<7|  da,         ditj  da, 
dq^  dpt         (iqt  ilpi 

et  dans  le  deuxième  membre  les  mêmes  termes  avec  les  mêmes  signes. 
Passons  aux  dérivées  premières.  Les  termes  qui  multiplient  -j-  sont, 
en  les  faisant  tous  passer  dans  le  deuxième  membre, 

■^  f  da,     d^a^  da,     d'à,  da,     d'n,  da,     d''- a, 

^md  \dqi  dp,  dp,  dpi  dq^dp,  dp;  dq^dp,  dq^  dp^dp, 

Ilsforment  précisément  la  dérivée  de  (a,,  a.^)  par  rapport  à  yy,;  lenr 
somme  est  donc  nulle,  puisque  (rt,,  rto)  6st  identiquement  zéro.  Donc 

(rt,,  A,)  =  (-^o,  A,). 

Mais  A,  est  une  fonction  de  «,,  /:»,,•••?  ^a,  ^a  et  de  q„:,  ilonc,  en 
vertu  de  la  forme  linéaire  de  la  fonction  de  Poisson, 

car  toutes  les  parentlièses  sont  nulles,  sauf  («,,  è,),  qui  est  l'unité. 
On  aurait  de  même 

Donc 

d  Kl        dA, 
db,         dbi 
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On  trouverait,  par  un  calcul  analogue, 

f/A,  _        rfB, 

le  signe  —  s'introduisant  parce  que,  si  (a,,  />,)  =  i ,  (6,,  rt,  )  =  —  i  [*]. 
Le  théorème  se  trouve  ainsi  démontré,  et  l'équation  (i6)  prend  la 
forme 

Cette  équation  n'admet  plus  d'intégrale  étrangère  au  problème;  elle 
est  an  plus  du  même  ordre  que  les  équations  (9)  et  (i3),  et  peut  être 
d'un  ordre  bien  intérieur,  suivant  la  grandeur  de  k^  c'est-à-dire  que 
souvent  l'intégrale  Ç,,  étrangère  au  problème, permettra  d'abaisserson 
degré  en  divisant  les  intégrales  inconnues  en  plusieurs  groupes  donnés 
par  des  équations  distinctes,  ce  qui  est  bien  dans  la  nature  des  pro- 
blèmes ordinaires  de  mécanique.  C'est  à  cette  équation  (18)  que  je 
suis  ramené  en  définitive. 

J'ai  admis  que  les  variables  a  et  h  formaient  un  système  canonique, 
m;iis  ce  système  peut  être  incomplet  :  si  la  variable  a^,  par  exemple, 
n'avait  pas  de  conjuguée,  c'est-à-dire  si  l'on  s'était  trouvé  arrêté  avant 
d'avoir  i^^,  on  aurait  toujours 

(«A,  fti)  —  o,     («A,  hi)  —  o, 

on  en  déduirait,  par  les  calculs  qui  précédent, 

c'est-à-dire  que  k^  serait  une  fonclion  de  o^  et  de  </„  seulement;  l'équa- 
tion (18)  deviendrait 

.^>=k-i    idV.  de,         dh  dÇ\  .     dl,  de 


\dbi  dOi         doi  dbjj  da/,         df/„ 


et  on  en  aurait  une  intégrale  en  résolvant  l'équation  du  premier  ordre 

dl  dt, 

'  dak         dq^ 


Aa  — +  -r^  =  O. 


\*\  Des  considérations  analogues  m'ont  fait  découvrir  le  théorème  suivant,  qui, 


m 
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§  V. 

Quand  011  aura  la  moitié  de  la  solution  d'un  problème  de  niécii- 
iiique,  le,sé(|uations  telles  que  (9)  et  (i3)  deviendront  illusoires;  il  ne 
restera  plus  à  trouver  cpie  des  intégrales  conjuguées  qui  seront  don- 
nées par  les  équations  (3),  (10),  (12),  (i4)j  (i5),  etc.,  qui  se  rédui- 
sent à 

f/aj dp,,          d(Xi    rf/'n-i 

f/i7„  dai  d<i„_y  dy., 

dG dj}„          dG    dp„_, 

dq„  </H  dq„_t  dS. 


Si  donc  on  pose 

V  =  S  p,  (Iq,  ■+-  l>2  (f'Ii  +■■■+  Pn  (f'In, 


Ka  = —■>       «i  =    — 


on  aui'a 

dV  _       ''V  d\- 

«a,  dx;  dn 

ajjpliqué  au  problème  des  trois  corps,   m'a  conduit  à  des  conséquences  remarquables 
développées  dans  un  Mémoire  spécial. 

Si  l'on  a  trouve  -y.k  fonctions  des  variables  p   et  q  [k  étant  plus  petit   qiir  n,    ou 
égal  à  n) 

a, ,      «2,  •••  ,  «< , 

i,,      b,,...,  bi, 

formant  un  système  canonique,  et  telles  que  Yi  s'exprime  en  Jonction  de  ces  qurintitt's 
seulement  ;  elles  satisfont  à  des  équations  différentielles  de  la  farmc 

da,  _       dH  db,  _dE. 

dt              db,  dt        doj 
En  effet, 

rf«/  _  da,  dn       dai  dH.  da^  dVL           __ 

dt          dpi  dq,         dq,  dp,  dp^  dq^          '         ^      '     'V  > 

mais  H  étant  une  fonction  des  variables  «  et  b  ,  on  a ,  comme  dans  le  calcul  jjrécé- 
dent, 

iH,a.)  =  --: 


d'où 


ce  qui  démontre  le  théorème. 


dai  _       ^H 

dt  ~        db;  ' 
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Ce  dernier  théorème  est  dû  à  Poisson  ou  à  Jacobi  ;  mais  aucun  de 
ces  deux  géomètres  n'avait  fait  connaître  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  l'expression 

Pidcj^  +  p„dq^  +  .  .  .  +  pndq„ 

soit  une  différentielle  exacte,  ce  qui  est  indispensable  pour  l'application 
du  théorème.  M.  Liouville  a  fait  voir  qu'il  fallait  que  toutes  les  combi- 
naisons (a,  /3)  des  intégrales  trouvées  fussent  nulles;  ce  qui  s'accorde 
bien  avec  toute  la  théorie  précédente. 

Dans  ce  qui  précède,  j'ai  supposé  que  le  principe  des  forces  vives 
était  applicable,  c'est-à-dire  que  la  quantité  H  des  équations  [b] 
ne  contenait  pas  le  temps  explicitement.  M.  Liouville  m'a  fait  remar- 
quer que  la  théorie  s'étendait  tout  naturellement  au  cas  où,  sans  se 
préoccuper  des  applications  à  la  dynamique,  on  considère  simplement 
les  équations  différentielles  [h],  H  étant  fonction  de  /),,  «7,,...,  p„,  q„-, 
t;  l'en-semble  du  travail  devient  même  ainsi  plus  conqilet  et  plus  satis- 
faisant. 

En  effet,  l'équation  qui  exprime  que  la  dérivée  complète  d'une 
(piantité  a  par  rapport  à  t  est  nulle,  est,  dans  ce  cas, 

■^fdWda         d-a.doi\         <U  _ 
2.t\dq,'dp,~  dJ7id<j,j  dt  ' 

c'est-à-du-e qu'elle  a  précisément  la  même  forme  que  les  équations  (a), 
(9),  (i3)  et  (18);  toutes  les  équations  sont  ramenées  à  un  type  uni- 
forme; H  et  f  jouent  le  même  rôle  que  deux  variables  conjuguées  p, 
et  r//.  Si  H  est  indépendant  de  /,  le  problème  admet  pour  intégrale 
H  =  constante,  de  même  qu'il  admettrait  /;,  =  constante  si  H  était 
indépendant  de  ry,. 
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Note  à  l'occasion  du  Mémoire  précédent  ; 
Par  m     J     LIOl  VILLE. 


Le  Mémoire  de  M.  Edmond  Boiir,  qui  précède,  est  un  extrait  sub- 
stantiel du  remarquable  travail  que  ce  jeune  ingénieur  a  présenté  à 
l'Académie  des  Sciences  le  5  mars  i855,  et  sur  lequel  nous  avons 
(M.  Lamé,  M.  Chasles  et  moi)  fait  un  Rapport  qu'on  a  inséré  dans  le 
cahier  d'avril  du  présent  volume.  Les  géomètres  nous  sauront  gré  de 
leur  avoir  communiqué  de  suite,  au  moins  dans  leur  partie  principale, 
ces  importantes  recherches;  ils  ratifieront,  j'en  suis  assiué,  tous  nos 
éloges. 

M.  Bour  a  pro6té  de  la  remarque  que  nous  avions  faite  relativement 
à  la  fonction  H  qui  entre  dans  son  système  d'équations 

dp,  _  rfH        dq,  _         r/H 
dt  d(jt         dt  dp. 


dp„  rfH        dq„  (/H 

dt  dq„         dt  dp,, 


Ayant  d'abord  en  vue  les  équations  de  la  Dynamique  dans  le  cas 
où  le  principe  des  forces  vives  a  lieu,  M.  Bour  siq^posaitla  fonction  H 
indépendante  du  temps.  Pour  lui  H  était  une  fonction  quelconque 
de  />,,  17,,..  ,  i>,„  ç„,  où  t  n'entrait  pas.  Il  a  reconnu  depuis  que, 
comme  nous  le  lui  avions  dit,  ses  calculs  subsistent  et  gagnent  encore 
en  élégance  lorsqu'on  prend  II  fonction  quelconque  de  t,  p,,  c/,,..., 

Pn-,  Qn- 

Au  reste,  ce  cas  général  peut  toujours  être  ramené  au  cas  particulier 
où  M.  Bour  se  renfermait  d'abord,  pourvu  qu'on  augmente  de  deux 
imités  le  nombre  des  équations  en  introduisant  deux  variables  nou- 
velles T  et  M  :  la  première   t  est   supposée  égale  à  ^  +  constante,  en 

sorte  que  l'on  a 

dt 

Tome  XX    -  Juillet  i855.  ^6 
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l'autre  u  est  définie  par  l'équation 

du.  d  U 

dx  dt 

Soit,  en  effet, 

V  =  H  ^-  «. 

Comme  t   et   u   n'entrent    pas    dans    H,    qui    est    une     lonction    de 
f,  Pi,  <h^--,  P„,  7«  seulement,  on  a 

dV  __     _di 

du  dt 

D'ailleurs  les  dérivées  de  H  et  celles  de  V.  par  rapport  à  /,  p^,  f/i---,  fn-, 
'/„,  sont  égales.  On  peut  donc  poser  ce  système 


dl 

dV 

du 

dy 

dx 

-dil' 

dx   ~ 

de 

dp. 

d\ 

dq, 

dV 

dx 

-  d,: 

dx    " 

dp: 

dp,, 

d\ 

ll'ln  _ 

d\ 

dx 

d,,: 

dx 

dp., 

entièrement  semblable  à  celui  de  M.  Boni-,  puisque  -  (qui  est  ici  la 
variable  indépendante  et  qui  remplace  le  temps)  n'entre  pas  dans  la 
fonction  V  qui  sert  à  former  les  seconds  membres. 


'\\*%V»«'V\'\VV 
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SUR  LES  FONCTIONS  KI.LIPTIQUES. 

K.xtraits    de   deux   coininiinications  faites    à    l'Académie    des 
Sciences  le  <)  décembre    v%f\L\,   et  le  3i    mars    i85i  ; 

Par  m.  J    LIOII ville. 


Je  crois  bon  d'insérer  ici,  d'après  les  Comptes  rendus,  les  extraits 
de  deux  communications  que  j'ai  faites  verbalement  à  l'Académie  des 
Sciences,  il  y  a  bien  longtemps  déjà,  sur  la  théorie  el  les  propriétés 
des  fonctions  elliptiques.  J'attache,  je  l'avouerai,  de  l'importance  à 
ces  communications.  La  première  remonte  au  9  décembre  i844 
(Comptes  rendus,  tome  XIX,  page  1261  )  :  elle  a  eu  lieu  à  l'occasion  , 
d'un  beau  travad  de  M.  Chasles.  Je  transcris  texte  et  notes  sans  v 
rien  changer,  et  le  titre  même  : 

Remarques  de  M.   Lioi'ville. 

"  -La  communication  intéressante  de  M.  Chasles  est  relative  aux 
seules  fonctions  elliptiques  II  serait  bien  à  désirer  que  M.  Chasles  put 
étendre  ses  ingénieuses  considérations  géométriques  aux  transcen- 
dantes d'un  ordre  plus  élevé,  et  d'abord  aux  fonctions  abéliennes  de 
première  classe ,  qui  proviennent  d'intégrales  relatives  à  un  radical 
carré  portant  sur  un  polynôme  du  cinquième  ou  du  sixième  degré.  Ces 
fonctions  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de  problèmes.  On  les 
rencontre,  par  exemple,  dans  l'équation  de  la  ligne  géodésique  (la 
ligne  la  plus  courte)  sur  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  et  dans 
l'expression  d'un  arc  quelconque  de  cette  ligne.  Des  lors,  à  l'aide  d'un 
célèbre  théorème  d'Abel  ,  on  peut  conclure,  pour  certaines  combi- 
naisons de  pareils  arcs,  des  théorèmes  analogues  à  ceux  que  l'on  con- 
naît pour  les  arcs  d'ellipse.  Mais  luie  discussion  géométrique  détaillée 
et  approfondie  donnerait  sans  doute  à  ces  théorèmes  une  forme  et  une 
élégance  nouvelles. 

»  Sur  une  surface  quelconque,  la  ligne  géodésique  jouit  de  cette 

'26.. 
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propriété,  que  son  rayon  de  courbure  est  en  cliaque  point  normal  à 
la  surface.  De  là  une  équation  différentielle  du  second  ordre,  dont 
M.  Jacobi  a  le  premier  trouvé  l'intégrale  avec  deux  constantes  arbi- 
traires, j)our  le  cas  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes.  En  cherchant  à  vérifier 
la  formule  remarquable  qu'il  a  donnée,  et  dans  laquelle  figurent, 
comme  je  l'ai  dit,  des  fonctions  abéliennes,  j'ai  d'abord  obtenu  une 
intégrale  première,  d'où  l'intégrale  seconde  se  déduit  immédiatement, 
et  qui  me  paraît  assez  simple  pour  qu'on  puisse  espérer  d'y  parvenir 
par  une  méthode  purement  géométrique.  Je  prends  la  liberté  de  re- 
commander cette  recherche  au  talent  de  M.  Chasles,  si  éprouvé  dans 
ces  matières.  Voici  l'équat.on  qu'il  s'agirait  d'établir.  Soit  AMB  une 
ligne  géodésique  tracée  à  volonté  sur  l'ellipsoïde.  Par  le  point  quel- 
conque M,  faisons  passer  les  hyperboloides  à  une  nappe  et  à  deux 
nappes,  doni  les  sections  principales  sont  homofocales  à  celles  de  l'el- 
lipsoïde. Soient  p.^ ,  v-  les  carrés  de  leurs  demi-axes  dirigés  suivant  le 
grand  axe  de  l'ellipsoïde;  on  aura 

jj.^  cos^  /  +  v^  sin*  i  =  constante, 

/  désignant  l'angle  que  la  tangente  à  la  ligne  géodésique  fait  avec  la 
normale  au  second  hyperboloïde  [*]. 

»  Puisqu'il  vient  d'être  question  de  fonctions  elliptiques,  je  profi- 
terai de  l'occasion  pour  donner  l'énoncé  d'un  principe  général  qui  me 
paraît  imprimer  à  l'étude  de  ces  fonctions  un  caractère  d'unité  et  de 
simplicité  tout  particulier.  Soient  z  une  variable  quelconque,  réelle  ou 
imaginaire,  et  ']i[z)  une  fonction  de  z  bien  déterminée,  je  veux  dire 
une  fonction  qui,  pour  chaque  valeur  .r  -h  j"  s,/ —  i  de  2,  prenne  une 
valeur  uniqîie  toujours  la  même,  lorsque  jc  et  j-  redeviennent  les 
mêmes.  Si  une  telle  fonction  est  doublement  périodique,  et  si  l'on  re- 
connaît qu'elle  n'est  jamais  infinie,  on  pourra  affirmer  par  cela  seul 
qu'elle  se  réduit  à  une  simple  constante. 

»  Ce  principe  (qui  conduit  du  reste  à  des  conséquences  nombreuses 
et  utiles  dans  d'autres  parties  de  l'analyse)  m'a  fourni  sans  difficulté 
les  théorèmes  connus  relatifs,  soit  à  la  multiplication  et  à  la  transfor- 

..  [*]  Dans  le  Journal  de  M.  Crelle,  M.  Joacliimstlial  a  obtenu  un  résultat  tout  aussi 
simple  que  celui-là  ,  mais  de  forme  différente.    « 
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nialion  des  fonctions  elliptiqiu's,  soit  à  leurs  développements  en  séries. 
J'en  ai  tiré  aussi  une  démonstration  des  belles  formules  par  lescpielles 
M.  Jacobi  est  parvenu  à  exprimer  explicitement  les  racines  des  équa- 
tions de  degré  élevé  relatives  à  la  division  [*].  Enfin,  j'ai  rencontré 
divers  résultats  que  je  crois  nouveaux.  Dans  la  méthode  que  j'ai  suivie, 
les  intégrales  qui  ont  donné  naissance  aux  fonctions  elliptiques  et  les 
modules  mêmes  dont  elles  dépendent,  disparaissent  en  quelque  sorte 
pour  ne  laisser  voir  que  les  périodes  et  les  valeurs  pour  lesquelles  les 
fonctions  deviennent  nulles  on  infinies.  Cette  communication  verbale 
ne  comporterait  pas  des  développements  plus  étendus.  Mais,  dès  à 
présent,  je  dois  dire  que  les  études  auxquelles  je  me  suis  livré  ont  en- 
core augmenté  l'admiration  si  vive  que  m'inspiraient  déjà,  à  tant  de 
titres,  les  travaux  de  M.  Jacobi.  » 

La  seconde  communication  que  je  veux  rappeler  ici,  a  eu  lieu 
le  3i  mars  i85i,  à  l'occasion  d'un  Piapport  que  M.  Cauchy  venait  de 
taire  sur  un  Mémoire  de  M.  Hermite.  Voici  ce  qu'on  lit  à  ce  sujet 
au  tome  XXXII  des  Comptes  rendus,  page  54o  : 

Remarques  de  M.   LiouviLtE. 

«  Sans  s'opposer  aux  conclusions  du  Rapport,  M.  Lionville  croit  de- 
voir rappeler  qu'il  a,  lui  aussi,  trouvé  depuis  longtemps  une  théorie 
générale  des  fonctions  doul^lement  périodiques,  dont  il  a  donné  inci- 
demment à  l'Académie,  dès  i844)  '*  propos  d'un  Mémoire  de 
M.  Choisies  sur  la  construction  géométrique  des  amplitudes  des  fonc- 
tions elliptiques,  une  vue  très-nette  qu'on  retrouve  au  tome  XIX  des 
Comptes  rendus  (page  1261 ,  séance  du  9  décembre  1844)- 

«  La  méthode  que  j'ai  suivie,  dit  M.  Liouville,  est  si  simple  dans 
»  ses  détails,  qu'elle  pourra,  je  crois,  sans  inconvénient,  venir  après 
»  d'autres,  même  analogues,  mais  qui  n'ont  pas,  ce  me  semble,  le 
»  caractère  tout  intuitif  et  élémentaire  que  j'ai  donné  à  la  mienne  en 
»   m'altachant  à  aller  pas  à  pas  du  simple  au  composé,  par  ia  consi- 

«  [*]  Journal  de  M.  Crelle,  tome  IV.  M.  Jacobi  n'a  pas  ajouté  de  démonstration, 
mais  je  dois  dire  que  M.  Hermite  (qui  s'est  livré,  sur  toutes  ces  questions,  à  de  pro- 
fondes recherches)  en  a,  avant  moi,  trouvé  une  dont  il  a  bien  voulu  me  faire  part;  la 
méthode  qu'il  a  employée  est,  du  reste,  très-différente  de  la  mienne.  » 
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»  dération  continuelle  et  toujours  direcle  rrmi  r-eul  principe.  J'ai 
»  toutefois,  on  le  comprend,  un  certain  inlérèl  à  établir,  non  pas 
"  que  mon  travail  est  ancien,  cela  résulte  des  Comptes  reiuins ,  mais 
«  que  les  détails  principaux  en  ont  été  arrêtés  depuis  plusieurs  an- 
»  nées,  et  ont  été  communiqués  très-explicitement  à  divers  géomètres 
>>  français  ou  étrangei's.  Or  j'ai  cliez  moi,  et  je  pourrai  déposer  ^\\v  le 
»  biu'eau,  avant  la  fin  de  la  séance,  une  pièce  manuscrite  qui  pa- 
»  raîtra  concluante  à  cet  égard.  Deux  géomètres  allemands  distingués, 
»  MM.Borchardt  et  Joachimstlial,  pendant  leur  soyage  à  Paris  en  i  8/17- 
'1  ont  bien  voulu  sacrifier  quelques  heures  pour  entendre  l'exposition 
»  de  ma  doctrine,  et  M.  Borcliardt  a  rédigé  les  leçons  que  j'étais  ainsi 
»  conduit  à  faire,  .l'avais  permis  à  M.  Borchardt  de  montrer  cette 
«  rédaction  à  qui  il  voudrait,  et  j'ai  su  de  lui  qu'elle  a  élé  nsise  sous 
»  les  yeux  de  M.  Jacobi.  Pressé  par  le  temps,  je  n'avais  pu  parler 
»  des  intégrales  elliptiques  de  seconde  et  de  troisième  espèce.  Mais 
»  cela  importe  peu.  La  classification  des  fonctions  bien  déterminées 
»  doublement  périodiques,  d'après  le  nombre  des  valeurs  irréduc- 
»  tibles  par  les  périodes,  mais  d'ailleurs  égales  ou  inégales,  qui  les 
»  rendent  infinies;  la  démonstration  de  ce  théorème  capital,  que 
«  toute  fonction  de  ce  genre  qui  a  moins  de  deux  infinis  doit  se  ré- 
»  duire  à  une  simple  constante;  la  proposition  importante  aussi, 
»  que  le  nombre  des  racines  qui  annulent  la  fonction  est  toujours  pré- 
»  cisément  égal  au  nombre  des  infinis  de  cette  fonction,  et  que,  de 
»  plus,  les  sommes  des  valeurs  de  la  variable,  relatives  à  ces  deux 
)>  circonstances  d'une  fonction  nulle  ou  infinie,  sont  toujours  égales 
»  entre  elles  aux  multiples  près  des  |)ériodes;  l'expression  des  fonc- 
»  tions  à  «infinis  par  des  sommes  ou  par  des  produits  de  fonctions 
»  à  deux  infinis;  la  théorie  détaillée  des  fonctions  à  deux  infinis  et 
«  leur  réduction  aux  fonctions  elliptiques,  qui  sont  dès  lors  l'élément 
»  unique  des  fonctions  doublement  périodiques  à  un  nombre  d'infinis 
»  limité;  les  théorèmes  sur  l'addition  et  sur  la  transformation  directe 
"  ou  inverse,  rendus  pour  ainsi  dire  aussi  simples  que  le  problème 
»  d'algèbre  de  former  une  fraction  rationnelle  dont  le  numérateur  et 
»  le  dénominateur  s'évanouissent  pour  des  valeurs  données  :  tout 
»  cela,  c'est-à-dire  la  partie  essentielle  de  mon  travail,  est  dans  le 
»  manuscrit  de  M.  Borchardt,  que  je  comnuuiiquerai  dans  quelques 
»   instants  à  l'Académie.   » 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  207 

»  M.  Liouville  a,  en  effet,  avant  la  fin  de  la  séance,  déposé  sur  le 
bureau  le  manuscrit  de  M.  Borchardt.  Nous  transcrivons  la  table  des 
matières  que  M.  Borchardt  a  placée  en  tête. 

»   Première   fautif,.    —    Tliénric  générale. 

y  1 .  Une  fonction  doublement  périodique  qui  ne  devient  jamais 
infinie  est  impossible. 

w  2.  Une  fonction  doublement  périodiqueet  à  un  seul  infini  est  ir.i- 
possible. 

»  5.  Fonctions  doublement  périodiques  et  à  deux  infinis.  Leurs  pro- 
priétés fondamentales. 

»  4.  Fonctions  doublement  périodiques  et  à  plusietu's  infinis.  Leur 
développement  en  sommes  et  en  produits  de  fonctions  doublement 
périodiques  et  à  deux  infinis. 

«  5.  Leur  développement  en  produits  de  fonctions  périodiques  et  à 
trois  infinis,  lorsque  le  nombre  des  infinis  est  pair. 


»   6.  Leur  développement  en  fractions  de  la  forme 


M+Nf  fz; 


1  o   r- 


L 

représentarKt  une  fonction  doublement  périodique  et  à  deux  infinis. 
y' (s)  son  coefficient  différentiel,  et  L,  M,  N  des  fonctions  entières 
de  9  (z). 

»    Seconde  partie.    —   Jjjplications. 

»  7.  Détermination  du  coefficient  différentiel  des  fonctions  double- 
ment périodiques  et  à  deux  infinis.  Théorème  de  l'addition  pour  les 
mêmes  fonctions.  Cas  particulier  du  sin  am  z. 

«  8.  Transformation  du  sin  am  z.  Expressions  en  forme  d'une  somme 
et  d'un  produit. 

»  9.  Transformation  inverse  du  sin  am  r.  Formule  d'Abel.  Formule 
de  M.  Jacobi.    » 

Disons  maintenant  que  M.  Cauchy,  en  faisant  imprimer  son  Rapport, 
y  a  joint  (au  bas  de  la  page  45o)  une  note  où  l'antériorité  de  mes  re- 
cherches est  reconnue.  Cette  note  est  relative  à  la  phrase  que  voici  : 

«   Par  suite  aussi,  l'on  peut  réduire  à  une  fonction   rationnelle  de 
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»  fonctions  elliptiques,  toute  fonction  doublement  périodique  qui 
»  l'esté  continue  avec  sa  dérivée,  tant  qu'elle  ne  devient  j)as  infi- 
»  nie.  » 

Elle  est  ainsi  conçue  : 

«  Déjà  en  184^,  M.  Liouville  avait  obtenu,  par  une  méthode  très- 
»  différente  de  celle  qu'a  suivie  M.  Hermite,  et  avait  énoncé,  en  pré 
»  sence  de  ce  dernier,  la  réduction  ici  indiquée.   » 

On  conviendra  sans  doute  que  ce  théorème  méritait  d'être  ré- 
clamé :  je  remercie  j'M.  Cauchy  de  me  l'avoir  rendu. 

Quoique  j'aie  différé  jusqu'ici  de  livrer  à  l'impression  l'ouvrage  que 
j'ai  écrit  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  les  parties  principales 
de  ma  méthode  sont  aujourd'hui  bien  connues,  soit  par  la  rédaction 
(qui  s'est  répandue)  de  M.  Borchardt,  soit  par  les  leçons  que  j'ai 
faites  sur  ce  sujet  au  Collège  de  France  dans  le  second  semestre  de  l'an- 
née scolaire  i85o-i85i.  MM.  Briot  et  Bouquet,  par  exemple,  se  sont 
appuyés  sur  mes  principes  et  m'ont  fait  l'honneur  de  me  citer  dans 
lin  beau  Ménioire  qu'ils  ont  présenté  dernièrement  à  l'Académie. 

J'ai  dit  que  le  travail  de  M.  Borchardt  avait  été  mis  sous  les  yeux 
de  Jacobi.  Au  risque  d'être  accusé  de  vanité,  je  citerai  la  phrase 
suivante  d'une  lettre  que  M.  Borchardt  m'a  adressée  le  a8  sep- 
tembre 1 848  : 

«  M.  Jacobi  m'écrit  que  c'est  avec  le  plus  grand  plaisir  qu'il  a  lu 
»  votre  théorie  et  qu'il  en  a  puisé  beaucoup  d'instruction  pour  lui- 
»  même,  qu'il  souhaite  vivement  de  la  voir  publier  bientôt  et  qu'alors 
»  il  se  propose  de  vous  écrire.    » 

Il  y  a  là  du  moins  un  témoignage  de  bienveillance  et  d'aniifié  que 
je  suis  heureux  d'avoir  obtenu. 
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UECHEKCIIES  NOUVELLES 


LES   PORISMES   DEUCLIDE, 

Par  m.   p.  BRETOi\  (de  Champ), 

Ingénieur  des  Ponts  <l  Cliaussces. 


La  question  des  Porismes  est  née  de  la  difficulté  d'interpréter 
convenablement  un  texte  du  géomètre  grec  Pa|)pus,  dans  lequel  cet 
auteur  parle  d'un  ouvrage  d'Euclide  sur  les  Porismes.  Cette  difficulté 
d'interprétation  a  occupé  plusieurs  géomètres  célèbres;  aujourd'hui 
encore  on  peut  dire  qu'elle  n'a  pas  cessé  d'être  une  énigme.  Je  me 
propose  de  développer  ici  [*]  quelques  idées  qui  me  paraissent  de  na- 
ture à  faire  envisager  ce  sujet  sous  un  aspect  nouveau,  et  certes  très- 
inattendu.  Il  ne  s'agit,  en  effet,  de  rien  moins  que  de  montrer  que, 
sans  s'écarter  en  rien  du  texte  de  Pappus,  en  le  prenant  tel  qu'il  nous 
est  parvenu,  ou  du  moins  en  n'y  faisant  qu'an  tres-pelit  nombre  de 
corrections  dont  la  nécessité  peut  être  mise  sur  le  compte  des  co- 
pistes, et  surtout  en  s'attachant  au  sens  littéral,  on  parvient  sans 
peine  à  comprendre  tout  ou  presque  tout  ce  que  l'auteur  veut  dire, 
à  se  rendre  compte  de  ce  qu'étaient  les  porismes  d'Euclide,  et  même 
à  les  retrouver. 

Comme  peu  de  personnes  sont  à  même  de  consulter  les  documents 

[*]  J'ai  déjà  public  sur  celte  question  des  Porismes  deux  aperçus  dans  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Scienccx  (29  octobre  1849  et  6  juin  '853).  Le  premier  était 
trop  restreint  pour  donner  une  idée  exacte  du  sens  que  j'attachais  au  terme  porismr; 
ce  n'était  pour  ainsi  dire  qu'un  cas  particulier  d'une  conception  que  j'ai  ensuite  exposée 
avec  la  généralité  qu'elle  comportait,  et  cjue  je  vais  maintenant  justifier  dans  ses 
détails. 
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originaiiv;  sur  lesquels  roule  toute  la  question,  et.  notamment  le  Re- 
cueil mnthéinatique  de  Pappus,  qui  est  encore  inédit  [*],  je  commen- 
cerai par  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur  les  textes  ou  passages  des 
auteiu's  grecs  dans  lesquels  il  est  fait  mention  des  Porismes  [**].  J'es- 
sayerai ensuite  de  faire  connaître,  au  moins  dans  ce  qu'elles  ont  de 
plus  saillant,  les  opinions  et  conjectiues  émises  successivement  par 
divers  savants  sur  ce  que  pouvaient  être  les  propositions  auxquelles 
les  anciens  avaient  donné  ce  nom.  Après  avoir  ainsi  tracé  en  quelque 
sorte  l'historique  de  leurs  recherches,  j'exposerai  les  miennes. 

La  langue  grecque  ne  m'est  pas  assez  familière  pour  que  j'ose  espé- 
rer que  la  traduction  que  je  donne  des  textes  de  Pappus  et  de  Proclus 
sera  jugée  irréprochable.  J'ai  dû  me  laisser  guider  principalement  par 
le  sentiment  des  choses  géométriques.  Un  certain  nombre  de  fautes 
ont  pu  ainsi  m'échapper,  mais  j'aime  à  croire  qu'elles  ne  seront  pas 
assez  graves  pour  ôter  toute  vraisemblance-  à  l'explication  que  je 
soumets  aux  géomètres. 

[*]  Il  faut  excepter  quelques  fragments,  dont  le  plus  important  est  la  préface  du 
septième  livre,  publiée  ])ar  Halley  en  tète  de  sa  version  latine  du  Traité  de  la  Section  de 
raison  {AptiUonil  Pergœi  de  Scctiom:  ratinnis ;  in-S";  Oxonise,  1706),  ouvrage  rare, 
n'ayant  été  tiré  qu'à  4oo  exemplaires.  J'en  ai  fait  usage  après  avoii'  collationné  le 
texte  grec  sur  les  manuscrits  n"'  3,368  et  244»  de  la  Bibliothèque  Impériale  de 
Paris,  lesquels  m'ont  fourni  quelques  leçons  évidemment  préférables  à  celles  de 
Halley. 

On  a  du  recueil  de  Pappus  une  version  latine,  due  à  Frédéric  Commandin  dont  il  existe 
deux  éditions  (Pappi  Alexandrini  mathemciticœ  coUectiones ;  in-folio;  Pisauri,  i588, 
et  Bononise,  1660).  La  Notice  sur  les  Porismes  a  été  revue  et  considérablement  mo- 
difiée par  Halley.  Simson  l'a  traduite  de  nouveau  [Opéra  quœdam  reliqua;  in-4"; 
Glasguse,  1776,  pag.  346-353).  Mais  le  travail  de  Commandin  m'a  été  surtout  utile  en 
me  permettant  de  restituer  en  quelque  sorte  le  manuscrit  dont  ce  traducteur  s'était 
servi . 

[**]  Le  texte  de  Proclus,  auquel  j'emprunte  deux  |)assages,  se  trouve  à  la  suite  de 
l'Euclide  grec  publié  à  Bàle  en  i533.  Il  a  été  traduit  en  latin  par  Barocius  (/'/■oc// 
Diadochi  in  pritnum  Euclidis  Elementorain  lihrtim  comittcntarioriim  lihri  TF;  in-folio; 
Patavii,  i56o). 


^'iAya.    i'  ,        ,Jl^^ 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

MATÉRIAUX     ET    HISTORIQUK    DK    LA    QUESTIOÎS. 

§  I.  —  Notice  de  Pappiis  sur  les  Porismes  d'Euclicle  [*]. 

«  Après  les  Contacts,  viennent  les  Porismes  d'Euclicle,  recueil 
»  que  rendent  très-utile,  pour  l'analyse  des  problèmes  difficiles  et  des 
»   conséquences  des  hypothèses  [a],  beaucoup  de  choses  dont  la  na- 

[*]  Voici  le  texte  de  cette  Notice  : 

Me-à  Si  TKç  iiTXtfàç  h  rptut  ^tèliotç  ■KCipidit.'x-x  £UT(v  Kùz).eic?oi/,  ttoaVjîç  cHooig^k  <^i\rj-:zy_-j6- 
TCiTOV  ££ç  T^v  àvà/uciv  Twv  iuêjOfôstjTsowv  ~ûoê).i5a«Twv  y.vX  Twv  yîvopévwv  [fl],  v.Tzspû^riTzzov  T'A; 
jjOcjwç  7rafs;^opié'Jï;;  TrVflfîo;.  O0(?£v  TrpoaTîÔjtzaOT  toîç  Ot:'  Eùz/Etcîo'j  ypcftiui  7rf/wT0u.  '/J'^p'-' 
û  p-h  Ttvîç  Twv  TTjCio  ijfxwv  «iï-s«p()/.«),ot  âEuzÉpv.i  ypafUç  i'Uyotç  aÙTwu  îr«jO«Ts6£tz«0!v  "  IzaoTeju 
fiiv  r/i;6o;  Mptupiivov  è';^ovTOç  «jroei'siÇsMV ,  wç  l(?S(|a^sv,  toO  Se  EùxlsiSov  fit'av  ÊzàcTCi-j  Bivzoç 
■zil'j  piàXtara  v-iT£p.'jia.i-:ioy ija.v[l>^.  TaûTa  Si  J.znzriii  y.al  fxjutxriv  '{■/zi  Biupiav  y.u't  àvayyoili/.v  zai  zkOw- 
).(zwTé/Oxv,  z«t  TOtç  â\jv<tp.i)/otç  ôpâvxai  TroptÇstv  ÎTrmpniiv.    Aîravia  (Je  zOtùv  rà  eïc?/;  cij7e6£W|S/i- 

f/.«7WV  IffTt  O-jTE   wpoêXnfiKTWV,  àV/à  (/JOTÏÎV   TTWÇ  TOyTWV   ÊJ^OÛOUÇ  îd'éaç"  waVE  Ta;  7rj30T«(T£IÇ  «ÙT'/JV 

(?0v«a6a«  irpK'dfiKTtÇîtrSat  ij  wç  6eu>pnp.'XTityj  yi  wç  7rpo6)v»)(,tàTWV'  îrap  ô  z«t  <ru(;i6;ê»jz£u  twv  TzoXhwj 
yïMUSTfdiv  ToC/ç  ^£v  0;ro).«|a§Kvsiv  «O-à  Etvat  tm  ysvEi  (jitj>pr,p.v.-:v.,  Toiç  Jà  TzpoSXtipMTU,  ànotii- 
Trovraç  tû   ayjip^ari  po'vov  tàç  îrporào'ew;. 

Tàç  (îè  (Jtaj/opà;  twv  rptû-j  toùtwv  ôtj  ^iwiov  xtStinwj  ot  ti.pyv.im,  Silov  i/.  twv  ôptov.  E'p«i7av 
yàp  6îi)pnpi«  ph  û-j'M  To  îrpoTSfvduevov  £tç  «7ro(?££f(v  aùroû  toû  nponfjopivoxi  '  ■Kp6S):r,p.y.  Si  -'J 
7rpoêa).),dp£vov  £<;  XKTaffzsunv  «OtoO  toO  n'jooTSii/opivotj  •  rropiapa.  Si  ~à  T:po-stv6p.vjo-j  ùç  — o- 
pttjiÀOv  «jToO  ToO  npozs^yop.ivoy .  'MsTZypàfo  Si  outoç  û  toO  770piop.v.roç  opoç  vtzô  tofj  vzbizipf*yj , 
uLï]  Sitvapévoiv  «TravTa  TropiÇîtv,  c/.X).à  cuyypt^pLivwj  xoiç  azoï-yzwK;  TOÙTOtç  [fj,  zat  JeizvOvtwv  «Otù 
ficivov  T0û6  ÔT4  èiTTt  TO  ÇY)Toû[i£i/ov ,  pfl  ;rO(0tÇoi/Twv  d'à  TciÛTO  ,  zai  ÈXsy^i^diiSvoj  Ùtto  toû  ôpov  y.v.'i. 
Twv  (?£(Jao'zoii£v&>v,  é'yj5Kipav  àirô  CTUfiêsêriZOTOç  o-Jtw;;  T^ootaw/.  la-t  zà  XzîïîO'j  inzoBiast  TortzoO 
ÔîwpnpKTO;  [(•/].  ToÙTOu  Si  ToO  ysvovç  Twv  nopLap.à.zaii  ziSôç  iaziv  oî  tottoi,  z«t  7r)i£ovàÇou(7£  £v 
z6>  à'j«),uojiÉvw.  K£^wpt(r(iÉvwv  ^è  T<ûv  iTOptcp.i.Z(av  ffipoKyzai  y.v.i  ii^iypà^ezcti  zoei  napaSiSozui  [f], 

(?(à    TO    TTOAUp^UTOV     eIvKI   (iâ).XoV    TWV    â'AwV    eiSùv.    TÛ-J   yOÛV   TOn-WV   EffTJV    «   f/,Èv   £7ri7rÉ!?WV,   â    â"È 

(jzzpzii'jy  «  ^£  ypcip.uiy.ûv^  x«t  ërt  tw«  Trpoç  p.zaozr.Z".;. 

SufiêéëïjxEv  (Je  z«t  toOto  toîç  Tzopiap.'j.oi.,  zùq  TTpazv.CJZiç  iyjtv  i-Kizizp.'ttp.ivu.ç  Siî/.  tïjv  av.'Ai'j- 

[rtj  Littéralement  f/t-.s  i-vcncmentx,  tomiiie  ilans  ce  titre  d'un  ouvrage  de  De- 
sargues: Biotiillon-projct  d'une  atteinte  aux  éi'éncmcnts  de  la  rencontre  d'un  cône 
avec  un  plan.  Dans  les  manuscrits,  de  même  que  dans  le  texte  de  Halley,  il  y  a 
ysvâï  au  lieu  de  j-ekIiKe»»».  J'ai  cru  néaiunoins  devoir  faire  ce  changement,  sans  lequel 
le  texte  n'aurait,  pour  ainsi  dire,  pas  de  sens. 

Hola.  Chacune  des  noies  1  "),[''],  t  c) ,  I  d),  [  c],  [/),  [é"!.  [*).['),  t  /  J,  [^  1,  (' 1  ■.•urrt.S|.on(l  j 
la  i'ois  à  un  renvoi  du  lextc  trancais  el  tlu  teste  prec. 
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"  liire  offre  une,  abondaïice  illiinitce.  Il  n'a  toutefois  été  ajouté  aucun 
»  porisiiie  à  ceux  qu'Euclitle  le  premier  a  écrits,  si  ce  n'est  par  cer- 
»  tains  géomètres  qui,  avant  nous,  ont  mal  à  propos  placé,  à  la  suite  de 

T'/jTa  7ro).).wv  çuv/3Ô6)ç  cvvuTr^zoyoptévwv,  w^re  7to).ao'jç  twv  yïftiy.ZTût7rj  ztzI  piÉûovç  Èzf^é/ccrOat,  t« 
<?è  à'juyy.aiô^eûx  «yvoety  Twv  (7y]pLaîvof/.£vwv.  Uspt'hv.^eîv  ^è  noX^v.  p,tù  ■nPOTv.fJZL  riv.inxv.  (?vvc<t6v 
vj  ro'jTOf? ,  d'tà  tô  zaî.  a'JTOv  E0-/).£t(?v3v  où  tto/Ak  èÇ  izàaroij  stViouç  TE&er/évaï ,  v'ù.v.  ^géyparoç 

Ëvsza  Tïjç  7ro).u7r)vrj6taç  Év  îj  ô^.jya rjioç  àp/j,v  âiSo^vjov toû  TrpwTOu  pifi'>.io\i  teCec/ev  [/"] 

baoziSii  rajo' ÈzEt'vov  70Û  âa^ù.zazipOD  EÏâovç  Twv  -.OTz'irt,  w;  Jsza- tô  7r).i;6oç.  Aîo  z«i  Trspt/aÇEtv 
T«iJT«ç  Èv  p(â  nporUasi  lv(f£j^dp£vov  eOpdi/TEç  oÛtwç  lypài^aftEv . 

Éàv  OTTTecu  ij  TTC/.pvTrriou  zrÂ'x  rà  £7ri  ptâç  (7v;p£fa,  î  7r«|0a)Jï)).ou  été^ok  StSa^iva  y  ,  t«  (?è 
'/.oiTzà  likhv  Éïoç  ârTijTat  SiiTEt  âeSofiiviii  exi6tiaç[g],  y.al  to06' cii/iSTat  Sésst  (JEi^Oftévï;;  sOôeikç. 
To  jt'  £;rt  T£(7i7àpMV  j/Èv  sOSEtwv  sïpr,7cn  fidvov,  wv  ou  7r).etovEç  î  (JOo  (?tà  ToO  aOroii  aijpEiou  ilnh' 
âyvoEÎTKt  <Jè  £7r'[  TrauTÔç  toû  7rf>OT5ivcif/.Évou  TrVflSouç  «'XïjSéç  ûwpj^ov  outm  ^Eydf^tEvov.  Eàv  ôn-o- 
coMxiv  sîiBelui  Téf/vM(7<v  à).).'/]).»;  pÀ  7r).E(0VEç  ^  (?ùo  i^jà  toû  kùtoû  ffrjpejou,  7ràvT«  (?£  Èm  f*iâç 
avTw'j  OE^ou-Eva  'J,  zaè  Twv  Ittï  ÉTÉpaç  ïxaarov  âizrijTUi  Oiati  âtSojii'jnç  tùSeioti'  -/i  -/.aOotMrMztpov 
ovTWç,  £«u  ÔTrocaioOv  EOSstat  T£fiV(.)0'!v  «).).r)7.a;  p»i  7r).£JovÊÇ  vj  ^ùo  (Jtà  toû  «OtoO  acp.ùo'o,  ■nif.v-a 
Si  TK  Ejrt  wtâç  kÙtwv  (jr,^eî«  (?Ec?OftÉv«  ^,  twv  (Je  "ï.onrûv  zà  7r).'fl6o;  ej^ovtwv  rpî'ywyov  «piOpo»,  '^ 

r).£upà    ToOtOV     £Z«(7T0V    Ip^Et     <7ï](JtEloï     amop-iVOV    EÙfiêiczÇ  ÔEUEJ  Stâojihtiç,   WV    Tf £«[//]  fifl  jrpoç 

ywjia-j  vvkpytjt  ■zpi'j'Wi'iM  yypiov,  îy.aaTov  "Konrôv  a-(,^tlov  â-^tzai  SÉdst  StSop.iv(ii;  EufiEt'aç  [i], 
Tov  ^£  (TT0(j^£i6)Tï;y  O'jz  EÎzoç  àyvoÀCTC.!  TOÛTO,  Tflv  (?  àpyji'j  liovnv  T«Çat.  Kai  £7ri  TràvTMv  Je  T&jv 
noptauv.ZM'»  fv.hzzxt  àpyii.ç  zai  UTtipauz'j.  p.dyK  irXïiSwv  jroW.wy  z«t  pEyx).wu  zKTaSeê/'iixÉvai,  wv 
ËzaCToy  oO  zarà  rà;  Twy  uTrofîÉffEwv  âicfopàç  âtaaziX>,Ei-j  <?£Ï,  «),/.à  zarà  tk;  twv  trufcêîêïîzdTwv 
z«j  Ç'/;Touaivwv  ■  k'.  f-Èv  'J7ro6iÉ(7£!ç  aTrccTaf  Sict'fkcovdfj  à'Û.ri'/.wj  tlStyiizv.zKi  o'Jiîat,  ™v  (ÎÈ  cut/.- 
êc.tydvTwv  zat  Çi7T0-jp.£v(.)v  ezc.ittov  eï  zzt  76  czOto  ôv  jtoW.zïî  ûjTo6É!r£(Tiv  âiatjiopotç  cufiêÉêuzE. 

no(îjT£Ov  ouv  Èv  p.£v  Tw  TzpùzM  ^lè'i-iu  zuOzv.  z(A  '/i-jT,  \j\  zirj  EV  Tati  Tzptzù.iiai  l^r,zovpihi>fj  (Èv 
ijp^^  uèv  TOÛ  Ç'(îiàypo:p(;tc.  TOÛTo).  Éàv  àffo  cî'ùo  (?£00fiÉvwv  œ'cj/ejmv  TTpàçBiazi  SiSoy.kvm  E'JSeïav 
z/.affôwirîv,  «TroTEuv/j  rjÉ  y.t'«  àro  hziu  âer^oy.hcç  ■■jfjtiy.ç  rjoo;  tw  ett  «Jt^ç  âzêoij.vjw  rjr,^iii,>^ 
ànazztjLZÎ  y.ai  ri  ézipv.  àirà  Iripaç  "koyov  sp/ouirav  ti'oÔÉvTK.  £v  cîÉ  TOtç  içiiç  iiZizoSz  zo  (7/;ft£ïov 
û/Kztzc/.i  Oiczi  SzSoiiVj-riç  eOSecV.;'  CTt  ')o'/0(;  zf.çâz  -rrpôç  zrrJ'h  â'j9zii[/i]'  'izi  \àyoz  zïjiiSi  Ttpài 
à.TTo-'JiJ.rrJ'  ÔTi  fiâi  h  Trapc/.Oiait  Èoriv  [/]•  ôti  rjSe  iTti  JoSev  veùei  ■  ôti  )dyoç  t/jç^e  npoç  ziw. 
Uttô  zo~jSi  emç  d'oSÈvToç'  Ô7t  ).d'/oç  zlhiSi  Tzpoç  ziva.  v.Ttô  z'jîiâi  y.v.zr,y'itvjnv  '  ôzt  "kàyo^  toû(?;  TOi 
yiapiox)  Trpdç  t6  iin'j  SoOîinnç  y.ai  znçSf  izt  toûcJs  toû  yupioxj  ô  f/Èv  tï  (JoSev  £(Ttjv,  ô  (Je  /dyov 
zyjitTvpùq  </.7zozou.oi^'  ôzt  Tooâ  TO  yhipio'j^  fl  TÔOE  yszàzfjrjç  yj,ipirrj  (Jo'JÉVTOç,  ETTÎv,. ..  i'/sîvj  (?£  "/dyov 
E^/^Et  TT-poç  ù.nozop.r,'j  '  OTI  ■/jtS's  fisS  '^î  Trpoç  iv  /)(Je  ),dyov  É^Et  (îoÔÉvTa,  ).dyov  £j^E(  rpoç  TivK  aTTO 

TO-J(Je    £0)Ç    006sVT0Ç*     ÔTt  TO    ÛtTO    TOÛ    lîoÔÉVTOÇ  Z«£  TijÇ(7E,   (CTOV  ÈaTt  TW  ûro    SoOi'jzoç  Z«i  T«Ç  K7:0 

Toûd\  Ëwç  (JoOlvTO;'  OTt  /dyoç  t^çiJe  zc.t  T'^ç^yî  rpoç  T(va  «tto  TOÛ<Je  ewç  âoOivzoC  ôti  jjcJe  «ro- 
TEfiVEt  «Tri  6É!TEt  osiJopÉvwv  (?o6Év  Tzzpityjjvau.ç . 

Ev  Je  toj  diuzépt,)  j3tê).iw  ûïroSiiTEf;  p.èv  îzzp'/.i,  zirj  ai  Ç'CTO-jpivwv  Ta  ptèv  r/eiova  Ta  aÙTà  Totç 
Èv  T'^i  Tzpûzu  pîêÀioj,  TTZpWjfj.  Oi  TaÛTC. "  oT(  TOOE  TO  yMpiVi  '/izoï  )>dyov  ËJ^SJ  TTpdç  ànoTOpÀv. 
î  fiETw  J06ÉVT0;  /dyov  Ë^st  TTpdç  «wOTOttïîv  •  ÔTI  Wyoç  TOÛ  Otto  zoivâz  rpôç  aTrOTOpiïjv  '  ÔTt  /dyoç 
TOÛ  ûrrd   tr-jvKuyOTÉpov    ziivSz  y.v.i  'jMV7.[j.<f'izzrj'jM  zw-j9z  Tzpoç  àroTO;^r;v  •    ÔT(  to  vro  TÏçfjE  zax 
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»  quelques-uns,  de  nouvelles  cléuionstralions,  chaque  porisme  étant, 

»  à  la  vérité,    présenté  plusieurs  fois,   comme  nous  l'expliquerons, 

»  mais  Euclide  n'en  tlounant  chaque  fois  qu'une  seule  démonstration 

>'  extrêmement  claire  [/;].  La  théorie  en  est  fine  et  naturelle,  et  néces- 

»  saire  et  très-générale,  et  fait  les  délices  de  ceux  qui  savent  voir  et 

»  trouver.   Toutes  ces  choses  ne  sont,  quant  à  leur  nature,  ni  des 

»  théorèmes,   ni  des  prohlèaies,  mais  tiennent  en  quelque  sorte  le 

»  milieu  entre  les  deux  ;   de  sorte  que  les  propositions  qui  ont  ces 

»  choses  pour  objet  peuvent  être  mises  sous  forme  de  théorèmes  ou 

»  de  problèmes;  d'où  il  est  résulté  que,  de  beaucoup  de  géomètres, 

»  les  uns  estiment  qu'elles  doivent  être  classées  parmi  les  théorèmes, 

»  tandis  que  d'autres,  ne  tenant  comj)te  cpie  de  la  forme  des  propo- 

»  sitions,  les  considèrent  comme  des  problèmes. 

»  Mais  les  différences  entre  ces  trois  choses  ont  été  mieux  connues 
»  des  anciens,  ainsi  qu'on  le  voit  par  leurs  définitions;  car  ils  disaient  : 
»  Théorème  est  une  vérité  que  l'on  énonce,  et  qu'il  faut  rendre  évi- 
»  dente  par  une  démonstration;  problème  est  un  but  que  l'on  définU 
»  et  qu'il  faut  atteindre  par  une  construction;  porisme  est  une  chose 

ouvapyoTÉpou  T^çJe  ts  -/.al  t«ç  npàç  ^v  f,Sz  Wyov  sp^si  (?o6ÉvTa  "  v.oà  tô  imô  tâç(?s  xcà  'trjç  ~cj 
ï}'j  (iSt  yàyov  iyj-i  So6iv-a,  Wyov  é'yji  npàç  àjroTopYiv*  ÔTt  ).dyoç  avj«fj.fOzépoy  Tzpôç  rtva  «tto 
ToOifs  ëwç  âoOivzoç'   ôxt  ■âoBiv  to   Otto  tùvc^s. 

Eu  Sk  Tw  zpizM  piëïiM  at  pèv  ir/.etov£ç  Ù7ro6gff£(ç  èitl  ijptzuxAtwv  sîaiv,  6)Uya'.  Jj  èri  y.x/yj.'rj 
v-vX  TUTjUL'i^'zoyj'  X'jyj  (Je  ÇïjTOuptgvwv  rà  wèv  TioXhà.  nv.py.iv'krifTioiç  zoiç  ip.npofJÔB'j^  vrE^oz-acà  <^é  Tavry. ' 
OTt  "yoyoç  Toû  Otto  twvJe  Tzpài;  zà  Otto  zû'jSz'  ôti  \6yoi  Toy  «tzô  zôçSe  izpài  v.kozow'o'j  '  ôzi  z6  iiT:ô 
zii-jSs  zw  iiKÔ  Sodtianç,  f,rj.\  z'riç,  v.m  zo^Ss  ëwç  âoOivzoç  '  ôzi  zà  àità  z'c^rît  zm  0— ô  âoQhzo^  v.v'i 
à.ro)i«uêavousvï];  -jvà  y.'x9izo\i  lai;  SoOhzo:;'  ôzt  zô  v~ô  truvcpiyOTÉjSOU  y.ci  zriiSi  npôç  Â'J  liSt  /dyov 
iyii  SoBhza  \6yo-j  dyti  Tzpoi;  «ffOTopiîi/  "  àzi  iazi  z'i  âoQi'j  cnptîo-j  ào'  où  ai  imÇîuyvJpsvKi  èri. 
TO'Js  ^o6èv  TfSprsÇoufft  to  eïSeï  rpjywvov  '  ôzi  iazi  zl  âo^kv  <ri)(<eîov  «f'o\i  ai  ImÇsuyvjjiïvKt  È;ri 
zi3i  (ca;  àn-o^aj/ëavouct  nzpifzpîiv.;'  izt  fjSs  rjzoï  iv  TrctpxBéast  îtrzai,  ïi  ^zzà.  Tfjoç  eOSsta;  lîri  zi 
âodkv  vsyoiJ(7icç  âo6zl(J'xv  Ttepiiyzi  yuviav.  Eyei  Sk  zù  zpia  ^lëlix  tûv  ■KOpiap.v.zo'jVn^i-pLV.za.Xti' , 
a.jzO.  3k  6zMpr,p.ct.zwj  itjzhj  pria! . 

[6]  Halley  traduit  :  «  . . .  Niliil  vero  aciclituni  est  ils  fjuse  Euclicles  prinuim  scripseiat, 
■•  prseterquam  qiiod  scioli  nonnulli  qui  nos  prœccsserunt,  seqiientibus  editionibiis 
>.  paura  de  suis  immiscuerint.  Apud  hos  enim  unumquodque  porisma  definitLini 
Il  liabet  demonstrationum  numerum  :  cum  Euclides  ipse  non  nisi  unam  eamque 
»  maxime  evidentem  in  singuiis  posueril.  »  [/Ipollnnil  Pergœi  de  Sectiorw  ratioiiis, 
praef.,  pag.  xx.mii.) 
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»  qu'on  demande  de  découvrir.  Cette  définition  a  été  changée  par 
»  des  géomètres  récents,  lesquels,  hors  d'état  de  découvrir  tous  les 
»  porismes,  mais  se  prévalant  de  ce  qu'ils  voyaient  dans  l'ouvrage 
»  d'Euclide[cj,  et  montrant  ce  qu'il  laut  chercher  sans  pouvoir  le 
»  trouver,  ont,  sans  tenir  compte  de  la  définition  précitée  et  de  ce 
»  qui  est  enseigné,  écrit  ceci  d'après  une  circonstance  particulière  [à 
»  certaines  propositions]  :  Le  porisme  est  ce  qu'il  faut  ajouter  à  l'h)- 
»  pothèse  pour  que  celle-ci  devienne  l'énoncé  d'un  théorème  local  [d]. 
»  A  celte  espèce  de  porismes  appartiennent  les  lieux,  et  ils  abon- 
»  dent  dans  Vrtnalj'se.  Ils  sont,  les  porismes  en  étant  retranchés, 
i>  réunis  en  groupes  distincts  ayant  chaciui  son  titre  particulier  [e], 
»  H  cause  que  cette  espèce  est  beaucoup  plus  nombreuse  que  les 
»  autres.  En  effet,  parmi  les  lieux,  les  ui!s  sont  phms,  d'autres 
»  solides,  d'autres  linéaires,  et  il  y  a  en  outre  ceux  aux  moyennes. 
»  Il  arrive  aux  porismes  que  les  propositions  en  sont  difficiles  à 
»  suivre  à  cause  de  l'incertitude  résultant  de  plusieius  choses  ordinai- 
»  rement  sous-entendues,  de  sorte  que  beaucoup  de  géomètres  ne 
»  saisissent  qu'en  partie  ce  dont  il  s'agit,  et  que  ce  qu'il  y  a  de  plus 
»  essentiel  leur  échappe.  Quant  à  réunir  plusieurs  de  ces  propositions 
»  dans  une  seule,  cela  n'est  guère  possible,  parce  qu'EucHdc  ne  donne 
»  pas  beaucoup  d'exemples  de  chaque  porisme,  mais  seulement  un  ou 
»   peu  comme  échantillons  pris  dans  le  grand  nombre.  Cependant,  il 

»  en  a  placé au  commencement  du  premier  livre  quelques-uns  \J  J 

»   entièrement   tie   la  même    natiue,    appartenant   à   cette    catégorie 
»  si  nombreuse  des  lieux,   de   sorte  que  leiu-  nombre  s'élève  à  dix. 

[c]  Le  sens  nie  paraîl  douteux  en  cet  endroit. 

[d]  Cominandin  a  traduit  :  ••  Porisma  est  quod  hypothesi  déficit  a  local!  llieuiv- 
»  mate.  »  Halley  se  rapproche  davantage  du  texte  :  •<  Porisma  est  quod  deest  in  liypo- 
•>   tliesi  tlieorematis  localis.  » 

\e]  Commandin  et  tous  les  autres  commentateurs  ont  traduit  ;  «  Ac  seorsiin  à 
-   porismatibus    collecta,...    «  ou  d'une  manière  analogue. 

[/]  Le  texte  est  évidemment  corrompu  dans  Halley  et  dans  les  manuscrits.  Le 
voici  tel  qu'on  le  trouve  :.. .  «Tkà  âely^J-aroç  ëvez«  7ro)>u7r).!;6tKç  h  f,  aidycc  npoç  ôtpyjl-J. 
\ii^rjuivo-j  Toû  TrpÙTov  pt8).tou  Tîôsizêv,  clc .  Toutcfois  OH  eiitrevoît  le  sens,  .te  dois  à 
M.  E.  Littré  l'idée  de  placer  un  point  aj)rés  le  mot  oy.iyu,  et  d'écrire  év  ij  au  lieu  de  Iv  if. 
le  propose,  page  289,  une  restitution  conjecturale  pour  le  surplus. 
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))   C'est  pourquoi,  trouvant  possible  de  les  comprendre  dans  une  seuir 
»  proposition,  nous  écrivons  celle-ci  comme  il  suit  : 

»  Si,  dans  un  système  de  quatre  droites  se  coupant  deux  à  deux  eu 
»  six  points,  les  trois  situés  sur  l'une  d'elles  sont  donnés,  ou  les  deux 
»  quand  cette  droite  est  parallèle  à  l'une  des  trois  autres  [g],  et  que 
»  les  points  restants,  un  seul  excepté,  soient  assujettis  à  demeurer  cha- 
«  Clin  sur  une  droite  fixe,  le  dernier  ]îoint  demeurera  pareillement  sur 
i>  une  droite  fixe.  Il  ne  s'agit  ici  que  de  quatre  droites  telles  que  pas 
»  plus  de  deux  ne  se  coupent  en  un  seul  point;  mais  ce  que  l'on  ne  sait 
»  pas,  c'est  que  la  même  chose  est  vraie  pour  un  nombre  quelconque  de 
»  droites,  de  cette  manière.  Tant  de  droites  qu'on  voudra  se  coupant 
»  les  unes  les  autres,  mais  pas  plus  de  deux  en  un  même  point,  si 
»  tous  les  points  où  l'une  d'elles  est  rencontrée  par  les  autres  sont 
)'  fixes,  et  que  chacun  des  jioints  où  l'uiie  de  ces  dernières  est  coupée 
»  par  les  droites  restantes  soit  assujetti  à  demeurer  sur  une  droite 
»  fixe  ;  ou  plus  généralement  :  tant  de  droites  qu'on  voudra  se  coupant 
»  les  unes  les  autres,  mais  pas  plus  de  deux  en  un  même  point,  si 
»  tous  les  points  où  l'une  d'elles  est  rencontrée  par  les  autres  sont 
»  fixes,  et  que  parmi  les  points  d'intersection  de  ces  dernières,  lesquels 
»  forment  un  nombre  triangulaire,  il  s'en  trouve  autant  d'assujettis  à 
»  demeurer  sur  des  droites  fixes  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  côté  de  ce 
Il  nombre,  de  telle  sorte  que  trois  [h]  de  ces  points  ne  puissent  être 
»  les  sommets  de  l'un  des  triangles  formés  par  les  droites  mobiles, 
»  chacun  des  points  d'intersection  restants  sera  pareillement  assujetti 
»  à  demeurer  sur  une  droite  fixe[/].IÎ  est  vraisemblable  que  l'auteur  des 
»  Éléments  n'ignorait  pas  cette  extension,  mais  n'a  fait  qu'en  poser  le 
«   point  de  départ;  et  il  paraît  avoir  répandu  dans  tous  sesporismes  les 


[g]  .l'ai  suivi  à  peu  de  chose  près  la  leçon  du  manuscrit  n°  244o-  Les  termes 
ûn-Ttov  et  TzapvKzi'j-j  ne  m'ont  pas  paru  susceptibles  d'être  rendus  autrement  que  par 
une  périphrase.  Simson  traduit  ;  «  Si  quadrilateri  cujus  anguli  oppositi  vel  ex  ad- 
e  verso  vel  ad  easdem  partes  sunt  positi  (lateribusproductis)  datasint  in  uno  ipsoruiu 
■>  tria  puncta  (intersectionum  scilicet);  caetera  vero  puncta  praeter  unum  lani^ant  rer- 
»   tam  positione  datam  ,  etc.  «  (  Opéra  //ucedam  rcUqiia,  page  348.) 

[/i]  Halley  et  les  manuscrits  portent  xpiâv.  Le  sens  exige  qu'on  mette  r^t'a. 

[(■]  Simson  traduit  ;  «  ...  Vel  generalius  sic.  Si  quotcumque  rectae  occurant  inter  se, 
u  neque  sint  plures  quam  du»  per   idem   punctum  ,   omnia  vero  puncta  (intersec- 


ai 6  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

»  principes  et  les  germes  d'une  nmltitude  de  propositions  de  divers 
»  genres.  Il  ne  faut  pas  distinguer  les  porismes  d'après  les  différences 
»  des  hypothèses,  mais  d'après  celles  des  choses  qui  arrivent  ou  sont 
»  cherchées.  Toutes  les  hypothèses  différent  les  unes  des  autres,  étant 
»  très-particulières,  mais  chaciuie  des  choses  qui  arrivent  ou  qui  sont 
))  cherchées  se  présente  absolument  la  même  dans  plusieurs  hypothèses 
))   différentes. 

»  Voici  en  conséquence,  pour  le  premier  livre,  les  genres  [j]  des 
»  choses  cherchées  dans  les  propositions  (la  figure  est  au  commence- 
n  ment  du  numéro  7  ) .  Si  de  deux  points  fixes  on  mène  deux  droites 
»  se  coupant  sur  une  droite  fixe,  elles  retranchent  respectivement  de 
>'  deux  autres  droites  fixes,  à  partir  de  deux  points  donnés  (sur  ces  der- 
»  nières),  des  segments  qui  sont  entre  eux  dans  un  rapport  constant.  Et 
»  ensuite:  que  tel  point  décrit  une  droite  donnée  déposition;  que  le  rap- 
»  port  de  telle  droite  à  telle  autre  est  constant  [A];  que  le  rapport  de  telle 
«  droite  à  une  abscisse  qu'elledétermineest  constant  ;  que  telle  droite  est 
»  donnée  de  direction  [  /]  ;  que  telle  droite  passe  par  un  point  fixe  ;  que 
»   telle  droite  a  un  rapport  constant  avec  im  segment  intercepté  entre 

"  lionum  scilicet)  in  cariim  unà  data  sint  ;  leliquoruni  numeriis  erit  nuuierus 
>■  triangularis,  ciijiis  latiis  cxliibet  numerum  punctoruin  rectam  positione  datiriii  tan- 
»  gentium  :  quarum  intersectioniim  si  nullœ  très  existant  ad  angulos  trianguli  s|>atii 
>•  (nullae  quatuor  ad  angulos  quadrilateri,  nullae  quinquead  angulos  quinque  lateri,  etc., 
»  j.  e.  universim  si  nulla;  haruin  intersectionum  in  orbeni  redeant),  etc.  ■>  [Opcrn 
quœtlam  reliqua,  page  349  ) 

[y]   7£i'o,«£"a  conviendrait  peut-être  mieux  que  yî»;;. 

[X]  Halley  traduit:  «  quod  ratio  ipsius...  ad  rectain...  data  est,  etc.;  »  il  inter- 
cale des  points  comme  si  l'on  eût  omis  dans  le  texte  des  lettres  de  renvoi  à  de.s  figures 
qu'il  supjjose  perdues.  Toute  sa  version ,  à  partir  de  cet  e.\emple,  est  ainsi  interrompue 
par  des  points;  ce  qu'on  ne  voit  pas  dans  celle  de  Comniandin.  Pour  qu'une  sem- 
blable hypothèse  fût  justifiée ,  il  faudrait  que  le  texte  grec  fût  rétabli  de  cette  ma- 
nière :  '<  ÔTt  \o-/oi  Tflç...  Trpo;  tàv...  <?o5etç  »,  en  supprimant  partout  la  particule  Si, 
dont  la  présence  donne  au  texte  la  signification  générale  que  j'ai  adoptée. 

[/]  Les  manuscrits  portent  Izi  ijSe  Oiazt  âsSoiJ.hri  èariv.  Le  sens  général  m'a  paru 
exiger  que  l'on  mît  i-t  iiSz  iv  ■ny.pv.'iïati  ini'vi,  de  manière  à  indiquer  le  parallé- 
lisme d'une  droite,   variable  de  position  avec  une  droite  fixe. 
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»  «lie  t'I  un  point  fixe;  que  telle  droite  a  un  rapport  constant  avec  une 

M  autre  droite  menée  de  son  extrémité  variable;  que  tel  rectangle  a 

»  un  rapport  constant  avec  le  rectangle  qui  a  pour  côtés  une  certaine 

»  droite  variable   et  ime  droite  donnée;  que  tel  rectangle  é([uivaut  à 

»  un  rectangle  constant,  plus  un  autre  rectangle  qui  varie  propoi- 

>•  tionnellement  à   une  certaine  abscisse;  que  tel  rectangle  variable, 

»  pris  seul  ou  avec  un  espace  donné, a  un  rapport  constant  avec 

»  une  certaine  abscisse;  que  telle  droite  variable,  plus  une  autre  droite 

»  proportionnelle  à  une  seconde  droite  variable,  est  dans  un  rapport 

»  constant  avec  im  segment  mesuré  à  partir  d'un  point  fixe;  que  le 

»  triangle  qui  a  pour  sommet  un  point  fixe  et  pour  base  telle  droite 

»  variable  est  équivalent  au  triangle  qui  a  pour  sommet  un  autre  point 

»  fixe  et  pour  base  un  segment  mesuré  à  partir  d'un  point  fixe,  que 

w  la  somme  de  deux  droites  variables  a  un  rapport  constant  avec  lui 

»  segment  mesuré  à  partir  d'un  point  fixe;  que  telle  droite  détermine 

»  sur  des  droites  données  des  segments  dont  le  produit  est  constant. 

»  Dans  le  second  livre,  les  hypothèses  sont  autres  que  dans  le  pre- 
»  mier,  mais  le  plus  grand  nombre  des  choses  cherchées  sont  les 
»  mêmes,  et,  en  outre,  il  y  a  celles-ci  :  que  tel  espace  variable,  ou 
»  la  somme  de  cet  espace  et  d'un  espace  donné,  est  en  raison  con- 
»  stante  avec  une  certaine  abscisse;  que  le  rectangle  qui  a  pour 
»  côtés  telle  droite  variable  et  telle  autre  droite  variable,  est  en  raison 
»  constante  avec  une  certaine  abscisse;  que  le  rectangle  qui  a  pour 
»  côtés  la  somme  de  deux  droites  variables  et  la  somme  de  deux  au- 
»  très  droites  variables  est  en  raison  constante  avec  une  certaine 
»  abscisse;  que  la  somme  du  rectangle  qui  a  pour  côté  telle  droite 
»  variable  et  la  même  droite  augmentée  d'une  aune  droite  propor- 
»  lionnelle  à  une  droite  variable,  et  le  rectangle  qui  a  pour  côtés  telle 
»  droite  et  telle  autre,  cette  dernière  étant  proportionnelle  à  une  droite 
»  variable,  est  en  raison  constante  avec  une  certaine  abscisse  ;  que  la 
»  somme  de  ces  deux  rectangles  est  en  raison  constante  avec  une 
»  certaine  abscisse;  que  le  rectangle  de  telle  droite  variable  et  de  telle 
»   autre  droite  variable  est  constant. 

»  Dans  le  troisième  livre,  le  plus  grand  nombre  des  hypothèses  ont 
«   pour  objet  le  demi-cercle,  et  quelques-unes  le  cercle  entier  et  les 
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»  segments.  Des  choses  cherchées,  beaucoup  sont  à  peu  pr<'s  sein- 
»  blables  à  celles  indiquées  ci-dessus.  11  y  a  en  outre  celles-ci  :  que  le 
»  rectangle  de  deux  droites  variables  est  au  rectangle  de  deux  autres 
>'  droites  variables  dans  un  rapport  constant  ;  que  le  quarré  construit 
»  sur  telle  droite  est  en  rapport  constant  avec  une  certaine  abscisse; 
»  que  le  rectangle  de  deux  droites  variables  est  dans  un  rapport  con- 
»  stant  avec  le  rectangle  qui  a  pour  côtés  une  droite  donnée  et  un  seg- 
»  ment  variable  mesuré  à  partird'unpointdonné;  que  lequarréconstruit 
»  sur  telle  droite  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  rectangle  qui  a 
»  pour  côtés  une  droite  donnée  et  le  segment  déterminé  sur  une  droite 
»  fixe,  à  partir  d'un  point  donné,  par  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
»  celte  droite.  Que  le  rectangle  qui  a  pour  côtés  la  somme  de  deux 
»  droites  variables  et  une  droite  proportionnelle  à  une  autre  droite 
»  variable,  est  dans  un  rapport  constant  avec  une  certaine  abscisse. 
»  Qu'il  existe  im  point  tel  que  les  droites  menées  de  ce  point  à  deux 
»  points  variables  comprennent  un  triangle  donné  d'espèce.  Qu'il 
»  existe  un  point  tel  que  les  droites  menées  de  ce  point  à  deux  points 
»  variables  interceptent  des  arcs  égaux.  Que  telle  droite  est  parallèle 
»  à  une  autre  droite  passant  par  un  point  fixe,  ou  fait  avec  cette 
'>   dernière  un  angle  constant. 

»  Il  y  a  trente-huit  lemmes  pour  les  trois  livres  des  Porismes,  ils 
«   renferment  cent  soixante  et  onze  théorèmes.  » 

§  II.  —  Lemmes  relatifs  aux  porismes. 

Outre  cette  Notice,  Pappus  donne  les  trente-huit  lemmes  suivants, 
qui  sont  relatifs  aux  propositions  de  l'ouvrage  d'Euclide  sur  les  Po- 
rismes [  *  ] . 


[*]  J'ai  cru  devoir  les  traduire  en  entier,  bien  que  la  plupart  soient  des  théorèmes 
connus,  et  que  [)lnsieurs  ne  présentent,  par  eux-mêmes ,  aucun  intérêt.  La  question 
aurait  pu  sembler  n'être  pas  entière  ,  si  je  me  fusse  abstenu  de  rapporter  iri  ce  docu- 
ment. Toutefois,  je  me  suis  permis  de  ne  pas  reproduire  le  texte  grec,  dont  le  sens  est 
bien  clair  dans  toutes  ses  parties,  ni  la  totalité  des  figures  dont  quelques  lemmes  sont 
accompagnés.  Le  premier  en  a  cinq,  le  troisième  six,  le  quatrième  huit,  et  le  sei- 
zième trois.  Ces  figures  offrent  les  divers  cas  de  la  proposition  qu'il  s'agit  de  démon- 
trer; mais  la  démonstration  est  générale,  et  peut  être  suivie  sur  chacune  d'elles  sans- 
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«  I.  (Pour  le  premier  porisme  du  premier  livre.)  —  Soit  la  figure 
»  aSyâî'Çin,  et  soit  ar)  ['Çy)  ::  aâ  :  ây.  Joignez  Ox.  Je  dis  que  Oy.  est 
»  parallèle  à  ay. 

»  Menez,  par  le  point  Ç,  Ç).  parallèle  à  Se?   Ptus- 
»  que  l'on  a 

ay;  :  Çyj  :  :  ac?  :  c?y , 

"   il   vient  par  inversion,   addition  et  permutation 
»   âa.  :  aÇ,  c'est-à-dire,  à  cause  des  parallèles, 

Sa  :  a),  ;  :  ya  :  a-o- 

»  Par  conséquent  Xv;  est  parallèle  à  êy.  On  a  donc, 
»  à  cause  des  parallèles, 

£§  :  SX  ;  :  £)t  :  xÇ    et  aussi     ::  ôô  :  5v;, 

))   d'où 

îx  :  x.ç  ::  £(?  :  ô/j. 

»  Donc  dy.  est  parallèle  à  ay. 

«   Démonstration  par  la  raison  composée.  —  Puisque  l'on  a 

aZ  '.  Çy}  :  :  ao"*  :  c?7, 
»   il  vient  par  inversion, 

ïjÇ  :  Ça  :  :  y(?  :  cî'a. 

»   Puis,  par  addition,  permutation  et  soustraction, 

(/.â  :  â'Ç  '.:  ccy  :  yri. 

»  Mais  le  rapport  de  a(?  à  â'Ç,  se  compose  du  rapport  «S  à  es  et  de 

»  celui  de  s/  à  xÇ,  et  le  rapport   de  a/  à  yv/  se  compose  du  rapport 

»  de  aê  à  o£  et  de  celui  de  zB  à  Qr,.  Donc  le  rapport  composé  du  rap- 

»  port  de  aê  à  es,  et  de  celui  de  sz  à  xÇ,  est  le  même  que  le  rapport 

qu'il  soit  nécessaire  A'y  rien  changer  lorsqu'on  passe  d'un  cas  à  un  autre  :  ce  qui 
mérite  d'être  remarqué.  Les  géomètres  de  l'antiquité  simplifiaient  ainsi  leurs  démons- 
trations, et  peut-être  l'exemple  leur  en  avait-il  été  donné  par  Enclide  lui-même;  mais 
il  leur  a  manqué  de  connaître  nos  abréviations  si  commodes,  auxquelles  je  n'ai  pas 
cru  devoir  enlièreraent  renoncer  en  traduisant.  Chez  eux  tout  est  parle;  de  ià  des 
longueurs,  qui  nous  font  sentir  le  prix  des  notations  et  des  méthodes  modernes. 
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»  composé  du  rapport  de  aê  à  Se  et  de  celui  de  £&  à  6/;.  Soit  re- 
«  tranché  le  rapport  commun  de  aS  à  §£.  Le  rapport  restant  des/. 
»  à  zÇ  est  par  conséquent  égal  à  celui  de  eÔ  à  Ô-/3.  Donc  6z  est  paral- 
»   lèle  à  a.'/  [*]. 

»  IL  (Pour  le  second  porisme.  )  —  Soit,  dans  la  figure  agyc^sÇ/îÔ, 
»  C/.Ç  parallèle  à  &%,  et  as  :  t'Ç  W  -fn  :  n'Ç.  Je  dis  que  les  trois  points 
»  ô,  z,  Ç  sont  en  ligne  droite. 

»  Par  le  point  ■/],  menons  yjX  parallèle  à  c?£, 
»  et  tirons  5 h  jusqu'à  la  rencontre  de  y]>.  en  À. 
»  Puisque  l'on  a 

«£  :  £?  ::  773  :  r/ç, 

»   il  vient,  en  permutant, 

«£  :  7-/5  ::  z'ç  :  -n^. 


gt?. 


'£     ai 


»  Mais  [on  a  la  proportion 

•fil  :  c?©  :  :  v^z  ;  zo*     et     r,y.  :  xt?  ;:  yyj 
»  D'où  résulte  celle-ci 

"^'0  '.  yyj  '.'.  0*5  :  o"*ê,     c'est-à-dire 
»  et  par  suite]  on  a 

a£  :  7/j  ;  ;  £0  ;  v^X, 

»   et  conséquemment 

sç  :  Çï]  ::  î6  :  yjX. 


»   Or  î$  est  parallèle  à  y;)..  Donc  les  trois  points  Q,  x,  'Ç  sont  en  ligne 
»  droite:  ce  qu'il  fallait  démontrer  [**]. 

[*]  Je  me  suis  écarté,  dans  celte  démonstration ,  de  la  version  de  Commandin,  (jui 
est  évidemment  défectueuse.  Il  me  paraît  certain  que  Pappus  a  voulu  faire  ici  une 
application  du  théorème  sur  les  transversales,  (jui  fournit  immédiatement  les  rapports 
composés  dont  il  faut  démontrer  l'égalité.  (  Voyez ,  à  ce  sujet,  la  note  du  lemme  IV.  ) 

[**]  Le  texte  grec  paraît  être  incomplet.  J'ai  rétabli,  entre  crochets,  la  démonstration 
de  la  projjortion   ze  :  yr,  y.  sO  :  «À. 
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»  III.  —  Que  les  trois  droites  a§,  ay,  aâ  soient  coupées  par  les 
»   cieiix  transversales  6e,  6â;  je  dis  que  l'on  a 

eg  X  c?7  :  ^t?  X  §7  ■.:eexYji;:dY}x  sÇ. 


»  Par  le  point  0,  menez  xX  paiallèle  à 
»  Çycc,  et  soient  a.,  X  les  points  où  cette 
»  droite  est  rencontrée  par  dV.,  aê.  Par  le 
»  point  1,  menez  parallèlement  à  &a  la 
»  droite  X|x,  et  soit  p.  le  point  où  elle  ren- 
»   contre  éd.  On  a  de  cette  manière 


!*  ~--- 


eÇ  :  Ça  :  :  eQ  :  61     et     aÇ  :  Çy;  :  :  61  :  d[j., 

»  et  aussi  :  :  6x  :  kyj,  à  cause  des  parallèles.  Donc,  par  suite  des  termes 
»   communs  aux  deux  proportions,  on  a 

e<;:<;n  ::cô:ô/x; 

»   donc 

$£  X  >îÇ  =  sÇ  X  5p.. 

»  Formons  cet  autre  rectangle  eÇ  X  0>7.  On  a  l'identité 

eO  X  >3Ç  :  £?  X  ïjS  :  :  sÇ  X  ô/x  :  sÇ  x  -^6, 

»  c'est-à-dire  ::  6y.:  Q-/)  ou  encore  '.  ;  X5  :  Qy..  On  démontrerait  de  même 
»  que  l'on  a 

xô:ex  ::Ô(?xS7:egx7c?, 

»  d'où,  par  inversion, 

Xôi^x  ::  6gx7c?:  WXS7. 

»  Mais  il  est  démontré  que  l'on  a 

16:  6v.  ::  e6x.n'ç,:e^xri6. 

»  On  a  donc 

e6'xn'ç:e^~x-^6::  6ë>:yâ:6&xêy. 

»   Démonstration  par  la  raison  composée.  —  Le  rapport  deôa  x  r,'Ç, 
»  àô/3  X  Çî  se  compose  du  rapport  6i  à  sÇ,  de  celui  de  Ç/j  à  îÇ,  et  de 
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»   celui  de  s'Ç  à  TiO.  Or  on  a 

6e:  eZ::  61:  ?« 

»   et 

?>/  :-/55  ::Ça  :  9/.; 

')  donc   le   rapport  de  6s  X  riÇ  k  6y]  X  sÇ  se  compose  du  rapport  de 

»  61  à  Ça,  et  de  celui  de  Ça  à  Sx.  Mais  le  rapport  composé  du  rap- 

»  port  de  61  à  Ça  et  de  celui  de  Ça  à  Sx  est  le  même  que  celui  de  6).  à 

»  5x,  de  sorte  que  l'on  a 

ÔE  X  yjÇ  :  ô>5  X  Çs  :  :  ôX  :  6y.. 

»  On  démontrerait  de  la  même  manière  que  l'on  a 

6â  X  êy  :  6ë  X  yâ  :  :  6y.  :  e>, , 

»   ou  ,  par  inversion, 

6êxyâ:6â>:Sy::61:6y.. 
)i   On  a  donc 

6c  X  Çrj  :  Syj  X  sÇ  :  :  es  X  7(J  :  5t?  x  êy. 

»   IV.  —  Soit,  dans  la  figure  a§yâi(^r}6y.l, 

aÇ  X  êy  :  aê  X  'Çy  ".  :  aÇ  X  (i*£  :  uâ  x  ^Ç. 
»   .le  dis  que  les  trois  points  5,  >5,  Ç  sont  en  ligne  droite. 

»   Puisque  !  on  a 

aÇ  X  §7  :  «ê  X  7Ç  :  :  aÇ  X  âc  :  rj.è  X  =ç, 
»   il  vient,  par  permutation, 

aÇ  X  §7  :  aÇ  x  «?£, 
c'est-à-dire 

67  :  (?£  :  :  aS  x  7Ç  :  a(?  x  sÇ. 

«  Par  le  point  x,  menons  xf;.  parallèle  à  aÇ,  le  rapport  de  ^  a  o*- se 
»  compose  de  celui  de  67  à  xv,  de  celui  de  xv  à  xp.,  et  de  celui  de  xa  à 
»  èi.  Or  le  rapport  de  aë  X  7Ç  à  ad*  X  eÇ  se  compose  de  celui  de  ao  à 
»  at?,  et  de  celui  de  7Ç  à  eÇ.  Soit  retranché  le  rapport  commiui  de 
»  Sa  à  ao",  qui  est  le  même  que  celui  de  xv  à  x/j..  Le  rapport  restant  de 
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)>  yÇ  a  'Çî  se  compose  i)ar  conséquent  du  rapport  tle  6'/ à  zv,  cest-à- 
»  dire  de  9y  à  x0,  et  de  celui  de  xa  à  ai,  c'est-à-dire  de  zy;  à  yji.  D'oii 
»  l'on  conclut  que  les  trois  points  Q,  y;,  Ç  sont  en  ligne  droite.  Car 
»  si  par  le  jioint  £  nous  menons  parallèlement  à  ôy,  la  droite  £ç,  qui 
»  rencontre  en  Ç  le  prolongement  de  ô/j,  le  rapport  de  x/7  à  y; s  est  le 
»  même  que  celui  de  xÔ  à  e'S,.  Le  rapport,  qui  se  compose  du  rapport 
»  de  yQ  à  9'/.  et  de  celui  de  ôa  k  e^,  se  transforme  dans  le  rapport  de 
»  6y  a  eS,,  et  le  rapport  de  yÇ  à  Çs  est  le  même  que  celui  de  yQ  à  j2  , 
»  y9  étant  parallèle  à  îS.  Donc  les  trois  points  9,  ^,  Ç  sont  en  ligne 
»  droite;  cela  est  évident.  Donc  aussi  les  trois  points  9,  y;,  'Ç  sont  en 
»    ligne  droite  [*]. 

»   V.  —  Dans  la  figure  aîyùiÇ'n9,  on  a 

c.(?  '.  ày  '.'.  aê  :  oy. 

»   Soit  donc  cette  proportion 

cf.&  :  ây  :'.  a§  :  êy, 

»  je  dis  que  les  trois  points  a,  yi,  9  sont  en  ligne  droite. 

»  Menons,  par  le  point  yj,  x).  parallèle  a 
»   aâ,  on  a  par  hypothèse 

aâ  :  c?y  :  :  aê  :  êy, 

»   mais  on  a  aussi 

'■    Kc?  ;  c?y  :  :  zX  :  Xr,, 


et 


gy:: 


»  D'où 

»   et,  par  soustraction, 

»  c'est-à-dire 


xX  :  X/î  :  :  xy^  :  y; a, 

xX  ;  yjX, 
ac?  :  yc?  1  :  yjX  :  Xu., 


[*]  La  dernière  partie  de  cette  démonstration  est  la  réciproque  du  théorème  fonda- 
mental de  la  théorie  des  transversales  ;  d'où  l'on  peut  conclure  que  la  proposition 
directe  doit  être  censée  connue.  C'est  ce  que  j'ai  suppose  dans  la  seconde  démonstration 
du  Icmme  I. 
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»  et,  par  permutation, 

c/.à  '.-/il  ::  7c?  :  l^j.,     c'est-à-dire      ::  âO  :  Oi, 
»  et  vîX  est  parallèle  à  âa.  Donc  les  trois  points  a,  vj,  (5  sont  en  ligne 
»  droite.  Cela  est  évident. 

»   VI.  —  Soit,  dans  la   même  figure,  c?^  parallèle  à  ay;  alors  aê  est 
»  égal  à  êy.  Supposons  «g  =  êy  :  je  dis  que  c?Ç  est  parallèle  à  «y. 

»  C'est  ce  qui  a  lieu  en  effet.  Car  soit  pris  sur 
»  le  prolongement  de  c§,  65  =  ■/]§,  joignez  aô,  dy, 
n  la  figure  aôy/j  est  un  parallélogramme.  Et,  à 
»   cause  de  cela,  on  a 

ad*  :  (Ji  :  :  yÇ  ;  Çi, 

»  car  chacun  des  deux  rapports  dont  se  compose 
»  cette  proposition  est  égal  à  celui  de  6yj  à  r,z. 
»  De  sorte  que  c?Ç  est  parallèle  à  ay. 

»   VII. — Soit  encore  la  même  figure,  et  ëâ  troisième  proportion - 
»   noileà  yS,  a§  :  je  dis  que  Çyj  est  parallèle  à  ay. 

»  Prolongez  £§;  par  le  point  a,  menez  c/:/. 
»  parallèle  à  (?Ç  et  joignez  yx.  On  a,  par  hy- 
»  pothèse, 

yê  ;  êa  :  :  aê  :  êd*, 


»  et,  par  construction, 


é  :  g6, 


»  et  par  conséquent 


yS  ■.  Sa  ;  ;  /.S  :  65 . 
))   Donc  xy  est  parallèle  à  c/.O.  D'où  il  suit  que  l'on  a 

aÇ  :  Ça  :  :  y>5  :  yîî, 

»  car  chacun    des  rapports  qui    composent   cette   proportion   est   le 
»  même  que  celui  de  y.0  à  9i.  De  sorte  que  Ç/j  est  parallèle  à  ay. 

I)  VIII.  —  Soit  dans  la  figure  aëycJ'eÇ/]  (en  grec  6&jju.'(7/toç,  ayant  la 
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forme  d'un  petit  autel),  as  parallèle  à  S7,  et  iri  parallèle  à  gÇ  :  je  dis 
que  â'Ç  est  parallèle  à  -fn. 

»  Joignez  êa,  ây,  Çyj.  l^e  triangle  âèî  est, 
«  d'après  cette  construction,  équivalent  au 
»  triangle  âye.  Ajoutons  à  l'un  et  à  l'antre 
»  le  triangle  âas.  Le  triangle  total  aês  est 
»  par  conséquent  équivalent  au  triangle 
»  total  7c?a.  Maintenant,  puisque  êÇ  est  pa- 
»  rallèle  à  sv;,  le  triangle  SÇs  est  équivalent 
»  au  triangle  èÇri.  Retranchons  de  part  et  d'autre  le  triangle  uè'Ç- 
»  Le  triangle  restant  aSs  est  équivalent  au  triangle  restant  a/]Ç.  Mais 
»  le  triangle  aês  est  équivalent  au  triangle  ayc?,  et  par  conséquent 
»  aussi  le  triangle  ayâ  au  triangle  aÇy;.  Soit  ajouté  à  l'un  et  à  l'autre 
»  le  triangle  ay/î.  Le  triangle  total  yâ/}  est  équivalent  au  triangle  totai 
»  yÇïj,  et  ils  ont  la  même  base  7/3.  Donc  j/j  est  parallèle  à  âÇ- 

»   IX.  —  On  mène,  dans  le  triangle  aêy,  les  droites  ac?,  ae,  et  Çyj  pa- 
»   rallèle  à  êy,  et  on  tire  xl.  Supposons  que  Ton  ait 

€9  :  6y  :  :  c?9  :  5s  : 

»  je  dis  que  xl  est  parallèle  à  êy. 

«   Puisque  l'on  a,  par  hypothèse, 

65  ;  ôy  :  :  âd  :  Oi, 

il  vient,  par  soustraction, 

îè  :  y£  :  :  dB  :  5s. 

Mais  on  a 

§t?  :  £y  :  :  r,a  :  v^    et    ::(j"5:5£; 

d'où,  par  permutation, 

Çf7.  :  c?5  :  :  v/;  :  5s. 

»   Mais,  à  cause  des  parallèles,  on  a 

Ç/jL  :  c?5  :  :  Ç/.  :  x5    et    •/;•>  :5s  ::  yjXi/.S, 

»  et  par  conséquent 


^x  :/5  ::  •/;).:  /,5. 

Donc  xX  est  parallèle  à  oÇ  et  par  conséquent  aussi  ,:  yc 

Tome  XX   —Juillet  i8i5. 
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»   X.  —  Par  un  point  B  on  inèno  les  deux  transversales  ÙQ,  Oî  qui 
i>   coupent  les  denx  droites  êas,  oV/j.  Supposons  que  l'on  ait 

5yj  X  ?£  :  6s  X  Ç-/Î  :  :  âQ  x  gy  :  tJy  X  §6, 

j)  je  dis  que  les  trois  points  •/,  a,  Ç  sont  en  ligne  droite. 

»  Par  le  point  0,  menons  parallèlement 
»  à  ya  la  droite  xX  qui  rencontre  ao",  «S 
»  en  /..  X.  Par  le  point  X  menez  parallè- 
»  leinent  à  aè  la  droite  Xa,  et  soit  p.  le 
I)  point  où  elle  rencontre  a6.  Par  le  point  /. 
»  menez  parallèlement  à  aê  la  droite  zv,  et 
»  soit  V  le  |ioint  où  elle  rencontre  c?5.  On 
»   a,  à  cause  des  parallèles, 

dB  :  Sv  :  :  ây  :  yê,     d'où     âô  X  yS  =  c?y  x  0v. 

»   Formons  le  rectangle  c?y  X  êô;  on  a  l'identité 

o'6  X  êy:  c'y  X  §9  ::  yt?X  Ôv  :  (?yx  ê5,     c'est-à-dire      :  :  6v  :  6ê. 

»   Mais,  par  hypothèse,  on  a 

9&  X  êy  :  c?y  x  §(?  :  :  6-/3  x  Ça  :  5;  x  Ç/j, 
»  et,  à  cause  des  parallèles, 

(3v  :  9§  :  :  >c5  :  SX,    c'est-à-dire     :  :  -nO  :  S/v.,    ou     :  :  9>3  X  Çs  :  6^.  x  ?£. 

»  D'où  résulte  la  proportion 

6yi  x  Çs  :  0£  X  Çy;  :  :  5-/j  x  Çj  :  5]:ji.  x  Çs. 


»   Donc 

Ss  X  Çy;  = 

:  6p.  X  ÇS, 

»   ce  qui  donne 

Op.  -.Qî:. 

:  -/jç  :  C^, 

»   et,  par  addition  et  permutation, 

;j.£  :  tfi  : 

:  6c  :  £^ 

»  M;)is  on  a 

fA£  :  £V3  : 

:  Xc  :  sa. 

»  et  par  conséquent  aussi 

Xc  :  £a  : 

:  6£  :  £r. 
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»  Donc  (xÇ  est  parallèle  à  ù..  Or  ya  l'est  aussi.  Donc  les  trois  poinls  7, 
»   a,  X,  so'i'  en  ligne  droite  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

»  Les  divers  cas  sont  semblables  à  ceux  précédemment  indiqués  à 
»  l'occasion  du  lemme  dont  celui  qui  vient  d'être  démontré  est  In 
«   réciproque  [*J. 

»  XL  —  Par  le  sommet  a  du  triajigle  aSy  on  mène  a.à  parallèle  à  =/. 
»  Soit  une  transversale  èi  qui  rencontre  êy  en  t.  Je  dis  que  l'on  a 

c?£  X  r>3  :  <  X  -fià  :  :  7S  :  es. 

»  Par  le  point  y,  menons  parallèlement  à 
«  ài  la  droite  yS,  et  soit  9  son  point  de  rcn- 
»  contre  avec  aê.  On  a  ainsi 

ya  :  ay;  :  :  yS  :  ç'yj,      et     ya  '.  av]  W  îù  \  ùr, , 
«   et  par  conséquent  aussi 

i&:â-rt  ::  9y  :  '(^r,. 

»  Donc 

yÔ  X  Ù-fi  =  cC?  X  C»?. 

M   Formons  le  rectangle  tÇ  X  rjc?.  On  a  l'identité 

ai  X  ^/y  :  c?/3  X  £^  ".  :  yS  X  c?»3  :  c?>3  X  <, 

»  c'est-à-dire 

'.  !  y5  ;  l'C,     ou     1  i  yê  :  ^^• 
»  On  a  donc 

c?c  X  Ç>;  :  <  X  Tiè  ::  yg  :  êc. 

»  11  eu  est  encore  de  même  lorsque  la  droite  ac?  menée  parallèlement 
»  à  êy  est  dirigée  dans  le  sens  opposé  à  celui  uuliqué  sur  la  figure,  et 
M  lorsque,  partant  du  point  0*,  elle  est  ujenée  hors  du  triangle,  |jar 
»  exemple  du  côté  du  sommet  y,  et  prolongée  (au  besoin  au-dessous 
>.    de  gy  [**]. 

[*]  Cette  dernière  phrase,  rà  Sk  t:7m-:i./.v.  aJTOJ  optoiwç  toîç  7:poyf/f,a[i.u.hoiç  ,  iyj  iczfj 
àvao-Tpoyiov,  est  placée  ,  ilans  les  manuscrits  ,  en  tête  tlii  lemme  suivant  ;  ce  qui  la  rend 
inintelligible.  Elle  m'a  [)arn  se  rapporter  au.\  diverses  liyures  du  lemme  III ,  t|ui  est,  eu 
effet,  la  réciproque  de  la  pro|)osition  ci-dessus.  (/^o//la  note  de  la  page  218.  ) 

[**]  Ces  dernières  indications  me  paraissent  rendre  complètement  le  sens  de  cette 
phrase,  T«  ê'cturxKm  'fniTa  'iTtpa.ftifyi  a^^f  >! '^^  ar«f«AA;jAoç ,  kxi  a.z  0  roù  è"  iktc;,  iiç 
Itii  tÔ  y  Sià  riiti  tv'jfntv,  qui  fait  Suite  à  la  démonstration  ci-dessus. 
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»  XII.  —  Ceci  étant  démontiv,  il  faut  faire  voir  que,  les  droites  a&, 
»  yâ  étant  parallèles,  et  coupées  par  les  couples  de  transversales  aâ, 
»  a^,  §7,  g^,  si  l'on  mène  eâ,  sy,  les  trois  points  yj,  p.,  /.  sont  en  ligne 
»  droite. 

»  Car,  puisque  oV.^  est  un  triangle,  et  que 
;'  c/z  est  parallèle  (?Ç,  et  que  £7  est  une  trans- 
;)  versaie  qui  rencontre  (?^  en  y,  on  a,  par 
»   !e  leinme  qui  précède, 

àÇ,  :  Ty  :  :  y£  x  rjQ  -.  jn  x  B-=.. 

»  De  même,  puisque  ySÇ  est  un  triangle,  et 
"  que  Se  est  parallèle  à  yÇ,  et  que  ai  est  une 
»  transversale  qui  rencontre  yÇ'  en  (?,  on  a 

y:  :  iâ  :  :  c?c  X  Xx  :  c?>t  X  Xe, 

»  et,  par  inversion, 

à'Q  :  Cy  :  :  c?/  X  /.£  :  c?c  X  Xx. 

»   Mais  on  a  déjà 

t?C  :  CV  :  •  7'  x:  -//Ô  :  y/j  X  ôs, 
»   et  par  conséquent 

ys  X  n^  :  jn  X  de::  aux  ïe  :  âî  X  xX. 

»   Or  c'est  là  le  cas  de  l'avant-dernier  leinme,  car  les  deux  droites  y/jiX, 
»  âp.6  sont  coupées  par  les  deux  transversales  sy,  se?,  et  on  a 

ys  X  /i5  :  y>:  X  ôc  :  :  «J*x  x  îX  :  c?£  x  Xx. 

»  Donc  les  trois  points  r,,  [x,  ■/.  sont  en  ligne  droite.  Cela  est  en  effet 
»   démontré  dans  le  lenime  précité. 


»   XIII.  —  Mais  que  les  droites  aê,  yc?  ne  soient  pas  parallèles,  et 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  p.29 

»   qu'elles  se  rencontrent  en  v.  Je  dis  que  les  points  /;,  p.,  /.  son!  encore 
»   en  ligne  droite. 

»  Puisque  les  trois  droites  av,  aÇ,  ac? 
»  sont  coupées  par  les  deux  transversales 
»  yi,  va,  issues  du  point  y,  on  a 
yBX  dri:  ji]  X  §£  :  :  7v  X  Ç(?  :  vc?  x  yÇ. 

«  De  même,  puisque  les  trois  droites  êv, 
»  êy,  6Ç  sont  coupées  par  les  deux  traiis- 
»  versales  àz,  t?v,  issues  du  point  c?,  on  a 

V7  X  Çc?  :  v(?  X  Ç7  :  :  oV.  x  a).  :  o\  x  x).. 

»  Mais  il  a  été  démontré  qu'on  a 

V7  X  ç«?  :  vc?  X  7Ç  :  :  72  x  vjS  :  7/3  x  5s. 

»  On  a  donc  aussi 

7E  X  Ô-/J  :  7yî  X  0£  :  :  c?x  x  sX  :  c?3  X  xX. 

»  De  même  que  dans  le  cas  où  aê  est  parallèle  à  yc?,  on  conclut,  eii 
»  vertu  du  lemme  cité,  que  les  trois  points  /î,  pL,  x  sont  en  ligne 
»  droite. 

»  XIV.  —  aS  étant  parallèle  à  7;?,  on  mène  les  transversales  as,  70; 
»   soit  Ç  un  point  pris  sur  Çyj,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

^E  :  £7  :  :  70X  v/Ç  :  çêx  7V7. 

»  Je  dis  que  les  trois  points  a,  Ç,  è  sont  en  ligne  droite. 

»  Menez  par  le  point  (?,  parallèlement  à  ^7,  la 
»  droite  c?9,  et  soit  ô  le  point  où  elle  rencontre 
»  ai.  Par  ce  point  0,  menez  Sx  parallèle  à  70*,  et 
»  prolongez  §7  jusqu'en  x.  On  a,  par  hypothèse, 

c?E  :  £7  :  :  7e  x  Çyj  :  çs  x  7)5, 

»   et,  par  construction, 

èz  :  £7  :  :  (?0  :  7y3    ou     :  :  c?5  x  êç  :  7-/)  x  êç  ; 


»    donc 
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»   (i  où  n'sulte  la  proportion 

7§  :  gÇ  ::  (?ô  :  Ç/j,     c'est-à-dire      '.\j/.:rt'Ç, 
»  et,  par  addition, 

/.S  :  g>j  :  :  xy  :  Ç-/Î,     c'est-à-dire      \  :  èd  : 'Çr, . 
n  Mais,  à  cause  des  parallèles,  on  a 

xê  :  ê>3  :  :  6a  :  a/7     et  aussi      ;  :  c?5  :  Ç/;  ; 

»   or  les  droites  dQ,  Çr,  sont  p.trallèles,  donc  les  trois  points  a,  Ç.  d 
»  sont  en  ligne  droite. 

•'  XV.  —  Ceci  étant  démontré,  que  les  parallèles  aë,  yc?  soient  cou- 
»  pées  par  les  deux  couples  de  tranversales  aÇ,  ÇS,  ys,  £c?,  et  cpie  Ton 
»  joigne  êy,  y;/.,  je  dis  que  les  trois  points  a,  [j.,  âsont  en  ligne  droite. 

»  Tirez  la  droite  ùy.,  et  prolongez-la  iu^,- 
»  qu'en  0.  Puisque  es  est  mené  parallèlement 
»  à  yd*,  hors  du  triangle  êyÇ  par  son  som- 
w   met  S,  et  que  £c?  est  une  transversale,  on  a 

iç:'0::  c?£x  xX  :  eXx  yJ-, 

»   mais  on  a  aussi 

d^£  X  X. A  :  e?)t  X  À£  :  :  yïj  X  Ci  :  ys  X  yj  5, 

j>  puisque  ey,  ac?  sont  deux  transversales  issues  du  point  £,  qui  cou- 
»  peut  les  trois  droites  yX,  c?6,  YiV..  On  a  par  conséquent 

^Ç  '■  l'Ç  '•  '■  7^  X  'cO  '.  jn  X  Se; 

»   donc  les  points  a,  6,  â  sont  en  ligne  droite,  en  vertu  du  lenniie  qui 
»   précède.  Donc  aussi  les  trois  points  a,  p.,  d*  sont  en  ligne  droite. 

)'  X\'l.  —  Les  droites  aê,  ay  étant  coupées  par  deux  transversales 
»  o*S,  (?£,  issues  du  point  â,  si  l'on  prend  sur  ces  dernières  les  points 
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»   Ti,  (5,  tels  que  l'on  ait 

vn  X  Ç(?  :  o'£  X  vîÇ  :  :  Sô  X  yc?  :  Sd*  x  7Ô, 

»  je  dis  que  les  trois  points  a,  r,,  9  sont  en  ligne  droite. 


»  Menez,  par  le  point  /î,  /.X  parallèle  à 
«  êc?.  On  a,  par  hypothèse, 

r/;  x  ÇcJ  :  c?E  x  Ç-/Î  :  :  S5  X  y^  :  Se?  X  75; 

»  or  le  rai)port  de  h/jxÇc?  à  c?£X/îÇ  se 
»  compose  du  rapport  de  /js  à  se?,  c'est-à- 
»  dire  de  x/;  à  êc?,  et  du  rapport  de  c?Ç  à 
»  Çy;,  c'est-à-dire  de '/o*  à  /;>.,  et  le  rapport 
de  êô  X  7c?à  Se?  x  7!?  se  compose  du  rapport  de  60  à  êâ  et  du  rap- 
poit  de  c?7  à  75.  Donc  le  rapport  qui  se  compose  de  celui  de 
•/.r,  à  et?  et  de  celui  de  7c?  à  y}1  est  le  même  que  le  rapport  qui 
se  compose  de  celui  de  S9  à  §â  et  de  celui  de  0*7  à  -/O.  Mais  le  rap- 
port de  AYi  à  êâ  se  compose  du  rapport  de  /.yj  à  §Q  et  du  rapport  de 
ëÔ  à  00*.  Donc  le  rapport  composé  de  celui  de  xyj  à  §Q  et  de  celui  de 
èO  à  et?,  et  encore  de  celui  de  ây  à  /^X,  est  le  même  que  le  rapport 
qui  se  compose  de  celui  de  §9  à  et?  et  de  celui  de  t?7  à  yO.  Soit  retranché 
de  part  et  d'autre  le  rapport  de  §5  à  êà.  Le  rappoit  restant,  com- 
posé de  celui  de  xy}  à  ê9  et  de  celui  de  t?7  à  yjÀ,  est  par  conséquent 
le  même  que  celui  de  t?7  à  y9,  c'est-à-dire  celui  qui  se  compose  du 
rapport  de  ây  à  yjX  et  du  rapport  de  /jX  à  9y.  Soit  retranché  encore 
le  rapport  de  t?7  à  yjX.  Le  rapport  restant  de  /.vj  à  S9  est  donc  le 
même  que  celui  de  v^X  à  Ô7,  et  on  a,  par  permutation, 

xyj  ;  -/jX  '.:  ê9  '.  9y, 

et  les  droites  xX,  §7,   sont  parallèles;  donc  les  trois  points  a,  r,,  9 
sont  en  ligne  droite  [*]. 

»  XVIL  —  Mais  que  les  droites  ao,  7c?,  ne  soient  pas  parallèles,  et 


[*]  Ce  lemme  se  confond,  quant  à  l'énoncé,  avec  le  lemnie  X.   La  démonstration 
seule  est  différente 


!3l>. 
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»  qu't^lles  se  rencontrent  en  v;  je  dis  qne  les  trois  points  a,  /-».,  â  sont 

»   encore  en  ligne  droite. 

»  Les  trois  droites  êv,  67,  6Ç  étant  cou- 
»  pées  par  les  deux  transversales  as,  àv, 
»  issues  du  point  c?,  on  a 

vt?  X  7Ç  :  vy  X  â'Ç  :  :  as  x  •/>.  :  aX  x  /.(?  ; 


»  mais  on  a  aussi 

£(?  X  /.l  :  si  X  yJ  :  :  £Ô  X  -y»;  :  27  x  Sv?, 

»  car  les  trois  droites  7/,  c?9,  Ti/.  sont  coii- 
»  ptes  par  les  deux  transversales  sy,  sa,  issues  du  point  s.  On  a  par 
»   conséquent 

sd  x  -/n  :  £7  X  6/;  :  :  va  x  7^  :  V7  x  t?ç. 

>'   En  vertu  du  lenime  qui  précède,  les  trois  points  a,  Q,  c?  sont  en 
»   ligne  droite;  donc  aussi  les  trois  points  a,  p.,  â  sont  en  ligne  droite. 

»   XVm.  —  Soit  le  triangle  aêy  et  aâ  parallèle  à  êy.  Supposons  les 
»  droites  as,  'Ç'o  menées  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

sg  :  £7x70  ::  ê-/3  :  riy, 

»  joignez  Sa,  je  dis  que  les  trois  [)oints  9,  /.,  7  sont  en  ligne  droite. 

»   On  a,  par  hypothèse, 

sê  :  £7  X  7e  :  :  ê>j  :  ri'/- 

»  Ajoutons  de  part  et  d'autre  le  rapport  de 
»  7£  à  sê,  lequel  est  le  même  que  celui  de 
»   £7X7?  à  £ëxS7.   Il  en  résulte  que  le 

»  rapport  de  £§  à  £§X  §7,  c'est-à-dire  de 
»  £§  à  §7,  est  le  même  que  celui  qui  se  com- 
»  pose  du  rapport  de  g/5  à  7)7  el  du  rapport  de  £§  X  7S  à  £g  X  g7,  le- 
»  quel  est  le  même  que  celui  de  £7  à  £g;  de  sorte  que  le  rapport  de 
»  aï  a  £g  X  g7  se  compose  du  rapport  de  g/j  à  Ï37  et  du  rapport  de  £7  a 
»   £g,  et  conséquemment  est  le  même  que  celui  de  £7  x  gyj  à  £g  x  7/;. 


3  r, 
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»   Mais,  en  voi'tii  (l'un  des  leiumes  précédents,  on  a 

£§ :  êy  weîxâ'ç:  fh X  çô, 

»  €t  par  conséquent 

7£  X  Syj  :  7>î  X  sS  :  :  &£  X  cS"Ç  :  (?Ê  X  Çô  ; 

»  donc  les  trois  points  ô,  x,  y  sont  en  ligne  droite.  (Jela  est,  en  edet, 
»   parmi  les  cas  des  réciproques  précédemment  démontrées. 

»  XIX.  —  Trois  droites  aê,  «y,  a.â,  étant  coupées  par  deux  Iransver- 
»  sales  sÇ,  aê,  issues  du  point  £,  si  l'on  a 

iÇ:Zn  ::  es:^/;, 

»  je  dis  que  l'on  a  aussi 

£§  :  êy  :  :  £c?  :  o>. 

»   Par  le  point  ri,  menez  ).x  parallèle  à  êc. 
»  On  a,  par  hypothèse, 

i'ç-.Çn  ::  £Ô:  e-/;, 

)>  et,  par  construction, 

cÇ  :  Çrj  :  :  £§  :  ny,    £5  :  ôv?  :  :  £«^  :  vî/ , 

»   d'où 

§£  :  yjx  :  :  c?£  :  y?). , 

êc  :  £c?  :  :  x/j  :  /jX; 
xv;  :  •/;>.  :  :  êy  :  yc?. 

g£:£t?::  êy.yc?, 
îg  :  gy  ;  :  îâ  :  c?y. 


»  et,  par  permutation. 


»   mais  on  a 


»  et  par  conséquent 
«   ou,  par  permuUtion, 


»   La  proposition  se  démontre  semblablemeut  dans  les  autres  cas. 
»  XX.  —  .Soient  deux  triangles  aSy,  âî'Ç,  ayant  un  angle  égal,  sa- 

Tonip  XX.  -  Août  i8:>;>.  -^^ 
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»  voir  a^=ô;  je  dis  que  I  on  a 

~a  X  ay:  làx  ÙÇ  '.  '.  l'aire  du  triangle  aêy  :  l'aire  du  triangle  ùi'(^. 

»  Abaissons  les  perpendi- 
»  culaires  6/7,  zB.  Puisque 
»   l'angle  a  est  égal  à  c?,  et  /; 

»  à  0,  on  a 

Y 


a  S  :  Sy; 


c?c:hÔ: 


»   niais  on  a  les  identités 

aS  :  g-/2  :  :  Sa  X  ay  :  g-/;  X  «7     et     c?£  :  £0  :  :  cc?  X  d^Ç  :  £0  X  d*Ç, 
»  et  par  conséquent 

Sa  X  «7  :  Syj  x  ay  :  :  £c?  x  c?Ç  :  £?  x  (?Ç, 
»   et,  par  permutation, 

Sa  X  «7  :  £0*  X  f}Ç  :  :  S-/;  x  a//  :  £0  x  o*C ; 

»  mais  les  rectangles  Svj  X  a7,  e9  x  i3*r  sont  entre  eux  comme  les  aires 
»  des  triangles  a67,  âiÇ,  car  S/j,  s9  sont  respectivement  les  hauteurs 
»  de  ces  deux  triangles.  On  a  donc 

Sa  X  ay  :  îtJ'x  â'Ç  '.  '.  l'aire  du  triangle  aS7  :  Taire  du  triangle  âiÇ. 

»  XXI.  —   Supposons  maintenant  que  les  angles  a,  r}  fassent  en- 
»  semble  deux  droits;  je  dis  que  ion  a  encore 

Sa  X  a7  :  £t?  X  c?Ç  :  :  l'aire  du  triangle  aSy  :  l'aire  du  triangle  rh'Ç. 

»  Sui'  le  jirolongement  de  Sa,   prenez 

av]  =  Sa, 

»  et  joignez  yyj.  Puisque  les  angles  a,  â, 

)'  font  ensemble  deux  droits,  et  que  les 

»  angles  adjacents  êay,   yax;,  font  aussi 

»  deux  droits,  7a/;  est  égal  à  â.    On  a 

ie     »  par  conséquent 


vja  X  a7  :  eâxâ'Ç  ;:  i'aire  du  triangle  arr/  :  l'aire  du  triangle  àC  ; 


PURES  ET  APPLIQUEES.  a35 

»   mais  fia.  étant  ég;il  à  aS,  les  triangles   //ay,    aêy  sont  équivalents. 
»   Donc  on  a 

êa  X  «7  :  £c?  X  c?Ç  :  :  l'aire  du  triangle  0:07  :  l'aire  du  triangle  èi'Ç,. 

»  XXII.  —  Soient  quatre  points  a,  y,  c?,  S,  en  ligne  droite;  suppo- 
»   sons  que  l'on  ait 

a 

2 .  aS  X  7(?  =  7g  , 
»  je  dis  que  l'on  a 

»  car,  puisque,  par  hypolhè.se, 

;; Y_5 I  _, 

»  si  l'on  retranche  de  part  et  d'autre  i§âx  ây,  il  vient 

»  soit  encore  retranché  de  part  et  d'autre  y&  ,  il  en  résulte 

:i  c/.y  X  yâ -h  yâ  —  â§  . 
»  .\joutant  enfin  c/.y  ,  il  vient 

7.â  =  «7  +  c?ê  . 
»  XXIII.  —  Soit  uëxèy  =  §â  ,  je  dis  que  l'on  aces  trois  relations  : 

{aâ+ây)xéâ=aâxây,     {aâ-h^y)x§y=fy  ,     (ac?-l-c?7)x fa =«(?'. 

»  Car,  puisque  l'on  suppose 

Y ^  ?  _, 

.  .  ^g  ^^  g_^^  ^  g^  ^ 

»  on  a  la  proportion 

«g  :  §&  :  :  gt?  :  g7,     d'où     aâ  -.ëây.yâ:  êy, 

»   puis,  par  inversion  et  addition, 

yâ  +  âa-.âc/.::  yâ:âê; 

3o.. 
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»  donc 

»   La  proportion  a(?  :  c?7  :  :  âî  1  §7  donne  ensuite,  par  addition. 

ar}  +  rhj  :  ^7  :  *.  (?7  :  7S  ; 
M   donc 

(a(?  +  (?7)X7S  =  «?7  . 

»   Enfin   de  la  proportion  at?  :  0*7  :  ;  aê  :  êc?,  on  tire,  par  inversion  et 

«   addition, 

7(?  +  c?a:c?a::c?a:ag; 
»  donc 

(ac?+ t?7)xaS=:ac?  . 

»   XXIV.  —  Soient  quatre  points  a,  7,  c?,  ê,  en  ligne  droite.  Sup- 
i>   posons  que  l'on  ait 

7(?=  a.ayx  c?ê; 
»  je  dis  que  l'on  a  aussi 

aê  =  a(?  -+-  7S  . 
»   Car  de  l'hypothèse 


-i  g 


yâ  =  1.  cf.y  X  c?o 


»  il  résulte  l'égalité 

2 .  «7  X  7e  =  7(?  -h  2 .  ay  X  ycS*. 

»  Ajoutant  de  part  et  d'autre  ay  ,  il  vient 

2 .  «7  X  7e  +  «7  =  ac?  ; 
7>   ajoutant  encore  S7  ,  on  a  enfin 

aS  =  ac?  +  7S  . 
»  XXV.  —  Soit  a5xê7  =  êo'*  ;  je  dis  que  l'on  a  ces  trois  relations  : 
(at?-(?7)xê«?=ac?xc?7,     {ar}-ây)xyB=ây\     {a&-^y)>cSa=ââ'. 
„  s         Y  fi  »  Car  l'hypothèse  donne  la  proportion 

.      _-      .  aê  :  ê(?  :  :  ê^  :  §7. 
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»  d'où,  par  soustraction, 

aâ  ;  gc?  :  :  c?7  :  êy. 

»  Permutant  et  soustrayant  de  nouveau,  il  vient 

ac?  —  c?7  :  c?7  :  :  aâ  :  d*S  ; 
»   donc 

(ac?  -  c?7)  X  d'à  =  vJ  X  c?7. 

»   La  proportion  ac?  :  o"*7  :  :  c?S  :  êy  donne,  par  soustraction, 

aâ  —  â-^-.&y.:  d'7;  7g; 
»   donc  . 

(a(?-(?7)xg7  =  ^/. 

»   Enfin,  delà  proportion  ac?  :  (?7  :  :  aS  :  Se?,   on  tire,  par  inversion  et 
M   soustraction, 

at?  —  0*7  :  at?  :  :  ac?  :  ag  ; 
»  donc 

(at?  — c?7)xag  =  â^'. 

»  XXVL  —  Supposons  que  Ton  ait 

«g  :  g7  !  ;  ac?  :  c?7  , 
»  je  dis  que  l'on  a  aussi 

a§  X  g7  =  gc?  ■ 

»  Prenons  (?£  =  vt?,  on  a,  par  cette  con- 
'        "  '     »   struclion, 

- — I  —  j 

ea  X  a7  +  7c?  ,     c'est-à-dire     sa  X  ay  +7C?  x  c?£  =  aâ  . 


-2    —  2 


»   D'après  cela,  la  proportion  ag  :ëy  '.'.  ac?  :  1^*7  donne,  par  soustrac- 
»  tion, 

«7  1  7g     c'est-à-dire     ea  x  a7  :  sa  X  g7  :  :  ea  x  «7  :  7c?  x  c?£  ; 

»  donc 

as  x  g7  =  7c?  X  c?£. 
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»   De  là  une  nouvelle  proportion,  de  laquelle  on  tire,  |)ar  souslrac- 
»   tion, 

ac?  :  o\      c'est-à-dire      ây  '.'.  âë  :  ëy; 

»  donc 

vJ-Êâ     ou     aê:ây  —  By     ou     gc?::Sc?:g7; 
»   donc 

aê  X  Sy  =  êd*  . 

»  XXVll.  —  Soit  encore  aê  :  êy  :  :  ao*  :  ây  ,  je  dis  que  l'on  a  aussi 

aëxëy^Sâ'. 

»  Prenons,  comme  ci -dessus, 

âî=yâ, 

))   il  en  résulte 

ya  X  as  +  yâ  ,     c'est-à-dire     ya  X  a  £  +  £(?  x  t^y  =  cz<?  , 

«  et  la  proportion  que  nous  supposons  avoir  lieu  donne,  par  soustrac- 
»   lion, 

y.y  :  yê,     c'est-à-dire     ya  x  as  :  sa  X  yê  :  :  ya  X  as.  :  se?  X  (?y  ; 

)'   donc 

as  X  yê  =  £c?X  c?y. 

))   De  là   une  nouvelle  proportion,  de  laquelle  on  tire,  par  addition, 

ac?  :  âe     c'est-à-dire     d*y  :  :  0*0  :  6y, 
»   et 

aâ  +  âê     ou      aë'.  ây+  yê     ou      êo*  :  :  ê(J  :  êy  ; 
»   donc 

aëxëy  —  ëâ  . 

»   XXVllI.  —  Les  droites  aâ,  ây,  touchant  le  cercle  aêy,  joignez  ay, 
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»   et  menez  à  volonté  la  sécante  c?S;  je  dis  qiK'  l'on  a 


a  3g 


»  De  ce  ([lie  Ton  a 
»    il  résulte 


aâ  ■=-  ây, 


»   mais 


«C  X  Cv  =  Sr  X  'Cz  ; 


»  donc 


»  Cela  étant,  il  s'ensuit  la  proportion 

g(?: (?£::§::  Ce  [']■ 

»   XXIX.  —  Un  segment  de  cercle  étant  décrit  sur  ac,  v  inscrire  un 
))   angle  ayê  dont  les  côtés  soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné. 

= »   Supposons  le  problème  résolu,  ei 

»   menons  par  le  point  y  la  tangente  70". 
»   on  a 


«7  :  §7  ;  :  a^  :  âë  • 

»  or  le  rapport  de  ay  à  §y  est  donné,  ainsi  que  les  ileux  points  a,  c  ; 
»   donc  â  est  donné,  et  par  conséquent  aussi  §â. 

»  Ce  problème  se  construira  de  cette  manière  : 

»  Soit  ayS  le  segment  donné.  Supposons  que  les  deux  cordes  doi- 
»  vent  être  entre  elles  comme  les  longueius  s,  Ç.  Soit  déterminé  le  point 
»  &  par  la  condition  de  satisfaire  à  la  proportion 

»  Par  ce  point,  menez  la  tangente  c?7,  et  joignez  ay,  y§.  Je  dis  que 
))   ces  droites  résolvent  la  question.  En  effet,  on  a,  d'après  cette  cou- 

[*]  Cette  démonstration  est  tellement  abrégée  ,  que  Comniandin  ne  Ta  pas  coiiiprist-. 
Il  a  cru  que  la  sécante  8S  devait  nécessairement  passer  par  le  centre;  du  moins  il  n'a 
démontré  la  pro])osition  que  pour  ce  cas  particulier. 


»   striiclion, 

»   mais  on  a  aussi 
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s'  :  'C  '■  '■  «^  •  ^^  ; 

2       7 

aâ  :  â§  :  :  ay  :  yê  , 


puisque  â-/  est  une  tangente  ;  il  vient  par  conséquent 

'c-  :  C  :  :  ay  :  yê',    d'où    £  :  C  :  '.  «y  :  76  ; 

ilonc  l'angle  «yS  résout  le  problème  proposé. 

«  XXX.  —  Soil  un  cercle  décrit  sur  ao  comme  diamètre.  Du  point 
quelconque  â,  abaissez  sur  ce  diamètre  la  perpendiculaire  (?£.  Par  le 
même  point,  faites  passer  une  corde  quelconque  âÇ  Joignez  e^,  et 
soit  -n  le  point  où  cette  droite  prolongée  rencontre  le  diamètre  aê  ; 
je  dis  cjue  l'on  a 

«y;  :  ï^ê  :  :  cf.9  '.  Se. 

»  Joignez  da,  ae,  aÇ,  l^.  Puisque  ài 
»  est  perpendiculaire  au  diamètre  aê, 
»  les  deux  angles  ^aê,  êas,  sont  égaux 
»  entre  eux.  Or,  d'une  |)arf,  l'angle  oV.ê 
»  est  égal  à  0Çê,  conune  étant  inscrit 
»  dans  un  même  segment.  D'un  autre 
.,  côté,  l'angle  Sas  est  égal  à  l'angle  ÊÇv;, 
»  extérieur  au  quadrilatère  ag^E-  Par  conséquent  les  angles  ©Cê,  êC/J 
.,  sont  égaux,  et  comme  l'angle  a^S  est  droit,  il  résulte  d'un  lemme 
»   connu  que  l'on  a 

ay2:y;ê::aô:6ê[*]. 

«  XXX!.  -  .Soit  un  demi-cercle  décrit  sur  ag  comme  diamètre. 
,.  Élevons  en  a,  g,  les  perpendiculaires  a£,  g(?,  et  traçons  à  volonté  la 
»  transversale  rh.  Par  le  point  C,  menons  à  cette  transversale  la  per- 
»   pendiculaire  r>5,  et  soit  y,  le  point  où  elle  rencontre  ag.  Je  d,s  que 


[•]  Lo  lemme  .sur  lequel  Pappus  s'appuie  à  la  fin  de  cette  démonstration  est  la  réci- 
proque de  la  proposilion  LU  du  Vr  livre  des  Collrctions  n,athémaW,ucs. 
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on  a 


cicX  êc?  =  a/]  X  r,S. 

»  Car,  supposant  la  chose  vraie,  il  en  résulte 
»   (pic  l'on  a 

sa  :  ari  :  :  /jê  :  zâ  ; 

»  (pie  par  consc'cpient  les  triangles  =«17,  vjêc? 
»  ont  un  anjjie  t'gal,  savoir  a  =  g,  compris 
»  entre  côtés  proportionnels;  que  par  consé- 
»  quent  encore  les  angles  «ïje,  ê(?yy  sont  égaux  entre  eux.  Or  les 
»  angles  ayjE,  a^e  sont  égaux,  comme  étant  inscrits  dans  un  même 
»  segment  [de  la  circonférence  décrite  sur  £17  comme  diamètre  J;  de 
»  même  les  angles  Se?/],  ê^/j  sont  égaux,  comme  uiscrits  dans  un  même 
»  segment  [de  la  circonférence  décrite  sur  yjâ  comme  diamètrej.  1! 
»  s'ensuit  donc  que  les  angles  a^c,  ê^/)  sont  égaux.  Or  cela  est,  car 
M   les  angles  ajê,  e^r,  sont  l'un  et  l'autre  droits.  Donc,  etc.  [*  |. 

»  XXXII.  —  Supposons  que  les  côtés  aê,  ay  du  triangle  aêy  soient 
»  égaux.  Sur  le  prolongement  de  aë,  prenons  à  volonté  lui  point  <?,  et 
»  par  ce  point  menons  une  droite  as.  de  telle  façon  que  le  triangle  êâz 
)'  soit  équivalent  au  triangle  a§y.  Je  dis  que  si  la  droite  SÇ  partage  en 
»  deux  parties  égales  l'un  des  côtés  égaux  du  triangle,  savoir  celui 
>'   qui  est  dans  l'angle  opposé  à  c?£,  on  a  la  proportion 

!:§  +  §rj  :  (y;  :  :  ac'  -.Fë'. 


»  Par  le  poitit  ê,  menons  parallele- 
»  ment  à  âi  la  droite  êz,  et  soit  k  le 
1)  point  où  elle  rencontre  le  prolon- 
»  gement  de  ay.  Prenant  pour  vrai 
M   ce  qu'il  faut  démontrer,  il  eu  résulte 


[  *  ]  Comniandin  donne  dans  sa  version  une  seconde  démonstration,  mais  elle  maniiiK^ 
dans  les  manuscrits  n°'  2368  et  244°  ''f  '^  Bibliothtreiue  Impi-riale.  C'est  une  ilciiions- 
tration  synthétique. 

Tome  XX.  —  ,\on  iS")5.  JI 
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»    que  l'on  a 

■Ça  +  v.^:  tO     c'est-à-dire     (Cx  +  /Ô)  X  Ç9  :  p'  ;  :  Vç  :  '(fi\ 
»   (l'on 

2  2  2 

(Çx -+- Jtô)  X  Ç6     c'esr-à-dire     ^x   —ko  =  «Ç  , 
»   et  par  tonséquent 

»   or  on  a 

2  2 

x^    —  (cf.    =  Yx  X  xa. 
>'  Donc 

7x  X  xa  =  &x  , 

»   ce    qm    donne   la    proporrion 

yx'.xS,     c'est-à-dire     yS  :  Sa  :  :  x9  :  xa,     c'est-à-dire      :  :  t?ê  :  c?a. 

»  Or.  cette  proportion  est  vraie,  car  as  est  parallèle  à  c?'/.  En  etlet, 
»  les  triangles  <?io£,  a§y  étant  équivalents,  si  l'on  retranche  la  partie 
»  commune  aSs,  il  reste  deux  triangles  (?ae,  ays  qui  sont  équivalents 
)>   et  ont  même  base.  Donc,  etc. 

»  XXXIII.  —  Soit  un  cercle  décrit  sur  aë  comme  diamètre.  Suppo- 
»  sons  que  ce  diamètre  prolongé  soit  perpendicidaire  à  ô'e,  et  tléter- 
»   minons  le  point  o  de  manière  que  l'on  ait 

C^'  =  ffZ  X  çg. 

»  Je  disque  si  l'on  prend  sur  as  un  point  quelconque  ô  et  que  de  ce 
»  point  on  mène  la  sécante  sri  qui  rencontre  la  circonférence  en  x,  6. 
»  on  a 

ôï  X   =X   =  3/)    . 
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»  Joignez  aa,  SX,  l'angle  X  est  droil  ainsi 
»  que  '(,  d'f)!!  il  résulte  que  l'on  a 

»  Mais 

aï  X  cX  =  ô:  X  îx., 
»   et 

aÇ  xCê  =  C^". 

»   Donc 

—2  2  ^  3 

9î  X  cz  =:  £{|    4-  ^77  ,     c  est-a-dire      =;  erj  . 
»  XXXIV.  —  Supposons  que  l'on  ait  la  proportion 

aê  :  êy  :  '.  aâ  ;  ây, 
i>   et  que  s  soit  le  milieu  de  ay,  je  dis  que  l'on  a  ces  trois  relations  : 

§£  X  £c?  =  F/,    gc?  X  c?£  =  ao*  X  (?7,     ag  X  gy  =  sg  X  S??. 

a             £    ç       y  g  »  La  proportion 

•- • — . . ; 

a§  :  êy  '.:  v.â  '.  c?y 

»   donne,  par  addition  et  en  prenant  ensuite  la  moitié  de  chaque  an- 
»   técédent,  puis  par  conversion, 


»   donc 


3£  '.  iy  ::  ty  :  m  ; 

gs  X  £C?  =  £7    . 


[*]  L'égalité 

asX  s).  =  aÇ  X  Çfi -I- Ce 

est  facile  à  obtenir.  Kn  effet,  les  triangles  semblables  a?).,  aîÇ  donnent 

as  X  a>  =  a6  X  a  Ç , 


as  =  a  Ç  +  Ce   . 
De  cette  égalité,  retranchons  la  précédente,  il  vient 

OLZ  X  :>  =  ai  X  Çê  +  Ce' 


3i.. 


M4 
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»  En  second  lieu,   retranchons  &s    de  chacun  des  deux  membres  de 
»  cette  égalité,  il  vient 

§â  X  âe  =  aâx  ây. 

—  7 

»  Enfin   retranchons  de   Se  chacun  des  deux  membres  de  la  même 
»  égalité,  il  vient 

ag  X  S7  =  £g  X  êc?. 

»  Supposons  maintenant  que  l'on  ait 

gc?  X  (?£  =  at?  X  ây, 
»   et  que  £  soit  le  milieu  de  ya.  Je  dis  que  Ion  a 

«g  '.  Sy  '.'.  aâ  :  ây. 

»  En  effet,  à  chacim  des   membres  de   l'égalité  gc?  X  c?£  =  ac?  X  c?y, 
)<  ajoutons  &e.  Il  en  résulte 

gs .  £c?  =  ye, 


»  d'où  la  proportion 


g£  :  £7  :  :  £7  :  £«?, 


»  et,  par  des  opérations  inverses  de  celles  qui  ont  servi  à  l'obtenir  ci- 

»  dessus,  il  vient 

«g  '.  §y  '.'.  c/.à  :  ây. 

»  XXV.  —  Cela  étant,  soit  un  cercle  décrit  sur  ag  comme  diamètre. 
»  Supposons  que  ce  diamètre  prolongé  soit  perpendiculaire  à  une 
»  droite  quelconque  c?£,  et  déterminons  le  point  rj  de  manière  que  l'on 
»   ait 

aÇ'  :  ^g  :  :  ayj  :  vjg. 

»  Je  dis  que  si  l'on  prend  à  volonté  sur  âe  un 
»  point  £  et  que  l'on  mène  la  sécante  sy;  qui 
»  rencontre  la  circonférence  en  x,  d,  on  a 

6i  :  £x  :  :  d-n  :  yjx. 


..  Soit  >.  le  centre  du  cercle.  De   ce  point 
»   abais.sez  ),^  perpendiculaire  sur  îO.  I>e  pied 
»  [j.  de  cette  perpendiculaire  est  le  milieu  de  x9.  Chacun  des  angles  fi., 
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»  Ç  étant  lin  angle  droit,  les  quatre  points  s,  Ç,  ),,  jj.  sont  sur  une  cir- 
»  conférence  de  cercle,  d'où  il  résulte  que  l'on  a 

Çyj  X  irjX  =  e/;  X  rip.,     c'est-à-dire     =  «yj  x  /jS, 
»   puisque  Ton  a,  [)ar  hypothèse, 

»  et  que  X  est  le  milieu  de  aë  [*];  ou  encore  r=  Sv^  x  vîk,  aê,  •/.6  étant 
»  deux  droites  inscrites  dans  un  même  cercle.  Mais  le  point  [j.  est  le 
»   milieu  de  Sx  :  donc,  en  vertu  du  lemme  qui  précède,  on  a 

6e:  EX  '.:  6r]  '.  y)/.. 

»  XXXVI.  —  Soit  ime  demi-circonférence  décrite  sur  aS  comme  dia- 
»  mètre,  et  yc?  une  corde  parallèle  à  ce  diamètre.  Abaissons  les  perpen- 
»   diculaires  ye,  c?/5,  je  dis  que  l'on  a 

»  Soit  Ç'  le  centre,  joignez  -y^j  C<?-  On  a 

7C  =  fc? 
»  et,  par  suite, 


■<\  p 


»  Mais 
»  d'où 
»   Or 


y^  =  72  +  £^     et     (?C  =  «^■'î  +  >3C' 

ys  4-  sC  =  C*5  +  'l^- 

— 2     — 1 


»  I!  reste  par  conséquent 

<  =  C/77     d'où     <  =  C/2- 


»   Mais 


as  +  s^,     c'est-à-dire     aÇ'  =  C'y;  +  £§,     c'est-à-dire     ÇS. 


[*]   F.n  verlu  de  la  dernière  partie  du  lemme  qui  précède. 
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»  XXXVII.  —  Soit  une  demi-circonférence  décrite  sur  aê  comme 
»  diamètre.  Du  point  quelconque  7  menons  yâ  et  abaissons  ia  perpen- 
»   diculaire  âe.  Je  dis  que  l'on  a 

cy  —  yâ  =  («7  -f-  7e)  x  as. 

«   Prenant  la  chose  pour  vraie,  et  rempla- 
— -2  — I      — I 

\^  »   çant  7c?  par   c^s  +  r/,il  faut  que  l'on  ait, 

»   par  suite, 

ay  =  c?c  +  £7  -H  {ay  +  yg)  x  as; 
.-)  que  tonséqueminent  retranchant  de  part  et  tl'autre  7a  x  as  et  reni- 

»   plaçant  as  par  as  X  £§,  il  vienne 

— 2 
CZ7  X  7£  =  as  X  sS  +  7c  +  as  X  70  ; 

— 2 
»   que  retranchant  encore  ys,  on  ait 

as  X  £7  =  as  X  £§  H-  as  x  §7. 
»   Or  cela  est,  donc,  etc.  [*]. 

»  XXXVIII.  —  Etant  donné  un  parallélogramme  aâ,  mener  par  le 
»  point  donné  s  la  transversale  sÇ,  de  telle  façon  que  le  triangle  ^7/!  soit 
»  équivalent  au  parallélogramme  a&. 

»  Supposons  le  problème  résolu.  Le 
»  triangle  Ç7/3  étant  par  hypothèse  équiva- 
»  lent  au  parallélogramme  aâ,  et  ce  paral- 
><  lélogramme  étant  lui-même  égal  à  deux 
«  fois  le  triangle  a7o\  on  en  conclut  que 
»  le  triangle  (y/i  équivaut  au  double  du 
»  triangle  ayâ.  Mais  ces  deux  triangles 
»   ayant  un  angle  égal  7,  sont  entre  eux  comme  les  rectangles  ^7  x  7/], 

[*  J  D'après  les  manuscrits  n"'  2368  et  2440,  ce  lemme  serait  le  dernier  de  ceux  qui 
se  rapportent  aux  Porismes  d'Euclide ,  et  le  suivant  se  rapporterait  aux  sections  co- 
niques. 
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»  ay  X  yâ  qui  comprennent  cet  angle.  Or  ay  x  yâ  est   donné,  donc 

»  'Çy  X  yr]  est  aussi   donné  :  de  sorte  que   l'on  a  mené  par  le  point 

»  donné  s  la  droite  î^  de  manière  à  intercepter  sur  les  deux  droites  ay. 

»  yt?  deux  segments  dont  le  rectangle  est   donné.   Donc  cette  droite 

»  est  donnée  de  position. 

»  Ce  problème  se  construira  comme  il  suit.  Soient  ac?,  c,  le  parallélo- 
»  gramme  et  le  point  donnés.  Faites  passer  par  ce  dernier  une  droite  c' 
»  qui  détermine  sur  les  côtés  de  l'angle  (jr}  des  segments  'Cy,  y/7  tels, 
»  que  le  rectangle  ^y  X  y/j  soit  égal  à  un  rectangle  donné  double  de 
»  ay  X  y<^  [*].  De  même  que  dans  l'analyse,  nous  montrerons  que 
»  le  triangle  Ç^yvj  ainsi  construit  est  équivalent  au  parallélogramme  aâ. 
»  La  droite  Ce  résout  donc  le  problème,  et  il  est  clair  qu'elle  est  la  seule 
»  qui  le  résolve,  puisque  cette  droite  elle-même  est  imique. 

§  in.  —  Passages  extraits  de  P inclus. 

Le  Traité  des  Porismes  est  cité  dans  les  deux  passages  ci-après  où  il 
faut  prendre  garde  qu'il  s'agit  aussi  des  corollaires  qu'Euclide,  dans 
les  Eléments,  désigne  par  le  terme  TropicuoL. 

«  ...  Porisme  [**]  se  dit  de  certains  problèmes  tels  que  les  Porismes 
«  d'Euclide;  mais  il  se  dit  plus  particulièrement  lorsque,  delà  dé- 
»  monstration  d'un  théorème  il  en  surgit  quelque  autre  que  nous  n'a- 
»  vous  pas  énoncé,  et  que  pour  cela  on  a  appelé  pom^^e,-  lequel  est 
«   comme  un  gain  fait  en  dehors  de  l'objet  de  la  démonstration.,..   » 

«  ...  Porisme  [***]  est  un  terme  de  géométrie.  11  a  une  double  accep- 
»   tion;  car  on  appelle  porismes  et   ces  théorèmes  qui  se  présentent 

[*]  L'auteur  se  réfère  sans  doute  au  Traité  d'Apollonius,  de  la  Section  de  l'espace, 
Tftft  %apiiiu  caroTofirii,  qui  était  consacré  à  la  solution  de  problèmes  de  ce  genre. 

[**]  ...  Tô  Sï  Tto^iu^oi.  \éyEr'/.i  pàv  zat  STrt  TrfioêV/ifiâTuv  Ttvwv,  oiov  7«  Ex/vùsiSa  ■jv/^v.'j.u.i-jy. 
TrOûtffuaTa.  Piiyezat  Se  ((?«'>);,  oraii  iz  twv  v.7zoêir^iiy^vjrjyj  z/Ckk6  tî  ff'jva^avÀ  Ozf'-tocy.v.  u:n  ttcoôe- 
usvMV  i7(iM'J,  ô  v.'/i  Sià.  toOto  ~6pf.<7u.v.  y.i/Xr,v.'A<Ji  ÛGirtp  t(  /.ipSoç  vj  ~r,%  itti'5-c,iisriv/.f,^  ■j—rAziti',i: 
TTÙpîypov.  (  Commentaire  sur  le  premier  livre  des  £lcinents  d'Euclide ,  ])age  58.  ) 

[***]  ...  Ev  7(  ziiv  yeupitr pf/Mj  iiTTt'j  ovofiKTwv  ■zà  r.àpiij'^'j.,  Toûto  Sï  <j!,pM-iii  Si-.zvj.  \\u'i.'j~j'jt 
•jkp  TTripiap-Kra,  y.al  ôax  $€mpnucc:v.  (T'jyxKraazs-j'jtÇsTKt  raîç  «V/wv  a-oSziïz'jfj  olo-j  ip'^v.).'j.  y.v.l 
y-épâr,  7WV  ÇïjToûvToJv  ÛTràp^ovTK,  y.a.i  oaa  ÇïîTEÏTaj  fièv,  evpiazMi  ai  p^fiiÇet,  y.ui  oûtî  yvjicsoii 
aovflç  y.alBzMpixç  ân'Aïç;  ÔT(  uh  yàp  lii'j  t!'0(7z;).wv  vX  Tzpi;  rij  pàTî!  ï'7at,  6zapf,i7Ki.  Sz'.,  zzi'î'-jr»'v 
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■)  dans  la  démonstration  d'autres  théorèmes  comme  une  heureuse 
»  trouvaille  et  un  gain  dont  ou  profite  chemin  faisant,  et  ces  choses 
»  que  l'on  recherche  et  dont  la  découverte  exige  de  l'invention  et  non 
»  pas  seulement  une  simple  déduction  ou  un  raisonnement  facile. 
»  L'égalité  des  angles  à  la  base  d'un  triangle  isoscèle  est  l'objet  d'un 
»  théorème,  et  telle  est  la  connaissance  que  îious  avons  des  choses 
)'  qui  so?it.  Partager  un  angle  en  deux  parties  égales  ou  construire 
»  un  triangle,  retrancher  une  droite  d'une  autre  ou  l'ajouter,  foutes 
»  ces  choses  se  réduisent  à  quelque  opération.  Mais  un  cercle  étant 
»  donné,  en  trouver  le  centre,  ou  bien  deux  grandeurs  commensura- 
»  blés  étant  données^  en  trouvei-  la  plus  grande  comme  mesure,  et 
>'  autres  choses  telles,  tiennent  en  quelque  sorte  le  milieu  entre  les 
»  problèmes  et  les  théorèmes,  car  ces  questions  se  résolvent  non  par 
»  simple  déduction,  mais  par  invention  et  non  par  un  raisonnement 
»  exempt  de  difficulté.  Il  faut  découvrir  la  chose  demandée,  et  la 
»  rendre  évidente  par  une  construction.  Tels  sont  les  Porismes  qu'Eu- 
»  clide  a  donnés  dans  les  livres  de  problèmes  qu'il  a  composés.  Mais 

»   ne  nous  arrêtons  point  à  parler  de  ces  porismes  là » 

On  ne  trouve  aucun  autre  géomètre  qui  fasse  mention  des  Porismes 
d'Euclide.  Toutefois  Diophaute  paraît  faire  allusion,  dans  plusieurs  de 
ses  questions  arithmétiques,  à  des  porismes  .îi^r /e.y  nombres.  Sou  com- 
mentateur, Bacliet  de  Meziriac,  a  cherché  a   les  rétablir  [*]. 

§  IV.  —  Observations  sur  les  documents  qui  pie'cèdeiit. 

C'est  dans  la  préface  du  VIF  livre  des  Collections  mathématiques  de 
Pappus,  que  se  trouve  la  Notice  sur  les  Porismes.  Ce  VIP  livre  est 
consacré  au  lieu  résolu  {to:xcç  ctia.A'joiu:vo;),  dont  Pappus  explique 
l'objet  comme  il  suit  : 

«   Ce  que  l'on  appelle   le  lieu  résolu,  ô  mon   fils  Hermodore,    est, 

(?»)  Twv  -f/Kyp/Twv  ia-fj  il  zotaùir,  y-jùxni;'  -zii'J  Si  ytovtav  <^'/C*  "^^siv  î  rf/iywwj  a^jrj-rtna.aba.i, 
Y!  àazï.zlv  h  bttxOai,  Taùra  7r«vT«  -noinav»  Ttvoç  ù.Tzv.i-tl,  to'j  âk  SoOkvzoç  y,ûx>.ou  TO  y.ivzpo-j  Evpeiv, 
i!  i^ijo  Sobhrav  cupiftÉTfwv  (;.E'^e6o)V,  To  pÉyiorov  xoù  zoivov  (iérfov  £^f,tlv,  ri  ôaa  7oiv.âe,  jj.tzc/.:'j 
ffw;  inTt  7rpciê'Àr)(;i«T(,)v  zai  Sswjsjij/ktwv  .  OOts  yàp  yeviaeiç  ziaiv  ev  toOtoiç  tcTjv  ÇijTOUfiïvw./, 
à».'  E'jpérstç  oÛTc  ÔiMpiv.  i^(Vfl.  Aîi  yùp  Ott'  S'pfj  à'/aysiv  y.y't  Tzipi  ofif/.«TW«  ■nodnaaaOïr.i  to  Çr,70'j- 
ftevou.  To(«ÛTa  ûpa  Èctti  /.tù  âav.  nopiapiv.TK  Eù-/.V,6(^/jç  yéypafs,  Çitê'Ua  TrpoëVopàTwv  ff-jvTKça;. 
XÛà  irspt  uèv  rw  tuwjtwv  TroptjuKT'dv  TrapziaO'j)  "/éysiv.  [ll>id.,  page  oO.) 

[*]  Dioplianti  .Itcxtiritlrini  iirithtiicticonun  libri  sex  ;h\-i";  Paris,  i()2i. 
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»  flans  son  ensemble,  nne  iiiatièie  à  J'iisage  de  ceux  qui,  après  avoir 
»  étudié  les  éléments  de  la  géométrie,  veident  encore  se  mettre  en  état 
»  de  résoudre  les  problèmes  qui  peuvent  leur  être  proposés;  c'est  là 
)i  son  utilité.  Il  se  compose  d'écrits  dus  à  trois  géomètres  :  Euclide 
»  l'auteur  des  Eléments,  Apollonius  de  Perge  et  Aristée  l'Ancieîi.  On  y 
»  procède  par  voie  d'analyse  et  de  synthèse.... 

))  Voici  la  liste  de  ces  écrits  dont  se  compose,  comme  nous  l'avons 
f>  dil,  le  lieu  résolu  :  d'Euclide,'  un  livre  des  Données;  d'Apollonius, 
»  deux  livres  de  la  Section  de  rtiison,  deux  de  la  Section  de  l'espace, 
»  deux  de  la  Section  détet minée,  deux  des  Contacts;  d'Euclide,  trois 
»  livres  des  Pom/rtei;  d'Apollonius,  deux  livres  i\es  Inclinaisons;  du 
)>  même,  deux  livres  des  Lieux  plans ^  huit  des  Conicjues  ;  d'Aristée, 
»  cinq  livres  des  Lieur  solides  ;  d'Euclide,  deux  livres  des  Lieux  à  la 
»  surface;  d'Eratosthènes,  deux  livres  At^  Moyennes  ;  en  tout  trente- 
»  trois  livres,  du  contenu  desquels  je  te  donne  ci-apres  la  description 
)'  jusqu'aux  Coniques,  avec  le  nombre  des  Lieux,  des  Diorismes  et 
»  des  divers  cas  pour  chaque  livre;  et  aussi  les  Jemmes  à  la  recherche 
»  desquels  ils  ont  donné  lieu  («AAa  x-j.)  ra.Xvfxuo.ra.  ra.  ÇArcvuna); 
»   et  je  n'ai  omis,  je  crois,  aucune  question  en  parlant  de  ces  livres.  » 

Viennent  ensuite  les  Notices  dans  lesquelles  Pappus  consigne  les  dé- 
tails promis  par  lui.  Chacune  renferme,  en  effet,  outre  diverses  indica- 
tions sur  le  contenu  de  l'ouvrage  auquel  elle  est  consacrée,  le  nombre 
des  lieux,  diorismes,  niaxima  elniinima, etc.,  ainsi  que  celui  des  théo- 
rèmes et  des  problèmes  dont  l'ouvrage  se  compose,  et  enfin  le  nombre 
des  lemmes  qui  s'y  rapportent.  Cette  préface  est  ainsi  en  quelque  sorte 
ini  inventaire  des  richesses  du  lieu  résolu,  et  cet  inventaire  doit  être 
considéré  comme  très-complet  si  Pappus  a  eu,  comme  il  le  dit,  le  soin 
de  n'omettre  aucune  des  questions  traitées  dans  tous  ces  écrits  doni  il 
rend  compte. 

Le  corps  même  du  VIF  livre  des  Collections  mathématiques  se  com- 
pose de  lemmes  recueillis,  selon  toute  vraisemblance,  dans  les  écrits 
des  géomètres  qui  avaient  couunenté  les  Traités  du  lieu  résolu.  Cette 
diversité  d'origine  se  reconnaît  à  des  différences  dans  le  style  et  dans 
les  moyens  de  démonslration.  L'identité  des  lemmes  X  et  XVI,  qui  ne 
sont  qu'une  même  proposition  démontrée  de  deux  manières  diffé- 
rentes, en  est  une  autre  preuve.  Enfin  certaines  notions,  par   exemple 

Tome  X\.  —  Aout  i855.  39. 
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celle  de  la  génération  des  trois  sections  coniques  an  nioyen  du  foyer 
et  de  la  directrice,  qui  est  nettement  formidée  dans  le  dernier  lemme 
du  Vil"  livre,  et  qui  n'a  point  été  indiquée  par  Apollonius  dans  son 
grand  ouvrage,  prouvent  que  ces  lenuncs  appartiennent  à  une  géo- 
métrie plus  récente  que  celle  d'Enclide  et  d'Apollonius.  Plusieurs  de 
ces  propositions  peuvent  avoir  eu  pour  objet  d'introduire  de  nou- 
veaux principes  dans  les  Porismes. 

Les  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  la  divination  des  Porismes  ont 
naturellement  cherché  à  tirer  parti  de  ces  lemmes.  Sans  doute  il  en 
peut  sortir  de  précieuses  inductions,  mais  il  faut  être  très-réservé  à  cet 
égard,  du  moins  si  l'on  en  juge  par  ce  qui  a  lieu  relativement  aux 
sections  coniques.  Sur  soixante  et  dix  lemmes  qui  s'y  rapportent,  il 
n'y  en  a  que  trois  où  il  soit  question  de  sections  coniques. 

L'ouvrage  de  Proclus,  duquel  j'ai  extrait  deux  passages  dans  les- 
quels il  est  question  des  deux  significations  que  le  terme  TropK^y.a.  avait 
chez  les  géomètres  grecs,  est  un  commentaire  très-prolixe  du  premier 
livre  des  Éléments  d'Euclide.  Il  est  dès  lors  tout  simple  que  ces  pas- 
sages de  Proclus  se  rapportent  en  partie  aux  corollaires  qu'on  trouve 
à  la  suite  de  quelques  propositions,  et  qui  sont  désignés  par  ce  même 
terme  Tropi^iuct.  Ces  propositions  y  sont  en  effet  nettement  caractéri- 
sées par  la  circonstance  qu'elles  se  rencontrent,  sans  avoir  été  préa- 
lablement énoncées,  dans  la  démonstration  d'autres  propositions.  Cette 
défini'ion  du  corollaire  n'a  pas  toujours  été  bien  comprise.  M.  Chasles, 
la  prenant  pour  une  définition  des  porismes,  fait  dire  à  Proclus  qu'il 
s'agit,  dans  les  porismes,  «  de  l'invention  dune  chose  que  l'on  ne 
n  recherche  et  l'on  ne  considère  point  pour  elle-même  [*]  ».  Ce  que 
Proclus  dit  des  Porismes  d'Euclide  ou  des  porismes  en  général  est  bien 
différent.  Toutefois,  comme  il  n'en  parle  qu'incidemment  et  n'entre 
pas  dans  les  détails,  la  Notice  de  Pappus  est,  en  réalité,  l'unique  do- 
cument d'oti  l'on  puisse  espérer  de  faire  sortir  avec  quelque  certi- 
tude la  vraie  notion  des  porismes. 

Le  texte  de  cette  Notice  nous  a  été  heureusement  conservé  dans  un 
état  tel,  qu'on  peut  facilement  en  découvrir  le  sens,   même  dans  la 

[*]  aperçu  historique,  page  276.  [Voir  ci-après,  page  254,  l'opinion  de  Rouillaud .  ) 
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partie  où  Papptis  donne  dus  exemples  de  porisnies.  Ces  exemples 
ont  fait  le  désespoir  des  commentateurs  parce  qu'ils  y  cherchaient 
ce  qui  n'y  était  pas,  savoir  :  des  énoncés  de  propositions  dans  le 
genre  de  ceux  des  théorèmes,  c'est-à-dire  composés  d'une  hjpolhcie 
et  d'ime  ajfirmation.  Or  Pappus  ne  donne,  à  une  ou  deux  ex- 
ceptions près,  que  des  ajfmnations .  Oii  en  concluait  que  le  texte 
était  non-seulement  corrompu,  mais  encore  rempli  de  lacunes.  .Te 
n'ai  pas  pu  admettre  une  pareille  supposition.  Comment  croire  à  une 
mutilation  qui  aurait  fait  disparaître  systématiquement  l'hypothèse 
de  chaque  énoncé,  et  en  aurait  laissé  subsister  l'affirmation?  La  tra- 
duction que  j'ai  donnée  rétablit,  je  crois,  le  véritable  caractère  de  ces 
exemples. 

§  V.    —    OpinioTi'i   on  conjectures  de  di\>prs  géomètres  sur  les 

Porisnies . 

La  Notice  de  Pappus  sur  les  Porisnies  d  Euclide  n'a  été  connue,  en 
Europe,  que  vers  la  fin  du  xvi"  siècle,  par  la  version  latine  des  Collec- 
tions mathématiques ,  œuvre  posthume  de  Commandin.  Cette  publica- 
tion appela  par  des  détails  du  plus  haut  intérêt  l'attention  siu'  plu- 
sieursTraités  géométriques  des  Grecs,  dont  la  plupart  n'avaient  point 
été  retrouvés,  et  que  dès  lors  on  entreprit  de  rétablir  sur  les  indica- 
tions de  Pappus.  Les  plus  célèbres  géomètres  travaillèrent  à  ces  resti- 
tutions conjecturales  ou  divinations.  On  chercha  naturellement  à  resti- 
tuer de  même  ces  Porisnies  d'Euclide,  dont  Pappus  fait  un  si  grand 
éloge;  mais  l'on  ne  put  parvenir  à  comprendre  les  explications  qu'il 
donne  à  ce  sujet.  Tel  a  été  le  commencement  de  la  question  des  Po- 
risnies. 

Plusieurs  géomètres  ont  écrit  sur  cette  question;  d'autres,  sans  en 
traiter  formellement,  ont  présenté,  sous  cette  dénomination  de  po- 
rismes ,  certaines  propositions  qui  étaient  sans  doiUe  destinées  à 
donner  une  idée  de  ce  que  pouvaient  être  les  Porisnies  d'Euclide.  .Je 
vais  essayer  de  faire  connaître  les  plus  remarquables  de  ces  essais,  eti 
suivant  Tordre  des  dates. 

Poihme  il' Atf:r(intlre  Andersun. 

Alexandre  Anderson  a  intitulé   Porisnie   un  problème  où   il  s'agit 

32..  " 
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de  trouver  le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  doni  la  base  est  donnée,  el 
dont  les  deux  autres  côtés  sont  entre  eux  dans  \\\\  rapport  constant  f  *]. 

Opinion  rie  Fermât. 

On  voit  dans  les  OEuvres  de  Fermât  [**]  que  ce  grand  géomètre  avait 
cherché  à  résoudre  cette  question  L'écrit  très-succinct  dans  lequel  il 
expose  sa  pensée  a  pour  titi-e  :  Im  doctrine  des  Porisnies  renouvelée  et 
présentée  aux  géomètres  modernes  en  manière  d introduction  [***].  C'>e 
n'est  qu'ini  simple  aperçu  de  la  njanière  de  concevoir  les  Porismes  à 
lacjuelle  l'auteur  avait  été  conduit.  Dans  une  sorte  de  préface,  il  rap- 
pelle les  restitutions  qui  ont  été  faites  du  lieu  résolu,  et  constate  qu'on 
ne  savait  pas  avant  lui  ce  que  c'était  qu'un  porisme,  et  qu'on  ne  s'en 
doutait  même  pas  [^****J.  H  donr.e  ensuite  les  énoncés  de  cinq  propo- 
sitions qu'il  considère  comme  des  porismes,  et  enfin  quelques  expli- 
cations à  l'appui  de  son  opinion. 

Les  idées  de  Fermât  sur  les  porismes,  celles  du  moins  qu'on  est 
autorisé  à  lui  attribuer  d'après  ces  explications,  peuvent  se  résumer 

[*]  Jnimridverxianis  in  Friinciscnni  Virtttin ,  n  Clémente  Cyriticu  niiper  etiitn; ,  brivis 
A/««pKr(?;  Paris  ,   1617;  in-4°. 

["]  Varia  opéra  mntliemnlica ;  in-folio;  Tolosx",  167g;  page  i  iG.  Une  version  IVan- 
raisc  di;  cet  opuscule  a  été  publiée  récemment  par  M.  Brassine,  dans  son  Précis  ile.s 
OEuvres  mallièmnticiues  de  P.  Fermât,  et  de  l' Aritlimétiquc  de  Diopliante ;  in-8"; 
Paiis  ,  i853;  Jj^ge  4'  • 

[***]  11  Porismatum  Eiiclidœoriim  renuvitta  doctrina  et  sub  forma  isagoges  recentio- 
))   rihus  gcometris  exhibita.    >> 

[****]  .1  Sed  supererat  tandem  in[ent;\ta  ac  velut  desperata  Porismatum  Kurlidaroruin 
»  doctrina.  Eain...  nec  superioris  nec  recentioris  sévi  geomctrae  vel  de  nomine  cogno- 
D  verunt ,  aut  quid  esset  solummodo  sunt  suspicati.  Nobis  tanien  in  tantis  tenebris 
»   dudum  cœcutientibus,  et  quà  ratione  in  hàc  niaterià  geometriae  opilnlaremur  elabo- 

»    rantibus,  tandem  se  clara  videndam  obtulit,  et  pura  per  noctein  in  luce  refulsit 

»  Ut  autem  clarius  se  prodat  porismatum  negotium,  celebriores  quasdam  proposi- 
»  tioncs  porismaticas  selegimus  easque  geometris  et  considerandas  et  examinandas 
»  confidenter  cxhibemns  .  ut  mox  quid  sit  porisma  et  cui  maxime  inscrviat  iisui  inno- 
»   lescat.    » 

Cette  citation  nous  montre  qui?  l'essai  de  Fermai  avait  été  adressé  par  lui  confi- 
dcntielleiiient  aux  géomètres.  La  date  de  cette  communication  remonte  au  moins  à 
l'année  i655;  car  Bouillaud,  dans  l'écrit  sur  les  Porismes  qu'il  a  publié  en  1657,  dit 
que  les  propositions  de  Fermât  lui  ont  été  communiquées  depuis  plus  de  deux  ans. 
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en  peu  de  mots.  Concevons  que  l'on  ait  formé  une  première  équation 
d'un  lieu  géométrique.  Cette  équation  pourra  être  transformée  d'une  in- 
finité de  manières,  en  rapportant  le  point  du  lieu,  soit  à  des  droites  fixes, 
soit  à  des  points  fixes,  etc.  Ce  sont  les  nouvelles  équations  ou  ]jioposi- 
tions  ainsi  obtenues  que  Fermât  appelle  des  Porismes.  Considérons,  par 
exemple,  le  lieu  du  point  V  tel  que  le  quarré  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  droite  donnée  AB  soit  équivalent  au  rec- 
tangle des  segments  supposés  additijs,  dans  lesquels  la  longueur 
AB  est  partagée  par  celte  perpendiculaire.  On  reconnaît  sans  peine 
que  le  lieu  du  ])oint  V  est  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur 
AB  comme  diamètre.  Admettons  maintenant  que  l'on  ait  transformé  la 
relation  qui  caractérise  ce  lieu  en  une  autre  relation  [*],  cette  dernière 
sera  un  porisme.  C'est  ainsi  que  Fermât  voit  un  Porisme  dans  la  pro- 
position que  voici  : 

C  étant  te  centre  du  cercle  et  CD  te 
rayon  perpendiculaire  à  AB,  si  par  les  deux- 
points  F,  G,  également  distants  du  centre  C, 
on  élève  siwAB  les  perpendicnlairesVV,  GQ, 
égales  l'une  et  Vautre  à  DF,  et  que  des 
deux  points  P,  Q  on  mène  à  un  point  quel-  - 
conque  V  de  la  circonjércnce  les  droites  PV, 
QV  qui  rencontrent  le  diamètre  AB  en  M, 
N,  la  somme  des  quarrés  des  côtés  VM,  VN 
du  triangle  VMN  aura  ai>ec  l'aire  de  ce  triangle  un  rapport  constant., 
CF 


sai'oir  celui  de  DF  à 


4 


Fermât  dit  que  les  indications  de  Pappus  relatives  à  la  définition 
des  Porismes  proposée  par  des  géomètres  récents  l'ont  mis  sur  la  voie 
et  lui  ont  permis  de  pénétrer  ce  mystère.  Il  interprète  cette  définition 
en  ce  sens  que  les  Porismes  seraient,  pour  un  lieu  géométrique  donné, 


[*]  Lorsque  Fermât  parle  d'un  /ira,  il  entend  par  l.i  une  proposition  locale  et  en 
quelque  sorte  Véquation  de  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  un  lieu  géométrique. 
C'est  par  inadvertance  que  j'ai  attribué  à  Fermât,  dans  mon  premier  Mémoire  sur  les 
Porismes,  l'idée  de  transformer  les  figures  elles-mêmes.  Passer  d'un  lieu  à  un  autie, 
c'est  pour  Fermât  passer  de  l'équation  ou  d'une  propriété  d'un  lieu  géométrique  à 
une  autre  équation  ou  une  autre  propriété  de  ce  même  lieu. 
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toutes  les  projjositions  pouvant  servir  à  caractériser  ce  lieu,  de  sorte 
que  les  porisn)os  sout,  à  ce  point  de  vue,  les  diverses  propositions  que 
lenfernie  impliciteuient  une  première  proposition  locale,  et  qui  ne  sont 
pas  actuellement  énoncées.  Il  fait  remarquer  que  ces  porismes  sont 
susceptibles  d'être  énoncés  comme  des  théorèmes  ou  comme  des  pro- 
blèmes. Celui  qui  a  été  pris  tout  à  l'heure  pour  exemple,  étant  ainsi 
transformé,  devient  le  problème  que  voici  : 

AB  étant  le  diamètre  d'un  cercle,  trouver  deux  points  P,  Q,  tels ,  que 
si  l'on  mène  de  ces  points  à  un  point  quelconque  V  de  la  circonférence 
les  droites  PV,  QV,  qui  rencontrent  respectivement  en  M,  N  le  dia- 
mètre AB,  la  somme  desqunrrés  des  côtés  VM,  VN  du  triangle  VMN  snii 
dans  un  rapport  dorme  avec  l'aire  de  ce  triangle. 

Opinion  de  BotuUaud. 

(Testa  l'occasion  de  l'essai  de  Fermât  sur  les  porismes  que  Bouillaud 
a  publié  une  dissertation  sur  ce  sujet  [*].  11  ne  partage  pas  les  idées 
de  son  illustre  contemporain.  Dans  sa  pensée,  les  Porismes  auraient 
constitué  un  ordre  particulier  de  propositions  auxiliaires,  intermédiaires 
entre  les  théorèmes  et  les  problèmes.  Lorsqu'iui  problème  proprement 
dit  est  proposé,  et  que  sa  solution  se  trouve  ramenée  à  dépendre  de 
quelque  autre  problème,  il  arrive  assez  généralement  qr.e  ce  dernier, 
supposé  résolu  d'avance,  sinon  spécialement  pour  le  cas  que  ion  con- 
sidère, est  susceptible  de  s'énoncer  comme  un  théorème.  Les  porismes 
auraient  consisté  dans  ces  propositions  d'un  caractère  ambigu.  Bouil- 
laud ne  cite  que  le  premier  passage  de  Proclus  sur  les  porismes,  ce 
qui  prouve  qu'il  n'en  avait  pas  compris  la  véritable  signification.  Sa 
dissertation  renferme  des  remarques  sur  plusieurs  parties  du  texte  de 
Pappus,  et  notamment  sur  la  pi-emière  phrase  de  sa  Notice. 

Porisnie  île  Srhootcn. 

Schooten  a  employé  le  motPorisme  une  seule  fois,  dans  ses  Exercices 
mathématiques  [**],  sans  indiquer  explicitement  l'intention  d'intervenir 
dans  la  question  des  porismes.  iMais  l'époque  à  laquelle  il  écrivait  et 

[*]  Ismaclis  Biillialdi  Excrcitatiuncs  gcometricœ  très;   in-4";  l'aris,  1657;  page  37. 
[**]   Fmncisci  a  Schontcn  excrcitntioniim  matitcmdticarnm  lihi-r  1    continens  sectioncs. 
trigiiHa  misccllaneœ ;  Lugcliini  Batav.,  1657. 
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la  portée  réelle  de  ce  qu'il  a  donné,  démontrent  suffisamment  qu'il 
s'en  préoccupait  comme  ses  contemporains.  Il  a  intitulé  Porisnic  la 
section  XX [V  de  son  Recueil.  Cette  section  est  entièrement  consa- 
crée à  montrer  de  quelle  mnnière  on  paivient  à  découvrir  les  vérités 
inaf/wmati(/ues  [*\.  Schooten  prend  pour  exemple  la  figure  ci-des- 
sous, et  se  propose  de  déterminer  les  relations  qui  existent  entre  ses 
divers  éléments.  Dans  cette  figure,  la  droite  BD  est  perpendiculaire 
au  diamètre  Al  du  cercle  ABCl).  II  est  un  point  pris  sur  le  prolonge- 
ment de  ce  diamètre.  Le  point  C  est  dé- 
terminé par  la  rencontre  de  la  droite  RH 
et  de  la  circonférence,  et  le  point  G  par 
la  rencontre  de  la  corde  CD  avec  le 
diamètre  AI.  GK  est  une  perpendicu- 
laire à  ce  diamètre. 

Schooten  trouve  en  effet  successivement  divers  théorèmes  concernant 
cette  figure.  Les  uns  se  traduisent  en  relations  telles  que  les  suivantes: 

DG  X  GC  -f-  AE  X  EG  =  DE  X  EB  H-  EG  X  GL, 

GB  :  BH  :  :  GC  :  ch, 
BH  :  HC  :  :  bm  :  mc, 


GB        GC       BG  —  CG 

BG  -h  CG 

BH  ~"  CH  ~        BC 

BH  -+-  UC 

AG  : GB :  :  GC 

GI, 

:  MC  :  :  BG  :  GR    ou 

:  : GK :  ( 

BG  X  CG  =  GM  +  BM  X  MC,  etc.,  etc.; 
d'autres  sont  des  propriétés  descriptives.  Par  exemple,  il  démontre  que 


[**]  L'objet  de  la  section  XXIV  est  indiqué  comme  il  suit  : 

"    Ratio  disquirendt  proprietates  circa  objecta  mathematicti. 

"  Cum  ad  contemplationem  naturae  eorum  qiiae  in  liis  scientiis  proponi  queunt, 
»  non  modo  jucundum  ,  sed  etiam  utile  sit  intclligcre  qua  ratione  plures  proprietates 
"  detegantur,  visum  fuit  hoc  loco  exponere  niodum  ,  quo  illas  in  circule  (ut  hinc  de 
»  alliis  objectis  judicium  fiât)  indagavimus  atque  invenimus ,  sicut  videra  est  in  sequenti 
u   porismate.   » 
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HR  est  une  tangente,  et  que  R  est  le  point  de  contact;  que  GR,  IB, 
IR,  IC  sont  bissectrices  des  angles  BGC,  GBH,  GRH,  GCH;  que  les 
triangles  GBA,  GCl  sont  semblables  entre  eux,  etc. 

La  méthode  suivie  par  l'auteur  pour  découvrir  toutes  ces  propriétés 
n'est  autre  chose  que  l'algèbre  appliquée  à  la  géométrie.  Il  établit,  à 
l'aide  des  théorèmes  les  plus  élémentaires  de  la  géométrie,  un  petit 
nombre  d'équations  très-simples  entre  les  diverses  lignes  de  la  figure; 
puis,  combinant  ces  équations  de  diverses  manières,  il  en  déduit 
successivement  de  nouveaux  théorèmes. 

Il  termine  en  disant  :  «  Et  ainsi  en  comparant  entre  elles  les  quantités 
1)  de  manière  à  obtenir  toujours  de  nouvelles  équations,  on  pourra  trou- 
»  ver  d'innombrables  propriétés  appartenant  ;uix  objets  proposés  [*].  » 

On  voit  par  cet  exposé  que  Schooteu  avait  sur  les  porismes  des  idées 
qui  différaient  essentiellement  de  celles  de  Fermât  et  de  Bouillaud.  On 
doit  regretter  (]u'il  ne  les  ait  pas  développées  davantage,  et  surtout 
qu'il  n'ait  pas  dit  comment,  dans  sa  pensée,  les  porismes  tels  qu'il  les 
concevait,  pouvaient  servit'  à  expliquer  les  passages  obscurs  de  Pappus 
et  de  Proclus. 

Oi>iinon   (le  Halli'y. 

Le  savant  astronome  Halley,  auquel  on  doit  des  travaux  distingués 
sur  la  géométrie  des  anciens,  n'est  ordinairement  cité,  en  matière  de 
porismes,  que  pour  avoir  confessé  n'y  rien  comprendre;  mais  là  ne  se 
borne  pas  son  rôle.  En  effet,  tandis  que  d'une  part  il  rendait  aux 
mathématiciens  un  éminent  service,  en  publiant  le  texte  grec  de  la 
préface  du  VIP  livre  des  Collections  ntatliématiques  de  Pappus  et 
en  mettant  ainsi  chacun  à  même  d'étudier  dans  l'original  des  détails 
qu'on  pouvait  croire  n'avoir  pas  été  fidèlement  reproduits  dans  la 
version  de  Gommandin  ;  d'un  autre  côté,  tout  en  déclarant  ne  rien 
comprendre  à  la  question,  il  dénaturait  profondément  le  sens  de  cette 
même  version,  siu'tout  en  supposant  l'existence  de  nombreuses  lacunes 

[*  ]  «  Atque  ita  porro,  coniparando  inter  se  quantitates,  sic  ut  aliœ  atcjiie  alise  seniper 
»  obtineantiir  3e(|uationes,  liiebit  circa  oa  i\\\x  proposita  siint,  invenire  proprielales 
•   innumeras.    >> 
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(Inns  la  partie  du  texte  où  Pappus  donne  des  exemples  de  porismes  [*|. 
Cette  supposition,  que  rien  n'autorisait,  a  eu  l'influence  la  plus  fâ- 
cheuse sur  la  direction  des  recherches  ultérieures. 

Divination   de  Sinison. 

liobcrt  Sinison  fit,  en  17^3,  un  pas  vers  la  découverte  de  la  vérité, 
en  devinant  le  sens  de  cet  énoncé  général  dans  lequel  Pappus  résume 
dix  porismes  du  premier  livre  de  l'ouvrage  d'Euclide.  Puissannneni 
encouragé  i)ar  ce  premier  succès,  il  s'attacha  à  compléter  rexplication 
si  ardemment  désirée  de  cette  grande  énigme  des  porismes.  Ses  recher- 
ches, publiées  huit  ans  après  sa  mort  [**],  forment  un  corps  de  doc- 
trine qui  a  reçu  de  nombreuses  adhésions. 

Simson  dit  que  les  porismes  d'Euclide  étaient  des  propositions  dans 
l'énoncé  desquelles  on  affirmait  la  possibilité  de  trouver  des  points 
fixes,  des  lignes  fixes,  des  paramét  res,  etc.,  jouissant  de  quelque  propriété 
déterminée  pour  tous  les  états  d'une  figure  variable.  C'est  du  moins 
à  cela  que  revient  la  définition  qu'il  donne  du  porisme  [***],  lorsqu'on 

[*]  Halley  termine  sa  version  en  disant  :  «  Hacttmus  porismritum  dcscriptio  iiec 
»  mihi  intcllecta  nec  tectnri  profutura.  Ncque  aliter  ficripotuit  :  tnm  ob  dcfectum  Sclii- 
.1  mati.K  etijus  fit  mentio;  unde  rectœ  satis  multœ ,  de  quibus  hic  (igitur,  absijue  Nolis 
»  Alpkabeticis ,  iiUwe  alin  distinctionis  characterc ,  inter  se.  confundanlur  :  quant  ob 
«  omissa  qiiœdam  ac  tiansposita  vel  aliter  vitiata  in  propositionis  ge/teralis  expositione- 
»  iindc  qiiid  sibi  velit  Pappus  liand  milii  datuni  est  conjicere.  His  adde  dietionis  ino - 
»  flum  niniis  contractuni ,  ne  in  re  (li(/ieili ,  ijualis  liœe  est,  minime  usurpanduiii.  •■ 
i^ApoUonii  Pergœi  de  Sectione  lationis ,  in  prœfatione ,  page  .\xxvii.  ) 

R.  Simson,  M.  Poncelct  et  ^\.  Chasies  ,  ont  cru  ,  comme  Halley,  à  l'existence  île  la- 
cunes dans  le  texte  de  Pappns.  Voir  Opéra  quœdam  reliqua  ,  page  352  ;  Traité  des  pro- 
priétés projectiles ,  introd.,  page  xxxvj  ;  Aperçu  liistorique ,  page  12. 

[**]  Rnberti  Simson  Opéra  quœdam  reliqua  ;  in-4°  ;  Glasgow,  i^'jG;  ])ag.  3 1 5-594. 

[***]  .Te  transcris  ici  intégralement  les  diverses  définitions  de  Simson  : 

«   I.   Theorema  est  proposiiio  in  qiia  aliquid  proponitur  demonstiandiini. 

u  II.  Problcma  est  propositio  in  qua  aliquid  proponiliir  constriiendiini,  vel  inve- 
••   nicndiim. 

"  III.  Datiim  ,  sive  propositio  de  Datis,  est  theorema  in  quo  proponitiw  demoiistrarc 
«  aliquid  dalum  esse  (secundum  definiîiones  Datorum  Euclidis)  quod  propositauj 
>   (piandani  relationem  habet  ad  ea  qiia;  ex  hypothesi  data  sunt. 

»   Datum  etiam  in  forma  problematis  enuntiari  potest,  si  nimirum  ca  qiia;  data  esse 
1.   dcmonstranda  sunt,   invenienda  proponiinlur.  Quod  si  fiât,  demonstratio  Dati ,  ul 
Tome  XX.  —  Aoct  iSSô.  JJ 
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la  réfliiil  à  ce  qu'elle  renferme  d'essentiel.  C'est  d'ailleurs  la  forme  de 
proposition  à  laquelle  on  est  forcément  conduit  lorsqu'on  essaye  de 
transformer  en  problèmes  les  théorèmes  présentés  par  Fermât  comme 
des  exemples  de  porisnies,  car  ces  problèmes  supposent  la  possibilité 
de  certaines  relations,  et  on  voit  immédiatement  que  cette  possibilité  a 
besoin  d'être  démontrée. 

Cette  définition  est  complétée,  dans  l'ouvrage  de  Simson,  par  celles 
du  théorème,  du  problème,  des  données  et  des  lieux,  que  je  reproduis  en 
note.  L'auteur  s'est  évidemment  proposé  de  trouver  des  propositions 
dont  l'énoncé  présentâtiedoublecaractèreduthéorèmeetdu  problème; 
mais  il  est  obligé  d'abandonner  la  définition  de  Pappus,  ce  qui  est  une 
première  et  très-grande  difficulté.  En  outre,  il  ne  s'inquiète  nullement 
d'expliquer  en  quoi  les  lieux  qui  figuraient  dans  les  porismes,  se  dis- 
tinguaient soit  des  lieu.T  plans,  soit  des  autres  lieux  sur  lesquels  les 
géomètres  grecs  avaient  écrit  divers  traités,  car  on  ne  peut  admettre 
qu'il  n'y  avait  entre  eux  aucune  différence  essentielle.  Mais  ce  cpie 
nous  avons  à  dire  deviendra  beaucoup  plus  clair  en  raisonnant  sur  un 

»   tlieorenia  propositi ,  analysis  erit  problematis;  compositio  aiitcni  analysi  respondens 
»  erit  constructio  et  dernonstratio  problematis. 

»   Quoniam  Pappi  definitio  porismatis  nimis  generaiis  est,  vice  ejus  sit  hsec,  viz. 

»  IV.  Porisma  est  proposiiio  in  qua  proponitur  demonstrare  rem  aliquam,  vei 
•>  |)lures  datas  esse,  cui,  vel  quibus,  ut  et  cuilibet  ex  relnis  innumeris  non  qaidem 
>>  datis ,  sed  qiiae  ad  ea  quae  data  sunt  eandem  habent  relationem ,  convenire  osten- 
1.   denduni  est  affectioneni  quandam  comnnineni  in  propositionc  descriptam. 

>>  Porisma  etiam  in  forma  problematis  enuntiari  potest ,  si  nimirum  o.\  qu*  data 
»   demonstranda  sunt ,  invenienda  proponantur. 

»  V.  Locus  est  pi-opositio  in  qua  pro])ositum  est  datam  esse  demonstrare,  vel  inve- 
»  nire  lineam  aut  superficiem  cujiis  quodlibet  ])unctum,  vel  superliciem  in  quà  quîe- 
..  libet  linea  data  legc  descripta,  communem  habet  proprietatem  in  propositione  de- 
>>  scriptam. 

»  Unde  palet,  quod  Pappus  affirmât,  locos  speciem  esse  |M)rismatis  ;  et  comiminis 
»  affectio  quae  de  punctis  aut  lineis  hisce  demonstranda  proponitrir,  est  ea  omnia  sila 
"   esse  in  una  quadam  linea  aut  superficie,  quae  quidem  invenienda  est. 

»  Aliœ  autem  propositiones  in  quibus  proponitur  aliquid  demonstrare,  aut  inve- 
»  nire,  praeter  eas  quae  Data  aut  Porisniata  sunt,  simpliciter  theoremata  aut  proble- 
»    mata  vocantur.    «  [Opcrri  qiiœdam  reliqua,  pag.  SaS  ct324.  ) 
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exemple.  Prenons  à  cet  effet  la  proposition  I,  (|iii  est  d'ailleurs  l'cin  des 
exemples  choisis  par  Simson  pour  expliquer  sa  pensée. 
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Proposition  I. 

Etant  donné  une  droite  PQ  et  un  cercle  NBC,  // 
existe  un  point  A  tel,  que,  menant  par  ce  point  une 
droite  (juelconque  (jui  rencontie  la  droite  en  M  et 
la  circonférence  en  N,  le  rectangle  AM  x  AN  sera 
constant . 

On    démontre   aisément  que  le    point  A,   où    la 
"  perpendiculaire  OL  abaissée   du   centre  O  sur    la 

droite  PQ  rencontre  la  circonférence,  jouit  eu  effet  de  la  propriété 
énoncée,  et  que  l'on  a 

AM  X  AN  =  AL  X  AB, 

B  étant  le  point  de  la  circonférence  diamétralement  opposé  à  A. 

L'énoncé  ci-dessus  affirme  la  possibilité  de  trouver  un  point  tel 
que  A,  qui  jouisse  de  cette  propriété  que  le  rectangle  AM  x  AN  soit 
constant,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  droite  MAN.  Il  y  a  dans  le 
fait  de  cette  affirmation  un  théorème,  en  tant  qu'il  s'agit  de  démontrer 
que  le  point  A  existe  en  effet.  Mais  comme  ce  point  n'est  pas  donné 
par  l'énoncé,  non  plus  que  la  valeur  du  produit  AM  x  AN,  il  y  a  là 
en  réalité  un  problème  à  résoudre.  Simson  réunit  ainsi  dans  un  même 
énoncé  le  double  caractère  du  théorème  et  du  problème,  objet  prin- 
cipal qu'il  avait  en  vue. 

Le  même  exemple  lui  sert  à  expliquer  comment  il  conçoit  les  lieux. 
La  proposition  ci-dessus  sera  un  lieu  si  on  la  présente  sous  cette  forme  : 
Etant  donné  un  point  A  et  une  droite  PQ,  si  F  on  mène  comme  on 
voudra  la  droite  AM  qui  rencontre  PQ  en  M,  et  que  sur  son  prolonge- 
ment on  porte  une  longueur  AN  telle,  que  le  rectangle  AM  x  AN  soii 
constant,  le  lien  du  point  N  sera  une  circonjérence  de  cercle. 

Ici  l'affirmation  porte  sur  ce  point  que  le  lieu  de  N  est  une  circonjé- 
rence de  cercle.  Simson  dit  qu'une  pareille  proposition,  qu'il  appelle  lU! 

33,. 
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lieu,  diffère  du  théorème  local,  lequel  s'énoncerait  de  cette  manière  : 
Si  l'on  a  nue  circonjérence  ABC  et  une  droite  PQ  ;  que  du  centre  O  on 
idmisse  OT;  perpendiculaire  sur  PQ,  et  que  par  le  point  A  où  cette  per- 
pendiculaire rencontre  la  circonjérence  ou  mène  comme  on  voudra  la 
droite  MAIN  terminée  en  M  à  la  droite  PQ  et  en  N  à  la  circonjérence, 
on  aura  AM  X  AN  =  AL  x  AB.  Sinison  entend  par  théorème  local 
une  proposition  dans  laquelle  on  démontre  qu'une  certaine  propriété 
appartient  à  un  lieu  géométrique  connu,  mais  il  ne  donne  pas  ce 
nom  aux  propositions  dans  lesquelles  il  s'agit  de  démontrer  qu'il 
existe  ou  de  trouver  une  des  lignes  droites,  des  circonférences  de  cer- 
cle, etc.,  dont  tous  les  points  jouissent  d'une  même  propriété,  définie 
par  l'énoncé.  Il  leur  réserve  le  nom  de  lieux. 

xAprès  avoir  établi  cette  distinction  entre  les  lieux  et  les  propositions 
locales,    Simson    s'occupe   d'expliquer   la   définition   des    géomètres 
récents,    rapportée  par   Pappus  et   ce  que   cet  auteur  dit  lui-même 
des  lieux,    au   sujet  de  cette   définition.    11    suppose  que   dans   l'é- 
noncé ci-dessus  du  théorème  local,  on  ne  donne  ni  le  point  A,   ni  la 
valeur  du  produit  constant  AM  X  AN,  et  que  l'on  affirme  d'une  part 
que  le  point  A  existe,  et  d'autre  part  que  le  rectangle  AM  x  AN  est 
constant.  Comme  on  e.st  ainsi  ramené  à  l'énoncé  duquel  nous  sommes 
partis,  il  voit  dans  cette  circonstance  l'explication  cherchée.  Il  consi- 
dère en  conséquence  le  porisme  comme  un  théorème  local  de  l'énoncé 
duquel  on  aurait  retranché  quelque  chose;  et  réciproquement,  en  ajou- 
tant quelque  chose  à  l'énoncé  du   porisme,  celui-ci  doit  devenir  un 
théorème  local.  Il  fait  remarquer  finalement  que  la  chose  retranchée 
peut  être  la  nature  même  du  lieu  géométrique.   Ainsi  on  peut  faire 
cette  question  :  Etant  donné  un  point  k  et  une  droite  PQ  on  mène  à 
volonté  AM,  et  sur  le  prolongement  de  cette  dernière  droite  on  porte 
une  longueur  AN  telle,  que  le  rectangle  AM  x  AN  soit  égal  à  un  rec- 
tangle donné.  Trouver  le  lieu  du  point  1^.  Nous  verrons  plus  loin  que 
Simson  a  rencontré  ici,  sans  le  savoir,   la  véritable  forme  des  énoncés 
du  Traité  des  Porismes. 

L'ouvrage  de  Simson  renferme  un  grand  nombre  de  propositions. 
Les  unes  sont  des  lieux,  et  notamment  celles  qu'il  pi'ésente  comme 
ayant  dû  être,  dans  Euclide,  les  divers  cas  de  cette  proposition  géné- 
rale de  Pappus  sur  le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  triangle  variable, 
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les  deux  autres  sommets  étant  assujettis  à  glisser  siii'  des  droites 
fixes,  et  les  trois  cotés  toui'uant  respectivement  autour  de  pôles  fixes 
situés  en  ligne  droite.  Dans  les  énoncés  de  toutes  ces  propositions, 
Simson  décrit  d'abord  les  conditions  qui  règlent  le  mouvement  i\u 
point  variable,  puis  il  affirme  que  le  lieu  géométrique  de  ce  point  est 
une  ligue  droite. 

Il  est  difficile  de  ne  pas  voir  là  de  véritables  théorèmes  semblables 
en  tout  aux  propositions  que,  d'après  Pappus,  renfermait  le  Traité  des 
lieux  plans  d'Apollonius. 

Quant  aux  Porismes  autres  que  les  lieux,  Simson  en  donne  un  cer- 
tain nombre.  Quelques-uns  sont  de  nouveaux  exemples  qui  lui  ser- 
vent à  expliquer  ses  idées,  quatre  autres  sont  des  porismes  de  Fermât, 
mis  sous  la  nouvelle  forme.  Enfin,  six  sont  présentés  comme  ayant  dû 
faire  partie  de  l'ouvrage  d'Euclide.  Ces  derniers  offrent  un  degré  par- 
ticulier d'intérêt,  en  voici  les  énoncés. 

Proposition  XXIII. 

Étant  donné  deux  points  P,  P'  et  une  dioite 
IH,  si  l'on  mène  les  droites  PI,  P'I  à  un  point 
quelconque  de  IH,  et  que  PI  détermine  sur  une 
droite  fixe  FH,  à  partir  du  point  donné  F  un  seg- 
ment FG,  on  peut  trouver  une  autre  dioite  F'H' 
et  sur  cette  dernière  unpoint  F'  tels,  que  le  segment 
F' G'  déterminé  par  V'\  soit  à  FG  dans  un  rap- 
port donné. 

Ce  porisme  est  tiré  de  la  première  phrase  de 
cette  partie  du  texte  de  Pappus  qui  renferme 
les  exemples  de  porismes.  La  droite  et  le  point  demandés  peuvent 
s'obtenir  comme  il  suit.  Par  le  point  P  on  mène  PF  qui  rencontre 
IH  en  R;  et  de  ce  point  on  tire  RP'.  D'autre  part  on  mène  PQ  paral- 
lèle à  FH,  et  on  joint  QP'.  La  droite  cherchée  est  parallèle  à  QP',  et 
il  ne  reste  plus  qu'à  la  mener  de  manière  que  le  segment  F' G'  soit  à  FG 
dans  la  raison  donnée. 
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Proposition  XXXIV. 

Etant  donné  un  triangle  aS'Ç  et  deux 
points  fixes  --j ,  è  en  ligne  droite  avec  le 
sommet  Ç,  si  l'on  mène  à  un  point  quel- 
conque £  de  aê  les  droites  ys,  àî,  qui  ren- 
contrent respectivement  aÇ  en  yj  et  êÇ  en  y., 
la  droite  jjx  pivotera  autour  d'un  point 
fixe. 

Ce  porisme  correspond  à  l'exemple  que 
j'ai  traduit  ainsi  «  que  telle  droite  passe  par  un  point  fixe.  »  Sa  dé- 
monstration est  une  conséquence  immédiate  du  lemme  XIII,  dont 
nous  avons  reproduit  la  figure. 

Proposition  XLI. 

Étant  donné  un  point  C  et  deux  droites 
OX,  OY,  on  peut  ti ouver  sur  ces  dernières 
deux  points  fixes  A,  B,  tels,  que  le  pro- 
duit des  segments  AP,  BQ,  déterminés  par 
une  transversale  quelconque  passant  par  le 
point  C,  soit  constant. 

Ce  porisme  correspond  au  dernier  des  exemples  qui  se  rapportent 
au  premier  livre  du  Traité  d'Euclide.  Les  points  A,  B  ne  sont  autre 
chose  que  les  sommets  du  parallélogramme  construit  dans  l'angle  YOX 
sur  la  diagonale  OC. 

Proposition  L. 

Deux  cercles  étant  donnés ,  on  peut 
trouver  un  point  tel  que^  si  de  ce  point 
on  mène  aux  deux  circonféiences  res- 
pectivement des  droites  jormant  entre 
elles  un  angle  donné,  et  que  Von  achève 
le  triangle,  tous  les  triangles  ainsi  con- 
struits seront  semblables  entre  eux. 

Ce  poiisme  correspond  au  sixième  exemple  du  troisième  livre.  Pour 
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trouver  le  point  qui  jouit  de  la  propriété  énoncée,  soient  A,  B  les  cen- 
tres des  deux  cercles.  Sur  la  droite  AB  construisez  un  triangle  SAJt  tel, 
que  l'angle  S  soit  égal  à  l'angle  donné,  et  que  les  côtés  SA,  SB  soient 
entre  eux  comme  les  rayons  des  cercles  A  et  B,  le  sommet  S  sera  le 
point  cherché,  c'est-à-dire  que  si  l'on  mène  à  volonté  les  droites  Sri, 
Sh  faisant  entre  elles  l'angle  nSb  égal  à  ASB,  le  triangle Saè  sera  sem- 
hlahle  à  SAB. 

Pour  résoudre  ce  problème,  Simson  décrit  sur  AB  un  segment  ca- 
pable de  l'angle  donné,  puis  il  y  inscrit  deux  cordes  qui  soient  entre 
elles  comme  les  rayons,  ce  qui  est  l'objet  du  lemme  XXIX. 

Proposition  I.III. 

Etant  donné  un  cercle  et  un  point  i^,  o/i 
peut  trouver  un  autre  point  Q  tel^  que  me- 
nant par  le  premier  une  corde  ou  sécante 
quelconque  BC,  les  droites  BQ,  CQ  inter- 
ceptent sur  la  circonjérence  des  arcs  égaux 
AB,  CD. 

Ce  porisme  correspond  au  septième  exemple  du  troisième  livre.  Pour 
trouverle  point  Q,  on  mène  par  le  point  donné  P  une  corde  quelcon- 
que CB,  et  par  le  point  C  perpendiculairement  au  diamètre  sur  lequel 
se  trouve  le  point  P,  une  autre  corde  CA.  T.a  droite  AB,  prolongée, 
coupe  ce  diamètre  au  point  cherché. 

Propositions  I,VII,  LVIII  et  LXl. 

Si  de  (leu.x  points  donnés  \^  B,  on  mène 
à  un  point  quelconque  C  d'une  circonfé- 
rence donnée  des  droites  qui  la  rencon- 
trent de  nouveau  en  D,  E,  la  corde  DE 
fera  un  angle  constant  EDF  avec  une 
certaine  droite  DF  passant  par  un  point 
fixe  F,  ou  bien  sera  parallèle  à  une  droite 
fixe,  ou  bienencore  passera  elle-même  par 
un  point  fixe. 

Ce  porisme  correspond  au  huitième  et  dernier  exemple  du  troisième 
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livre.  Pour  construire  le  point  F  flans  le  cas  le  plus  général,  on  mène 
une  sécante  AC  par  le  point  A,  et  on  détermine  sur  AB  le  point  K  pour 
lequel  on  a 

AK  X  AB  =  AD  X  AC. 

V 

Sur  le  flianièlre  passant  par  le  point  K,  on  détermine  le  point  F  par 
la  condition  FG:FII  :  :IvG:  KII. 

Lorsque  le  point  B  est  à  l'infini,  ou  lorsque  la 
corde  CE  est  parallèle  à  AB,  le  point  R  se  confond 
avec  A. 

La  figure  ci-dessus  de  la  proposition  LUI  pré- 
sente le  cas  où  la  corde  est  parallèle  à  une  droite 
fixe,  l'  et  Q  sont  alors  les  deux  points  donnés 
et  AC  est  la  corde  que  l'on  considère. 

Ces  diverses  propositions  sont  faciles  à  démon- 
trer. Elles  satisfont  d'une  manière  très-remar- 
quable à  la  condition  qui,  pour  Simson,  caractérise  les  porismes. 
Mais  ce  résultat  n'est  obtenu  qu'au  moyen  de  plusieurs  suppositions 
qui  sont  loin  d'être  justifiées.  Eu  effet,  on  a  déjà  remarqué  que  la 
forme  adoptée  pour  les  énoncés  de  ces  propositions  s'écarte' de  l'an- 
cienne définition  rapportée  par  Pappus.  Pour  satisfaire  à  la  seconde, 
il  a  fallu  attribuer  au  texte  grec  une  signification  qui  paraît  complè- 
tement arbitraire. 

Le  type  d'énoncé  auquel  Simson  rapporte  les  porismes,  était  connu 
des  géomètres  de  l'antiquité,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  le  commentaire 
d'Eutoce  sur  les  sections  coniques  d'Apollonius  [*].  Il  cite  un  exemple 
de  lien  plan,  d'après  Apollonius.  Or  l'énoncé  de  cette  proposition 
ajjînne  la  possibilité  de  décrire  un  lieu  géométrique  dont  tous  les  points 
jouissent  d'une  propriété  assignée.  Il  est  vrai  que  Pappus,  dans  sa  Notice 
sur  les  lieux  plans ,  ne  rappelle  pas  cette  forme  d'énoncé,»  mais  on 
doit  observer  que,  donnant  des  énoncés  généraux  qui  résiunent  les 
énoncés  particuliers  d'Apollonius,  il  a  bien  pu  ne  pas  s'astreindre  à  en 
conserver  le  type  primitif. 

[  *  ]  Voir  le  §  I  de  rAj.penclicc ,  à  la  fin  de  ce  Mémoiie. 
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Ce  genre  tie  propositions  dans  lesquelles  Simson  fait  consister  les 
porisnies,  a  été  cultivé  par  plusieurs  géomètres  anglais,  lesquels  se 
sont  attachés  seulement  à  reproduire  la  même  forme  d'énoncés  [*  |, 
sans  faire  avancer  l'interprétation  de  Pa|)pus.  Toutefois,  je  dois  men- 
tionner l'opinion  de  Playfair,  qui  pensait  que  les  anciens  avaient 
compris  sous  le  nom  de  porisme  des  propositions  où  l'on  affirme  la 
possibilité  de  trouver  des  conditions  qui  rendent  un  problème  indé- 
terminé ou  susceptible  d'un  nombre  infnii  de  solutions  [**  |.  Cette 
définition,  si  elle  était  exacte,  aurait  l'avantage,  sur  celle  de  Simson, 
d'assigner  le  but  qu'Euclide  avait  pu  se  proposer  en  écrivant  son 
Traité  des  Porisines. 

Leslie  a  présenté  [***J  la  doctrine  des  porismes,  telle  que  l'ont 
conçue  Simson  et  Playfair,  sous  une  forme  plus  nette  que  ne  l'avaient 
fait  ces  deux  géomètres,  et  surtout  sans  cette  prolixité  qui  rend  la 
lecture  de  Simson  si  fatigante. 

Conjecture  de  Hoënc  fVrnnski. 

Hoëne  Wronski  [****]  n'admettait  pas  la  divination  de  Simson.  Dans 
sa  pensée,  la  solution  de  la  question  des  porismes  devait  nécessaire- 
ment dépendre  de  quelque  distinction  à  établir  entre  les  théorèmes  et 
les  problèmes,   qui  permettrait  de  les  séparer  en   deux  classes,  dont 

[*]  L'ouvrage  de  Matthaews  Stewart,  qui  a  pour  titre  :  Some  gênerai  theorems  tij 
considérable  use  in  the  higher  parts  of  mathematics ,  etc.,  c'est-à-dire  quelques  tliéa- 
rèmes  généraux  d'un  grand  usage  dans  les  hautes  mathématiques ,  et  dont  j'ai  donné  , 
en  1848,  un  précis  analytique  complet  dans  le  tome  XIII  de  ce  Journal,  se  compose 
de  propositions  dont  les  énoncés  ont  la  forme  que  Simson  croit  propre  aux  porismes. 

Wallace  et  lord  Brougham  ont  donné,  sous  le  titre  de  Porismes ,  diverses  proposi- 
tions en  1 798 ,  le  premier  dans  les  Transactions  de  la  Société  royale  d'Edimbourg ,  et  le 
second  dans  les  Transactions  philosophiques  de  la  Société  royale  de  Londres. 

[**]  «  A  proposition  affirming  the  possibility  of  findingsuch  conditions  as  will  render 
i>  a  certain  problem  indeterminate,  or  capable  of  innumerable  solutions,  v  (  Transactions 
de  la  Société  royale  d'Edimbourg  ;  I7g4;  tome  III,  page  170.) 

[***]  Geometrical  analysis ,\\v.  III,in-8'';  Edimbourg,  1S09  et  1821.  Une  traduc- 
tion française  de  cet  ouvrage  a  été  publiée  à  la  suite  du  deuxième  Supplément  à  la 
Géométrie  descripti\>e  Ae'Ri\c\K\.te\  in-4°;  Paris,  1818. 

[****]  Introduction  à  la  Philosophie  des  Mathématiques  et  technie  de  l'Algorithmic  ; 
in-4°;  Paris,  i8n;  page  217. 
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l'une  comprendrait  les  porismes  et  l'autre  les  problèmes  ordinaires 
Ua  première  de  ces  deux  classes  aurait  été  composée  des  problèmes 
dans  lesquels  le  but  qu'on  se  propose  d'atteindre  est  nccessaireinent 
possible;  tel  est  le  cas  où  l'on  demande  de  trouver  le  centre  d'un  cercle 
donné.  Les  problèmes  de  la  seconde  classe  auraient  été,  par  contre, 
ceux  où  la  possibilité  du  but  qu'on  se  propose  d'atteindre  a  besoin 
d'être  démontrée.  Par  exemple,  taire  passer  une  circonférence  par  trois 
points  donnés  serait  un  problème  ordinaire,  parce  que  la  possibilité 
de  la  résoudre  n'est  pas  évidente  à  priori.  On  sait  qu'en  effet  la  possi- 
bilité de  faire  passer  une  circonférence  par  trois  points  donnés  est 
l'objet  d'un  théorème  de  géométrie  élémentaire. 

Ce  système  n'est  autre  chose  que  l'application  aux  Porismes  d'Eu- 
clide  de  la  définition  du  mot  Tro^itTfxct  donnée  dans  un  sens  purement 
philosophique  :  Verhum  Dialecticorum,  P roloquium ,vel  P roblemacjuod 
consecutionein  habet  necessariain  atque  hœrentern  iis  quœ  jàni  prohata 
sunt  et  compertn  [*  ]. 

Conjecture  de  M.  Poncelet. 

L'énoncé  général  donné  par  Pappus  comme  résumant  des  proposi- 
tions du  premier  livre  des  Porismes  et  quelques-uns  des  lemmes  qui  se 
rapportent  à  cet  ouvrage  se  présentent  comme  des  conséquences  très- 
simples  des  recherches  de  M.  Poncelet  sur  les  propriétés  projectives 
des  figures.  Cette  circonstance  lui  a  paru  être  de  nature  à  faire  croire 
«  que  le  Traité  de  Porismes  d'Euclide  n'avait  guère  d'autre  objet 
»  que  ces  propriétés  générales  et  abstraites  des  figures,  dont  le  carac- 
»  1ère  ne  pouvait  que  difficilement  être  défini  par  la  langue  de  la  géo- 
»  métrie  ancienne;  en  un  mot,  que  les  porismes  étaient  de  véritables 
»  propriétés  projectives,  déduites  par  Euclide  des  considérations  de  la 
n  perspective. ..  [**].    » 

Opinion  cV Eisenmann. 

M.  Poncelet  nous  apprend  [***]  que  le  jjrofesseur  Eisenmann  parta- 
geait cette  opinion  ;  mais  ce  dernier  doit  être  considéré  comme  ayant 

[*]   Thésaurus  linguœ  grœcœ ,  nouvelle  édition,  au  mot  népiirfccc. 

[**]   Traité  des  propriétés  projectives  des  figures ,  page  xxxii  de  l'Introduction. 

[***]  Ibid.,  Note  de  la  page  xxxvij. 
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appartenu  à  l'école  de  Siiuson;  c'esl  du  inoins  ce  qui  semble  n'-suitei- 
de  celte  phrase,  où  il  dit  en  parlant  de  Pappus  :  «  N'est-ce  pas  lui 
»  seul  qui  nous  a  conservé,  dans  une  Notice  abrégée,  la  connaissance 
»  de  ce  savant  Traité  d'Euclide,  œuvre  de  l'art  le  plus  relevé,  ou  il 
»  enseigne  la  détermination  des  constantes  arbitraires,  comme  nous 
»   nous  exprimons  aujourd'hui  [*]?   » 

Opinion  tli:  M.  Chastes. 

M.  Chasles  s'occupe  depuis  longtemps  de  cette  grande  énigme  des 
porismes.  Il  admet,  avec  Simson,  que  les  porismes  d'Euclide  étaieni 
des  propositions  dans  l'énoncé  desquelles  on  affirmait  la  possibilité  de 
trouver  certaines  choses.  Mais,  dans  sa  pensée,  la  question  générale  à 
laquelle  Euclide  a  pu  destiner  ses  porismes,  a  dû  être  celle-ci  : 

Un  lieu  étant  déterminé  par  une  construction  communia  tous  ses 
points  ou  par  un  certain  système  de  coordonnées ,  trouver  une  autre 
construction  ou  un  autre  système  de  coordonnées  qui  satisjasse  à 
tous  les  points  de  ce  lieu ,  et  qui  en  jasse  connaître  la  nature  et  la  po- 
sition. 

Les  porismes  auraient  été  des  propositions  dans  lesquelles  on  éta- 
blissait la  possibilité  de  trouver  ces  nouveaux  modes  de  construction, 
ces  nouvelles  coordonnées  qui  permettaient,  soit  de  substituer  à  l'ex- 
pression géométrique  ou  analytique  d'un  lieu  une  autre  expression 
plus  simple  propre  à  en  faire  mieux  connaître  la  nature  et  la  position, 
soit  «  de  ramener  à  une  même  description  ou  à  un  même  système  de 
»  coordonnées  les  différentes  parties  d'une  figure  qui,  par  les  hypo- 
»  thèses  de  la  question,  étaient  produites  par  des  descriptions  ou  des 
»  coordonnées  différentes.  »  La  doctrine  des  Porismes  aurait  ainsi 
formé  une  véritable  Géométrie  analytique  qui  ne  différait  de  la  nôtre 
que  par  les  symboles  et  les  procédés  de  l'Algèbre  [**]. 

[*J  «  Nonne  is  est  qui  doctissimuin  illud  Euclidis  et  sunimoe  artis  opus,  quo  arbi- 
>i  trarium  constantiiini ,  ut  iiunc  loquiiiuir  ,  deterniinationes  instituuntur,  solus  nobis 
u  compendiaria  notitia  servavit?  »  (  Pappi  Alexandri?ii  Collect.  mathem.  ntinc  primuni 
grœcè  cdidit  Hermannus-Joscphus  Eisenmann,  etc.,  libri  quinli  pars  altéra  ;  in- folio; 
Paris,  1824;  Préface.) 

[**]  Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en  Géométrie  ; 
111-4";  Bruxelles,  1837  ;  pages  12  ,  274  p'  *•  ^o'"'  ^"ssi,  du  même  auteur,  le  Traité  de 
Géométrie  supérieure  ;  in-8°;  Paris,  i852.  Discours  d'inauguration,  pages  .xliii  eti,x,\. 
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Suivant  M.  Chasles,  les  porismes  étaient,  par  rapport  aux  |)rnposi- 
tions  locales,  ce  que  les  données  étaient  par  rapport  aux  simples  théo- 
rèmes des  Éléine/its,(\e  telle  sorte  que  la  coîiception  rie  porismes  aurait 
dérivé  de  celles  des  données.  Cette  manière  de  voir  lui  paraît  confirmée 
par  le  Traité  des  Connues  géométriques  [*]  du  géomètre  arabe  Ilassan- 
ben-Hassan-ben-Haïtem,  qui  florissait  au  commencement  du  xi"  siècle. 
On  trouve,  en  effet,  dans  ce  Traité  quinze  propositions  relatives  à  des 
lieux  géométriques,  lesquelles  offrent  cela  de  remarquable,  que  c'est  la 
nature  de  ces  lieux  qui  est  la  chose  qu'on  démontre  être  connue. 
îîassan-ben-IIassan  dit  que  ce  sont  là  «  des  choses  tout  à  fait  neuves, 
<i  et  dont  le  genre  même  n'était  pas  connu  des  anciens  géomètres.  » 
M.  Chasles  suppose  que  les  porismes  d'Euclide,  qui  existaient  encore 
en  Orient^u  xiii"  siècle  suivant  le  géomètre  Castillon  [**],  n'ont  pas 
été  sans  influence  sur  cette  production  du  géomètre  arabe. 


DEUXIEME  PARTIE. 

COMMENTAIRE  DES  TEXTES  DE  PAPPUS  ET  DE  PROCLUS. 

En  présence  de  la  diversité  des  opinions  qui  ont  été  exprimées  sur 
les  porismes  depuis  la  fin  du  xvi'^  siècle  jusqu'à  nos  jours,  on  sent  la 
nécesssité  de  se  rattacher  plus  étroitement  aux  textes  que  Pappus  et 
Proclus  nous  ont  laissés,  et  de  procéder  autant  que  possible  par  voie 
(l'interprétation  littérale.  C'est  ce  que  j'ai  fait  en  présentant  une  tra- 
duction qui  les  reproduit  presque  mot  pour  mot,  et  d'après  laquelle 
on  a  pu  se  former  une  première  idée  de  ce  que  je  crois  qu'étaient  les 
porismes.  Il  ne  me  reste  phis  qu'à  justifier  dans  ses  détails  l'interpré- 
tation que  j'ai  adoptée,  notamment  en  ce  qui  concerne  les  passages 
pour  lesquels  je  n'ai  pas  suivi  les  versions  de  Commandin,  de  Halley 
et  de  Simson. 

§  I.  —   Objet  et  utilité  du   Traité  des  Porismes.  —  Premiers  détails 
qui  prouvent  que  les  porismes  diffèrent  des  proportions  ordinaires. 

J'ai  peu  de  remarques  à  faire  sur  les  généralités  par  lesquelles  Pap- 

[*]  Voir  le  §  II  de  l'appendice  à  la  fin  de  ce  Mémoire. 

[**]  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  années  1786- 1787. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  269 

pus  commence  sa  Notice  stir  les  Porismes.  Il  nous  apprend  que  ces 
porismes  olïiaient  les  moyens  de  résoudre  les  problèmes  difficiles  et 
de  découvrir  les  consé(juences  des  hypothèses  ou  les  événements,  pour 
nous  servir  d'un  mot  qui  a  été  autrefois  employé  dans  ce  sens  mathé- 
matique, ainsi  qu'on  le  voit  par  ce  titre  d'un  ouvrage  de  Desargues  : 
Brouillon-projet  d'une  atteinte  aux  événements  des  rencontres  d'un 
cône  avec  un  plan,  etc. 

Le  nombre  des  porismes  est  iUinnté.  Cependant  les  géomètres  venus 
après  Euclide  n'en  avaient  ajouté  aucun  à  ceux  dont  lui,  le  premier, 
avait  formé  un  recueil.  Mais  Pappus  les  blâme  pour  avoir  fait  à  quel- 
ques-uns certaines  additions  spécifiées  par  les  mots  Sè'jnpa.ç  yfa(pa,ç, 
que  Commandin  traduit  par  secundas  descriptiones.  T/idée  qui  se  pré- 
sente d'abord,  c'est  qu'il  s'agit  de  secondes  démonstrations ,  et  que 
^patpw  signifie  démonstration.  Cela  exige  que  le  terme aTrocTj/^/ç  que  l'on 
trouve  dans  la  même  phrase  et  qui  ordinairement  a  cette  signification, 
soit  pris  dans  le  sens  d'exposition  ou  d'exemple,  car  Pappus  dit  que 
chaque  porisme  paraissait  un  certain  nombre  de  fois  dans  l'ouvrage 
d'Euclide,  et  que  chaque  fois  Euclide  n'en  donnait  qu'ime  seule  dé- 
monstration, ^'sti'  ypACÇ/nf  [*],  extrêmement  lumineuse.  Toutefois  il  ne 
serait  pas  impossible  que  yça<pyi  dût  être  traduit  par_//g?/re.  Alors 
il  s'agirait  simplement  de  figures  nouvelles  ajoutées  mal  à  propos  à 
l'unique  figure  donnée  par  Euclide  dans  chaque  exemple  de  porisme. 

Cette  circonstance,  que  chaque  porisme  paraissait  un  certain  nom- 
bre de  fois,  a  embarrassé  Halley.  Ce  géomètre,  qui,  selon  toute  vrai- 
semblance, supposait  que  les  porismes  étaient  certaines  propositions 
que  l'on  énonçait  et  que  l'on  démontrait  ensuite,  ne  concevait  pas 
que  ces  propositions,  énoncées  et  démontrées  une  fois^  dussent  être 
énoncées  et  démontrées  plusieurs  autres  foisdans  le  mêmeouvrage.  Aussi 
s'est-il  écarté,  dans  sa  version,  du  texte  de  Pappus  et  en  a-t-il  dénaturé 
le  sens  littéral.  Nous  montrerons  bientôt  que  la  nature  de  ces  propo- 
sitions comportait  précisément  ce  que  Halley  croyait  impossible. 


[*]  Je  ne  me  dissimule  pas  que  l'on  pourrait  in'objecter  que  f/i«v  paraît  se  rapporter 
plutôt  à  «wo(?£(|ewv  qui  le  précède  immédiatement  qu'à  •ypayà;.  Halley  a  traduit  dans 
cette  hypothèse,  mais  j'ai  préféré  au  sens  grammatical  le  sens  logique  qui  veut  que 
j<t«v  soit  opposé  à  !?suT£paç. 
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§   11.  —  Éloge  que  Jaii  Pappus  du  Traité  des  Porismes  —  Cet  éloge 
s'applique  spécialement  aux  méthodes  mises  en  usage  par  l'auteur. 

Pappus  (lit  que  les  méthodes  ou  les  théories  mises  en  usage  par  Eu- 
clide  dans  ce  recueil  étaient  à  la  fois  fines,  naturelles,  nécessaires  et 
très-générales,  et  que  l'on  avait  un  extrême  plaisir  à  le  lire  ou  à  l'étu- 
dier lorsqu'on  était  en  état  de  voir  et  de  trouver. 

Un  pareil  éloge  est  assurément  de  nature  à  donner  une  hien  haute 
idée  du  Traité  des  Porismes  et  à  augmenter  les  regrets  que  doit  inspirer 
sa  perte.  Mais  il  faut  se  garder  d'en  conclure  qu'il  renfermait  une 
science  plus  relevée  que  celle  des  autres  traités  du  lieu  résolu.  S'il  en  eût 
été  ainsi,  Pappus,  qui  est  très-exact  et  très-judicieux,  n'aurait  pas 
manqué  de  le  faire  observer.  Or  non-seulement  il  ne  dit  rien  qu'on 
puisse  invoquer  à  l'appui  d'une  semblable  supposition,  mais  encore 
l'ordre  même  dans  lequel  il  présente  ses  notices  peut  être  considéré 
comme  une  preuve  du  contraire.  En  effet,  il  rend  compte  du  Traité 
des  Porismes  inmiédiatement  après  avoir  parlé  des  contacts,  et,  après 
les  porismes,  il  passe  aux  lieux  plans.  La  science  des  porismes  n'était 
donc  pas  supérieure  à  ce  que  nous  connaissons  de  la  géométrie  des 
Grecs. 

Il  ne  faudrait  pas  cependant  tomber  dans  l'excès  contraire  et  amoin- 
drir la  partie  de  cet  éloge  en  le  considérant  comme  ayant  trait  seu- 
lement au  soin  apporté  dans  le  choix  des  questions.  Sans  doute, 
puisque  le  Traité  des  Porismes  était  un  recueil,  et  que  conséquemment 
les  propositions  qu'il  contenait  ne  s'enchaînaient  pas  les  unes  aux 
autres  comme  celles  d'un  traité  didactique  proprement  dit,  Euclide 
avait  pu  choisir  les  questions  les  plus  élégantes  parmi  toutes  celles  que 
ses  immenses  recherches  avaient  dû  lui  faire  rencontrer.  Tous  les  au- 
teurs de  recueils  de  problèmes  usent  naturellement  de  cette  liberté  de 
choix,  de  manière  à  intéresser  le  lecteur  tout  en  l'instruisant.  Mais  ce 
n'est  certes  pas  ce  genre  de  mérite  qui  a  pu  valoir  au  Traité  des  Po- 
rismes une  aussi  éminente  distinction.  C'est  évidemment  sa  haute  utilité 
et  surtout  le  caractère  si  remarquable  des  méthodes  qui  y  étaient 
appliquées.  De  cette  discussion  résulte,  pour  ceux  qui  voudraient  ten- 
ter de  restituer  le  Traité  des  Porismes,  la  nécessité  de  retrouver  ces 
méthodes  elles-mêmes. 
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§  111.  —  De  la  divergence  d'opinions  cjui  existait,  du  temps  de  Pappus, 
entre  les  géomètres,  sur  ta  question  de  savoir  si  les  propositions  du 
Traité  des  Porismes  devaient  être  rangées  parmi  les  théorèmes  ou 
parmi  les  problèmes. 

Nous  avons  déjà  conclu  de  divers  indices  que  les  porismes  n'étaient 
pas  des  propositions  ordinaires.  Pappns  confirme  maintenant  cette 
induction,  en  disant  que  les  porismes  n'étaient,  quant  au  type,  ni  des 
théorèmes,  ni  des  problèmes,  mais  tenaient  en  quelque  sorte  le  milieu 
entre  les  deux,  et  qu'on  pouvait  leur  donner  à  volonté  la  forme  des 
théorèmes  ou  celle  des  problèmes.  D'où  il  résultait  que,  parmi  beau- 
coup de  géomètres,  les  uns  voulaient  que  les  porismes  fussent  des 
théorèmes,  tandis  que  les  autres,  n'ayant  égard  qu'à  la  forme  des  pro- 
positions, les  appelaient  des  problèmes. 

Ces  particularités  sont  le  point  de  la  question  des  porismes  sur  lequel 
l'imagination  des  commentateurs  s'est  le  plus  exercée.  A  l'époque  où 
parut  la  version  de  Commandin,  on  ne  connaissait  en  géométrie  que 
deux  espèces  de  propositions,  les  théorèmes  et  les  problèmes,  et  on  ne 
pouvait  pas  comprendre  qu'il  pût  y  en  avoir  d'autres.  C'était  une 
énigme  qu'on  cherchait  vainement  à  deviner.  On  s'est  attaché  à  ces 
indica'tions  comme  si  elles  eussent  été  la  définition  même  des  porismes, 
et  on  a  cru  que  si  l'on  parvenait  à  découvrir  des  propositions  qui  ne 
fussent  ni  des  théorèmes,  ni  des  problèmes,  ou  plutôt  qui  fussent  à  la 
fois  l'un  et  l'autre  (car  tel  est  en  réalité  le  résultat  auquel  Sinison  est 
parvenu),  la  question  se  trouverait  résolue.  Mais  ce  n'était  point  là  qu'il 
fallait  chercher  le  secret  des  porismes.  Car  cette  discussion  sur  la  ques- 
tion de  savoir  si  les  porismes  étaient  des  théorèmes  ou  des  problèmes 
résultait,  ainsi  que  Pappus  nous  l'apprend,  de  ce  qu'un  grand  nombre 
de  géomètres  ne  connaissaient  pas  la  véritable  définition  des  porismes. 
Cette  divergence  d'opinions  ne  pouvait  dès  lors  être  considérée  que 
comme  un  renseignement  négatif.  Si  Pappus  s'y  arrête  un  instant,  c'est 
sans  doute  non-seulement  pour  mentionner  le  fait,  mais  aussi  parce 
que  lui-même  doit,  en  indiquant  le  nombre  des  propositions  de  l'ou- 
vrage d'Euclide,  faire  connaître  quelle  en  est  l'espèce,  ainsi  qu'il  le 
fait  dans  ses  autres  notices  pour  les  propositions  que  renferment  les 
traités  auxquels  ces  notices  sont  consacrées.  On  voit  en  effet  qu'il  ter- 
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mine  ce  qu'il  a  à  dire  des  porisiiies  en  classant  comme  théorèmes  les 
jMopositions  dont  il  s'agit,  quoiqu'il  soit  certain  qu'elles  avaient  été 
présentées  par  Euclide  sous  forme  de  problèmes. 

4j  IV.  —  En  quoi  les  poris/nes  se  distinguaient  des  théorèmes  et  des 
problèmes.  —  Interprétation  des  anciennes  définitions  rapportées 
par  Pappus. 

Pappus,  après  avoir  signalé  la  divergence  d'opinion  qui  existait  au 
sujet  de  l'espèce  de  propositions  que  constituaient  les  porismes,  ajoute 
que  la  véritable  différence  entre  les  théorèmes,  les  problèmes  et  les 
porismes  était  mieux  connue  des  anciens  géomètres.  Voyons  donc  quel 
^tait,  pour  eux,  le  sens  de  ces  trois  termes  :  théorème,  problème, 
porisme. 

Ils  disaient  : 

Théorème  est  une  vérité  qu'on  énonce  et  qu'il  faut  rendre  évidente 
par  une  démonstration. 

Prohlème  est  lui  but  que  l'on  définit,  et  qu'il  faut  atteindre  par  une 
construction. 

Porisme  est  inie  chose  qu'on  demande  de  découvrir.  Ou  voit,  par 
les  exemples  que  donne  Pappus  d'après  Euclide,  que  cette  chose  est  une 
vérité.  J'adopterai  cette  spécification  comme  propre  à  Euclide;  toute- 
fois nous  verrons  plus  loin  que  Proclus  prend  le  terme  porisme  dans 
un  sens  plus  étendu. 

La  première  de  ces  définitions  est  absolument  la  même  que  celle 
qu'on  donne  aujourd'hui  du  théorème,  tandis  que  la  seconde  diffère  à 
certains  égards  de  la  définition  actuelle  du  problème,  savoir,  que  c'est 
une  question  proposée  qui  exige  une  solution.  On  voit  que  les  modernes 
emploient  le  mot  problème  pour  désigner  non  point  le  but  même  a 
atteindre,  mais  la  proposition  dans  laquelle  il  s'agissait  de  l'atteindre. 
Si  l'on  voulait  pareillement  faire  du  porisme,  qui  est  aussi  un  but  à 
atteindre,  une  proposition,  il  faudrait  dire  : 

Problème  est  une  question  qui  se  résout  par  une  construction, 
Porisme  est  une  question  qui   se    résout  par  la  découverte  d'une 
vérité;  Mais  il  demeurera  bien  entendu  que,  par  le  fond,  problème  et 
porisme  se  l'apportent  au  but  à  atteindre. 
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Le  lecteur  remarque  sans  cloute  déjà  que  je  prends  ici  le  mot  pro- 
blème dans  une  acception  notablement  moins  étendue  qu'on  ne  le  fait 
d'ordinaire.  Mais  cette  restriction  est  ici  tout  à  fait  essentielle,  car 
d'abord  elle  résulte  directement  du  texte  de  l'appus,  et  ensuite  elle 
existe,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier,  dans  les  problèmes  qu'on 
trouve  dans  les  Éléments  d'Euclide.  D'autres  ouvrages  des  géomètres 
de  l'antiquité  viennent  aussi  démontrer  ce  fait. 

Au  surplus,  l'extension  que  l'on  a  donnée  dans  les  temps  modernes 
à  la  signification  du  mot  problème  est  si  peu  nécessaire  en  ce  qui  touche 
la  géométrie  proprement  dite,  que  dans  les  ouvrages  où  l'on  étudie 
maintenant  cette  science  il  n'y  a  qu'un  fort  petit  nombre  de  problèmes 
auxquels  la  définition  des  anciens  ne  pourrait  pas  s'appliquer.  Par 
exemple,  celui  deLegendre  n'offre  sous  ce  rapport  que  deux  exceptions, 
savoir  :  i°  Trouver  la  commune  mesure,  s' il  y  en  a  une,  entre  la  diago- 
nale et  le  côté  du  quarré  [*]  ;  2"  Etant  donné  les  surfaces  A  et  B  d'un 
poljgone  régulier  inscrit  au  cercle  et  d'un  poljgone  semblable  circon- 
scrit, trouver  les  surfaces  A'  et  B'  des  polygones  réguliers  inscrit  et 
circonscrit  d'un  nombre  de  côtés  double  [**].  Dans  la  première  de  ces 
deux  questions  on  est  conduit  à  effectuer  non  point  une  construction, 
mais  à  formuler  cette  vérité  abstraite  :  Qu'il  n'j  a  pas  de  commune 
mesure  entre  la  diagonale  et  le  côté  du  quarré.  C'est  un  véritable  théo- 
rème qu'Euclide  [***]  énonce  de  cette  manière  :  Qu'il  nous  soit  proposé 
de  démontrer  que  dans  le  quarré  la  diagonale  est  incommensurable  en 
longueur  avec  le  côté.  Il  s'agit  bien  là  d'une  vérité  énoncée  qu'on 
propose  de  rendre  évidente  par  une  démonstration. 

La  solution  de  la  seconde  question  consiste  dans  les  deux  formules 
ou  relations 


qui  peuvent  aussi  s'énoncer  comme  des  théorèmes.  Mais  ces  théorèmes 
n'ont  pas  été  donnés  par  Euchde. 

[*]  Livre  m,  problème  XIX. 
[**]  Livre  IV,  problème  XIII. 
[***]  Livre  X,  proposition  CXVII. 
Tome  XX.  —  Septembre  i855.  -J^ 
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L'ancienne  définition  de  problème  est  donc  tellement  conforme  à  la 
nature  des  choses,  que  les  auteurs  modernes  s'en  écartent  eux-mêmes 
rarement,  malgré  la  liberté  que  leur  laisse  la  définition  actuelle.  C'est 
que  la  raison  d'être  de  cette  dernière  est  moins  dans  les  besoins  nou- 
veaux de  la  géométrie  piire^  que  dans  la  nécessité  de  n'avoir  qu'inie 
seule  définition  pour  les  problèmes  géométriques  et  algébriques. 

Ainsi  donc,  pour  les  Grecs,  proposer  un  problème  en  géométrie, 
c  était  demander  de  construire  d'après  une  théorie  connue  des  points, 
des  lignes,  des  figures,  etc.,  dans  des  conditions  assignées,  ou,  plus 
généralement,  dejaire  quelque  opération.  Pappus  et  Proclus  se  servent 
de  ces  deux  mots  xu.xa.'y/.ivi^  et  tzoUji;  qui  ont  bien  réellement  cette 
signification. 

Cela  étant  démontré,  toutes  les  questions  dans  lesquelles  le  but  à 
atteindre,  au  lieu  d'être  simplement  quelque  construction  ou  quelque 
opération  déduite  des  propositions  supposées  connues,  consistait  dans 
la  découverte  d'une  vérité  abstraite  ou  impliquait  cette  découverte, 
étaient  des  Porismes.  Tel  est,  selon  moi,  le  sens  de  cette  définition 
ancienne  rapportée  par  Pappus  :  Trop^^fAx  îjt}  to  vrpoTitvo^uivov  itç 
TTopKTfJLov  auxou  Tou  TTpoT îivo/xfvov.  Un  voit  que  TTopu/ua.  est  ici  rap- 
proché de  7ropi7juoç  et  que  le  premier  de  ces  termes  est  au  second  ce 
que  inventwn  est  à  inventio.  Cette  remarque  caractérise  bien  la  signifi- 
cation géométrique  du  mot  TrcptV/ua.. 

Cette  manière  de  voir  est  assurément  plausible  indépendamment  de 
toute  application  aux  exemples  de  Porismes  que  Pappus  nous  a  con- 
servés. En  effet,  puisque  les  géomètres  de  l'antiquité  avaient  le  terme 
théorème  pour  les  vérités  énoncées  qu'il  fallait  démontrer,  le  terme 
problème  pour  les  questions  qui  se  résolvaient  par  quelque  opération, 
naturellement  ils  devaient  en  avoir  un  troisième  pour  les  questions 
dans  lesquelles  le  but  à  atteindre,  au  lieu  de  consister  dans  une  opé- 
ration, était  ou  impliquait  la  découverte  de  quelque  vérité  abstraite. 
Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  dans  la  géométrie  ancienne,  toute 
vérité  était  démontrée  par  une  construction,  et  que  conséquemment  le 
porisme  suppose  aussi  une  construction.  Les  deux  problèmes  de 
Legendre  que  j'ai  cités  plus  haut  sont  des  porismes  dans  l'acception 
générale  de  ce    mot.  Si  nous  examinoiis   maintenant  le  porisme  de 
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Schooten,  nous  recoun.-iîtrons  que  ce  caractère  appartient  également 
aux  diverses  propositions  qui  ressorleut  successivement  des  recherches 
développées  dans  ce  porisme.  On  voit  qu'il  faut,  dans  cet  exemple  et 
dans  ceux  de  Legendre,  prendre  porisme  plutôt  dans  le  sens  de  véiité 
à  découvrir  que  dans  celui  àt  proposition ,  ou  tic  question  qui  se  résout 
par  la  découverte  d'une  vérité. 

Ces  porismes  qu'on  rencontre  ainsi  çà  et  là  chez  divers  auteurs 
peuvent  déjà  servir  à  fixer  les  idées  sur  le  sens  général  du  mot  po- 
risme. Mais  la  question  de  savoir  ce  qu'étaient  en  particulier  les  Po- 
rismes d'Euclide,  sera  traitée  plus  loin,  lorsque  la  suite  de  ce  com- 
mentaire nous  conduira  à  examiner  les  exemples  tie  porismes  auxquels 
Pappus  a  consacré  une  partie  de  sa  Notice. 

§  V.  —  L'explication  qui  précède  fait  évanouir  la  principale  difficulté 
de  la  question  des  porismes.  —  Comment  l'rmcienne  signification  du 
mot  porisme  a  pu  se  perdre. 

Nous  pouvons  actuellement  tirer  de  ce  qui  précède  la  solution  d'une 
des  principales  difficultés  de  la  question  des  porismes.  En  effet,  le  po- 
risme, tel  que  nous  le  définissons  ici,  était  une  question  posée  sous 
forme  de  problème,  en  ce  sens  qu'il  s'agissait  d'une  chose  inconnut- 
qu'on  demandait  de  trouver,  et  cependant  ce  n'était  pas  uu  problème, 
puisqu'il  ne  consistait  pas,  comme  les  problèmes  ordinaires,  unique- 
ment dans  quelque  opération  qui  fût  la  conséquence  d'une  théorie 
connue.  La  solution  ou  la  vérité  cherchée,  une  fois  découverte,  pou- 
vait être  présentée  sous  la  forme  d'ini  théorème,  car  il  s'agissait  non 
point  dedémontrer  ime  vérité  préalablement  énoncée,  mais  de  décou- 
vrir cette  vérité  même,  et  de  trouver  ensuite  la  construction  néces- 
saire pour  la  démontrer.  Or  ce  sont  là  précisément  ces  particularités 
qui,  au  dire  de  Pappus,  étaient  un  sujet  de  discussion  poin-  les  géo- 
mètres, et  qui  ont  tant  préoccupé  les  commentateurs.  Les  propositions 
auxquelles  je  donne  le  nom  de  porismes  ne  sont  en  effet,  à  propre- 
ment parler,  ni  des  théorèmes  ni  des  problèmes,  et  pourtant  partici- 
pent à  la  nature  des  uns  et  des  autres. 

Ainsi  tombe  cette  grande  difficulté  qu'on  rencontrait  dans  l'inter- 
prétation de  Pappus.  Il  a  suffi  pour  la  faire  disparaître,  de  rétablir  la 

35.. 
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(lislinction  qui  existait  clans  l'antiquité  entre  les  deux  catégories  de  pro- 
positions aujourd'hui  confondues  sous  le  nom  de  problèmes. 

Mais  ici  on  peut  faire  une  objection,  ou  émettre  un  doute.  Comment 
expliquer  que  ces  distinctions  dont  parle  Pappus  aient  pu  être  ou- 
bliées ou  méconnues  par  les  géomètres  de  son  temps?  Car  il  semble 
que  si  le  Traité  des  Porismes  existait  encore  à  cette  époque,  il  devait 
suffire  dp  l'ouvrir  pour  savoir  d'une  manière  précise  ce  que  c'était 
qu  un  porisme.  La  réponse  à  cette  objection  est  facile.  En  effet,  les 
ouvrages  des  géomètres  de  l'antiquité  n'étaient  pas,  à  beaucoup  près, 
aussi  explicites  que  les  nôtres.  Par  exemple,  Euclide  définit  bien  dans 
ses  Eléments  chacun  des  objets  que  l'on  considère  en  géométrie,  mais 
il  ne  dit  nulle  part  ce  que  c'est  qu'un  théorème,  un  problème,  un 
corollaire,  un  lemme,  etc.,  et  même  ces  mots  ne  paraissent  pas  en  tète 
des  propositions.  Chaque  livre  est  précédé  de  définitions,  puis  vien- 
nent les  propositions  qui  consistent  simplement  dans  une  suite  de  pa- 
ragraphes numérotés.  Euclide  ne  dit  pas  non  plus  ce  que  c'est  que  la 
géométrie,  enfin  il  ne  donne  pas  de  définition  générale  dans  le  genre 
de  celle-ci  :  La  géométrie  est  une  science  qui  a  pour  objet  la  mesure 
de  l'étendue.  Si  des  Éléments  nous  passons  aux  Données,  nous  trouvons 
à  faire  des  remarques  analogues.  Ainsi  donc,  à  cette  époque  reculée, 
certaines  notions  qui  sont  aujourd'hui  consignées  explicitement  dans 
les  Traités  de  Géométrie,  ne  s'écrivaient  pas,  mais  se  transmeîtaient 
par  la  tradition.  On  peut  donc  tenir  pour  certain  qu'on  ne  trou- 
vait en  tête  du  Traité  des  Porismes,  ni  la  définition  des  porismes,  ni 
l'indication  de  l'objet  de  ce  traité.  Il  n'est  donc  nullement  extraor- 
dinaire que  la  notion  exacte  du  porisme  ait  pu  se  perdre  pour  beau- 
coup de  géomètres,  à  une  époque  où  l'ouvrage  d'Euclide  existait 
encore. 

Ce  serait  sans  doute  un  curieux  sujet  d'étude  que  l'examen,  dans 
les  documents  scientifiques  qui  nous  restent  des  anciens,  de  l'emploi 
qu'ils  ont  pu  faire  de  certaines  définitions.  Leur  absence  dans  les 
écrits  des  plus  anciens  géomètres  s'explique  sans  peine.  Elles  n'étaient 
pas  nécessaires  lorsque  la  science  ne  se  composait  que  d'un  nombre 
restreint  de  propositions.  Quand  les  éléments  furent  rassemblés  en 
corps  de  doctrine,  on  ne  dut  pas  songer  à  y  ajouter  d'autres  définitions 
que  celles  relatives  aux  termes  employés  dans  les  propositions.  La  dis- 
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tinction  de  ces  dernières  en  théorèmes,  problèmes,  etc.,  ne  dut  venir 
elle-même  que  plus  tard.  On  se  préoccupait  bien  plus  de  la  rigueur  des 
démonstrations  que  de  définitions  dont  la  nécessité  ne  se  faisait  pas 
sentir  encore,  et  qui  n'ont  été  introduites  que  par  suite  du  besoin  d'ap- 
porter plus  de  précision  dans  le  langage.  Pappus  dit,  au  commencement 
du  troisième  livre  de  son  recueil  [*]  :  «  Ceux  qui  se  piquent  de  définir 
»  avec  exactitude  les  objets  dont  s'occupe  la  géométrie,  ont  coutume 
»  d'appeler  problème  toute  proposition  où  l'on  demande  de  faire 
»  quelque  opération  ou  quelque  construction,  et  théorème  toute  pro- 
«  position  où  il  s'agit,  certaines  choses  étant  posées,  de  rendre  évi- 
»  dente,  à  l'aide  du  raisonnement,  une  vérité  qui  résulte  de  ces  choses 
M  et  qui  en  est  entièrement  la  conséquence.  Toutefois,  parmi  les  an- 
»  ciens,  les  uns  disent  que  toutes  les  propositions  sont  des  [)roblèmes, 
»  d'autres  que  ce  sont  des  théorèmes.  »  Ainsi  donc,  du  temps  même 
de  Pappus,  il  s'en  fallait  que  tous  les  géomètres  eussent  des  idées  bien 
arrêtées  sur  le  sens  de  certains  termes,  et,  par  suite  de  la  tendance 
que  nous  avons  à  ne  voir  dans  la  science  que  deux  grandes  divisions, 
savoir  le  connu  et  Vinconnu^  il  n'était  pas  rare  d'en  rencontrer  qui 
ne  supposaient  pas  qu'il  put  y  avoir  d'autres  propositions  que  les 
théorèmes  et  les  problèmes. 

§  VI.  —  Seconde  définition  du  porisme,  imaginée  par  des  géomètres 
récents  ou  contemporains  de  Pappus. 

Mais  s'il  y  avait  du  temps  de  Pappus  des  géomètres  qui,  ne  sachant 
plus  ce  que  c'était  qu'un  porisme,  disputaient  sur  la  question  desa- 
voir si  les  propositions  de  l'ouvrage  d'Euclide  étaient  des  théorèmes  ou 
des  |M"oblènies,  il  s'en  était  aussi  trouvé  d'autres  qui,  s  attachant  à  une 
circonstance  que  présentaient  un  grand  nombre  de  ces  propositions, 
la  prenaient  pour  définition  et  disaient  :  Le  porisme  est  ce  qu'il  faut 
ajoutera  l'hypothèse,  pour  que  celle-ci  devienne  l'énoncé  d'un  théorème 
Local  [**].  Pappus  repousse  celte  définition  comme  contraire  à  celle  des 

[  ]  Ot  Ta  Iv  ^EWpi£Tpé'/.  ÇvjToOfjsvK  jSouXofxsvcPi  T2p^v«zwTS|60v  r?(azptv£iv,.. .  Trpd^Xïj^a  ftSV  «ÇlOÛlTt 
za),£Ïv  if  o5  ■Kprj^iCÙ.iTu.i  Ti  noifiuai  xal  y.azaa/.tvàdai  '  Sîwoïjfia  ai  lu  w,  Ttvwv  ÛTroy.eiiiévwv,  tô 
éjropsvov  «Ùtoîç  zat  jrcivTwç  è7r(<7U(.iêatvov  6zo>ptï(7C(i ,  zmv  ncùatûv  twv  jjlïv  vpoëïrjuCTCt  n«.-jTji, 
Twv  (?è  ÔEWpflfiKTa  î'moct  yaTzdvTMv, 

[  **]  Textuellement  :  Porisme  est  ce  qui  manque  à  l'hypothèse  d'un  théorème  local. 
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anciens  rapportée  plus  haut,  et  à  ce  qui  est  enseigné.  Il  fait  observer 
que  ceux  qui  l'adoptaient  n'étaient  pas  en  état  de  découvrir  par  eux- 
mêmes  tous  les  porisnies,  c'est-à-dire  les  choses  proposées  comme  sujet 
d'investigation,  et  montraient  ce  qui  était  à  chercher,  mais  ne  le  trou- 
vaient pas.  Ceci  demande  à  être  expliqué. 

Qu'une  définition  nouvelle  des  porismes  ait  pu  être  proposée,  c'est 
ce  qui  ne  surprendra  pas  d'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  précé- 
dent paragraphe.  Le  point  important  est  de  saisir  le  véritable  carac- 
tère de  cette  définition,  et  de  tâcher  d'en  tirer  quelque  lumière  sur  la 
nature  des  perismes.  Car  il  n'est  pas  possible  d'admettre  qu'elle  avait 
été  présentée  sans  aucune  apparence  de  fondement. 

Comme  elle  s'appliquait  spécialement  aux  lieux,  qui  étaient  très- 
nombreux  dans  le  Traité  des  Porismes,  ainsi  que  cela  sera  démontré 
plus  loin,  il  fallait  nécessairement  que  la  forme  des  énoncés  relatifs 
aux  lieux  pût  la  justifier.  Or  c'est  ce  qui  arrive  dans  l'exemple 
que  voici  :  Etant  donné  un  point  A  et  une  droite  PQ,  on  mène  à 
volonté  AM,  et  sur  le  prolongement  de  cette  der- 
nière droite  on  porte  une  longueur  AN  telle,  que 
le  rectangle  AM  X  AN  soit  égal  à  un  rectangle 
donné,  trouver  le  lieu  du  point  N. 

La  réponse  à  cette  question  est  que  le  lieu  du 
point  N  est  une  circonférence  de  cercle.  Si  cette 
réponse  était  introduite  dans  l'énoncé,  on  affirme- 
rait alors  que  le  lieu  du  point  N  ainsi  déterminé 
est  une  circonférence  de  cercle,  c'est-à-dire  que 
l'on  énoncerait  un  théorème  sur  le  cercle  :  ce  serait  un  théorème 
local.  Ce  que  l'on  a  pioposé  de  découvrir,  c'est-à-dire  le  porisme  sui- 
vant l'acception  des  anciens  géomètres,  est  donc,  conformément  à  la 
nouvelle  définition,  ce  qui  manque  à  Ihjpothèse  ou  à  l'énoncé  de  la 
question  pour  <pie  celle-ci  devienne  un  théorème  local. 

On  remarquera  que  Simson  a  rencontré  précisément  ce  porisme 
dans  ses  observations  à  la  suite  de  sa  proposition  I,  mais  il  n'a  pas 
adopté  la  forme  d'énoncé  qui  seule  pouvait  rentrer  dans  la  définition 
ancienne.  Il  a  supposé  que  la  nature  du  lieu  devait  être  nécessaire- 
ment indiquée  dans  l'énoncé.  Evidemment  s'il  en  avait  été  ainsi,  aucun 
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géomètre  n'eût  soutenu  que  des  propositions  présentées  sous  cette 
forme  étaient  des  problèmes  et  non  des  tliéorèmes. 

La  forme  des  porismes  relatifs  aux  lieux  étant  ainsi  reconnue,  il 
n'est  pas  inutile  de  faire  observer  qu'elle  se  présente  naturellement,  et 
que  même  elle  tend  à  prendre  place  dans  les  éléments.  Plusieurs  au- 
teurs proposent,  de  nos  jours,  comme  sujet  d'exercice,  des  questions  à 
résoudre,  qui  sont  précisément  de  cette  forme. 

Ce  n'est  point  à  dire  cependant  qu'il  faille  la  regarder  comme  ayant 
été  exclusivement  celle  des  questions  qui,  dans  les  Porismes,  avaient 
pour  objet  les  lieux  géométriques.  La  nature  d'un  lieu  n'est  pas  la  seule 
chose  que  l'on  puisse  proposer  comme  sujet  de  recherche.  On  peut  la 
supposer  connue,  et  demander  de  découvrir  la  relation  qui  existe, 
par  exemple,  entre  les  distances  d'un  point  quelconque  du  lieu  à  des 
droites  ou  à  des  points  fixes,  car  il  est  manifeste  que  ces  distances  ont 
entre  elles  une  certaine  relation,  par  le  fait  seul  que  le  point  considéré 
appartient  au  lieu.  Cette  relation  qu'il  s'agit  de  trouver  présente  encore 
les  caractères  du  porisnie.  La  question  se  résout,  en  effet,  non  point 
par  quelque  opération,  mais  par  l'énoncé  d'une  vérité  abstraite.  La 
seconde  définition  du  porisme  s'applique  encore  directement  aii.v 
questions  de  cette  espèce 

Il  résulte  de  l'examen  que  nous  venons  de  faire  de  cette  seconde  dé- 
finition du  porisme,  que  le  lieu  proposé  par  Fermât  n'est  pas  un 
porisme.  Quant  au  porisme  de  Schooten,  on  n'y  trouve  rien  qui  puisse 
être  considéré  comme  se  rapportant  à  cette  même  définition.  On  voit 
enfin  que  R.  Simson  n'a  pas  deviné  juste  et  .s'est  complètement  écarté 
du  but  qu'il  poursuivait. 

§  VIL  —  Comment  les  anciens  ont  pu  se  servir  d'un  même  terme  pour 
désigner  les  corollaires  et  les  porismes. 

L'une  des  conditions  à  remplir  dans  l'interprétation  des  porismes  est 
d'expliquer  comment  les  anciens  ont  pu  être  conduits  à  se  servir  d'un 
seul  et  même  terme  pour  désigner  des  choses  aussi  différentes  entre  elles 
que  les  corollaires  et  les  porismes.  Cette  explication  est  maintenant 
facile.  En  effet,  par  cela  seul  que  le  porisme  était  une  vérité  qu'il  Jal- 
lait  découvrir,  et  que  l'énoncé  de  la  question  ne  renjèrmait  pas  cxpli- 
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citement,  il  offrait  une  analogie  manifeste  avec  le  corollaire,  qui  est 
aussi  une  vérité  que  l'on  n'a  pas  affirmée  dans  l'énoncé  de  la  propo- 
sition dans  la  démonstration  de  laquelle  cette  vérité  surgit.  La  diffé- 
rence consiste  en  ce  que  dans  le  corollaire  cette  vérité  vient  s'offrir 
sans  qu'on  l'ait  cherchée,  tandis  que  dans  le  porisme  tel  que  nous  le 
concevons,  on  la  cherche  pour  elle-même ,  et  l'énoncé  de  la  question 
ne  comporte  pas  ini  autre  but,  quoique  ce  but  soit  une  chose  inconnue 
au  moment  où  la  question  est  posée. 

On  voit  par  là  en  quoi  consiste  ce  qu'il  y  a  de  commun  entre  les 
corollaires  et  les  porismes,  et  la  raison  de  l'emploi  du  mot  7rop7fj.y. 
j)Oiu'  désigner  les  uns  et  les  autres. 

§  VIIL  —  Interprétation  des  deux  passages  de  Pwclus  sur 

les  porismes. 

Les  indications  de  Proclus  sur  les  porismes  diffèrent  ou  semblent 
différer  à  certains  égards  de  celles  de  Pappus.  Cette  circonstance  de- 
mande à  être  examinée  avec  attention.  Jusqu'à  présent  je  n'ai  invoqué 
l'autorité  de  Proclus  que  pour  faire  connaître  d'une  manière  précise  le 
sens  du  mot  corollaire  ^  qui  est  indiqué  par  lui  avec  beaucoup  de  vé- 
rité, et  pour  prouver  que  les  porismes  étaient  présentés  par  Euclide 
sous  forme  de  problèmes.  Appelant  par  deux  fois  les  porismes  des 
problèmes ,  comme  beaucoup  de  géomètres  le  faisaient  du  temps  de 
l^appus,  il  nous  fournit  ainsi  une  indication  qui  est  d'autant  plus  sîire 
qu'elle  n'exige  pas  qu'on  suppose  qu'il  ait  eu  une  connaissance  com- 
plète des  porismes.  Evidemment  s'il  emploie  le  mot  problème  pour  dé- 
signer les  propositions  de  l'ouvrage  d'Euclide,  c'est  à  cause  de  la 
forme  que  ces  propositions  avaient  en  effet. 

D'après  Proclus,  porisme  est  une  chose  (]ue  l'on  cherche  ^  dont  la 
découverte  requiert  essentiellement  de  l'invention,  qui  n'est  pas  une 
conséquence  de  propositions  déjà  démontrées,  et  à  laquelle  on  ne  par- 
vient pas  par  un  raisonnement  facile.  Pour  faire  comprendre  ce  qu'il 
veut  dire,  il  établit  en  quelque  sorte  un  parallèle  entre  les  théo- 
rèmes, les  problèmes  et  les  porismes.  Les  théorèmes  (textuellement 
les  choses  qui  so7it)  s'établissent  par  le  raisonnement  :  tel  est  le  cas 
ou  il  s'agit  de  démontrer  l'égalité  des  angles  à  la  base  d'un  triangle 
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isosci'le.  J^es  problèmes,  tels  que  partager  un  angle  en  tleux  parties 
égales,  construire  un  triangle,  reirancher  une  droite  d'une  autre  ou 
rajouter,  se  réduisent  essentiellement  à  certaines  opérations.  De  plu*, 
les  démonstrations  des  théorèmes  et  les  solutions  des  problèmes  ont 
pour  caractère,  non-seulement  de  n'exiger  qu'un  raisonnement  peu 
compliqué,  mais  encore  d'être  des  conséquences  de  propositions  anté- 
rieurement démontrées.  Mais  la  solution  de  problèmes  tels  que  ceux- 
ci  ;  un  cercle  étant  donné,  en  trouver  le  centre  ;  trouver  la  plus  grande 
commune  mesure  entre  deux  grandeurs  commensurahlcs ,  n'est  pas  la 
conséquence  de  propositions  antérieurement  démontrées,  ni  d'un  rai- 
sonnement simple  ou  qui  se  présente  de  lui-même  à  l'esprit.  Elle  a 
pour  caractère  d'exiger  de  l'invention.  Pioclus  ajoute  que  de  telles 
questions  tiennent  en  quelque  sorte  le  milieu  entre  les  théorèmes  et 
les  problèmes.  «  Tels  sont,  dit-il,  les  porismes  donnés  par  Euclide 
»  dans  ses  livres  de  problèmes,  mais  ne  nous  arrêtons  point  à  [)arler 
»  de  ces  porismes-là.  » 

Ces  deux  exemples  indiqués  par  Proclus  appartiennent  aux  Eléments 
d'Euclide.  Le  premier,  un  cercle  étant  donné ,  en  trouver  le  centre,  est 
la  proposition  T  du  troisième  livre,  laquelle  n'est  précédée  d'aucune 
autre  proposition  sur  le  cercle,  de  sorte  que  la  solution  n'est  pas  une 
simple  conséquence  de  propositions  antérieurement  démontrées.  Dans 
les  Éléments  modernes  de  géométrie,  on  ne  pose  cette  question  qu'après 
avoir  démontré  que  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  d'une  corde 
passe  par  le  centre  du  cercle.  La  solution  donnée  par  Euclide  com- 
prend la  découverte  du  principe  ou  théorème  sur  lequel  cette  solution 
est  fondée,  et  l'application  de  ce  principe  ou  la  construction  du  pro- 
blème. 

Le  second  exemple,  trouver  la  plus  grande  commune  mesure  entre 
deux  grandeurs  comme nsurables ,  est  la  proposition  III  du  dixième 
livre  des  Éléments.  Il  donne  lieu  à  des  remarques  analogues.  C'est 
donc  avec  raison  que  Proclus  dit  que  "  ces  deux  propositions  tiennent 
»   en  quelque  sorte  le  milieu  entre  les  théorèmes  et  les  problèmes.  » 

Il  semble  résulter  de  ces  explications  qiie  Proclus  désigne  sous  la 
dénomination  de  porismes  toutes  les  questions  qui  sont  proposées  de 
manière  que  leur  solution  exige  une  certaine  contention  d'esprit,  l'em- 
ploi de  considérations  fines  et  surtout  de  l'invention.  Toutes  les  pro- 
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positions  qui  sont  la  conséquence  directe  d'autres  propositions  dé- 
montrées ou  n'exigent  qu'un  raisonnement  relativement  facile,  toutes 
les  questions  qui  se  résolvent  par  quelque  opération  ou  construction 
qui  n'est  pas  l'application  d'une  théon'ie  déjà  connue,  rentreraient  dans 
les  deux  grandes  classes  des  théorèmes  et  des  problèîiies  proprement 
dits.  A  ce  j)oint  de  vue,  les  problèmes  un  peu  difficiles  qu'on  rencontre 
dans  une  foule  d'ouvrages,  par  exemple  ceux  que  Leslie  a  réunis 
dans  le  livre  I  de  son  j4nnljse  géométrique  des  anciens,  seraient  des 
porismes. 

Toutefois  il  ne  faut  pas  se  hâter  de  conclure  de  là  que,  dans  l'opi- 
nion de  Proclus,  les  porismes  d'Euclide  étaient  analogues  aux  deux 
problèmes  ci-dessus.  C'est  dans  le  cours  de  ses  commentaires  sur  le 
premier  livre  des  Éléme?ifs  qu'il  est  amené  a  distinguer  deux  accep- 
tions différentes  du  terme  Trôpuixc/..  H  tire  de  ces  Eléments  mêmes  les 
exemples  dont  il  a  besoin  pour  fixer  les  idées  du  lecteur  sur  lui  genre 
particulier  de  propositions.  11  oppose  ces  exemples  à  ceux  qu'il  a  don- 
nés des  théorèmes  et  des  problèmes  proprement  dits.  Indiquant  en- 
suite les  caractères  généraux  des  porismes,  il  ajoute  que  ce  sont  là  les 
caractères  des  porismes  d'Euclide,  c'est-à-dire  que  les  questions  pré- 
sentées  dans  le  Traité  des  Porismes  «  se  résolvent  non  par  simple  dé- 
»  duction,  mais  par  invention  et  non  par  un  raisonnement  exempt  de 
u  difficulté.  Il  faut,  en  effet,  découvrir  la  chose  demandée  et  la 
»  rendre  évidente  par  une  construction.  »  Proclus  termine  en  disant: 
«  Mais  ne  nous  arrêtons  point  à  parler  de  ces  porismes-là  »  Il 
les  laisse  alors,  en  effet,  pour  s'étendre  longuement  sur  les  corollaires, 
dont  il  a  donné  auparavant  cette  définition  que  Bouillaud  et  après  lui 
M.  Chasies  ont  transportée  aux  porismes  d'Euclide. 

Tout  porte  donc  à  croire  que  Proclus  n'a  pas  voulu  donner  des 
exemples  de  ces  derniers  porismes.  Faisons  remarquer,  à  l'appui  de 
cette  conclusion,  que  les  exemples  qu'il  cite  n'offrent  certainement 
pas  à  un  degré  suffisant  le  caractère  le  caractère  de  théorèmes  ou  de 
vérités  abstraites,  pour  que,  présentés  comme  ils  le  sont  sous  la  forme 
de  problèmes,  la  question  ait  pu  s'élever  parmi  les  géomètres  de  sa- 
voir s'ils  ne  devaient  pas  être  considérés  plutôt  comme  des  théorèmes, 
et  pour  que  Pappus  leur  ait  appliqué  cette  dernière  dénomination. 

Les  indications  de  Proclus  ne  renferment  au  fond  rien  qui  contre- 
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dise  celles  de  Pappiis.  Elles  sont  plus  générales,  mais  moins  expli- 
cites, et  partant  ne  nous  fournissent  aucune  lumière  nouvelle.  C'est 
donc  dans  les  exemples  de  porismes  que  Pappus  nous  a  conservés 
qu'il  faut  chercher  la  vraie  notion  des  porismes  d'Euclide. 

§  IX.  —  Indications  de  Pappus  relatives  aux  lieux. 

L'interprétation  que  j'ai  adoptée  du  passage  où  Pappus  parle  des 
lieux,  est  une  conséquence  toute  naturelle  de  la  définition  des  géo- 
mè'tres  récents.  Du  moment  où  il  est  reconnu  que  le  porisme  est,  par 
le  fait,  ce  qui  manque  dans  l'énoncé  d'inie  proposition  locale,  il  faut 
bien  admettre  que,  dans  l'ouvrage  d'Euclide,  le  porisme,  c'est-à-dire 
la  chose  qu'on  demandait  de  trouver,  n'était  pas  indiqué  explicite- 
ment dans  l'énoncé  de  la  question.  C'est  ce  que  Pappus  exprime  par 
ces  mots  Xiyjûpi'^y.îvav  ^i  toùv  TToptajuccTcov. 

Les  lieux  étaient  en  assez  grand  nombre  dans  le  Traité  des  Po- 
rismes pour  y  former  des  groupes  distincts,  suivant  la  catégorie  à  la- 
quelle ils  appartenaient  ;  les  uns  étaient  plans,  d'autres  solides,  d'autres 
linéaires,-  il  y  en  avait  aussi  qui  étaient  aux  mojennes. 

Je  m'écarte  ici  complètement  de  la  version  de  Comniandin  qui  a 
été  suivie  par  Halley  et  par  Simson.  D'après  ces  commentateurs,  et 
notamment  d'après  le  dernier,  tout  lieu  aurait  été  un  porisme,  et 
divers  recueils  de  lieux  plans,  solides,  linéaires  et  aux  moyennes  au- 
raient été  composés  de  porismes  pris  dans  l'ouvrage  d'Euclide. 

Cette  interprétation  ne  saurait  être  maintenue.  Car  on  peut  voir 
d'abord  que  tous  les  Uenx  n'étaient  pas  des  porismes.  En  effet,  nous  con- 
naissons, tant  par  les  indications  de  Pappus  que  par  le  commentaire 
d'Eutoce  sur  les  Coniques  d'Apollonius,  la  forme  des  énoncés  des  lieux 
plans.  Or  cette  forme  offre  un  énoncé  complet  de  théorème  local  et 
ne  justifierait  en  aucune  façon  la  définition  des  géomètres  récents. 

Ensuite  il  est  bien  évident  que  Pappus  ne  parle  de  lieux  plans, 
solides,  linéaires  et  aux  mnjennes  que  parce  que  le  Traité  des 
Porismes  contenait  réellement  des  lieux  appartenant  à  ces  diverses 
espèces,  mais  sous  la  forme  spéciale  indiquée  par  les  mots  XÉ/oipa^êcav 
cTe  rS)v  TTopicrua-Toiv,  lesquels  signifient  que  l'on  avait  retranché  des 
énoncés  les  porismes  qu'il  s'agissait  de  découvrir. 
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§  X.  —  Des  Hifficnltds  c/ue  présentait  In  lecture  du  Traité  des 

Poristnes. 

Pappiis  nous  apprend  que  les  propositions  du  Traité  des  Porismes 
étaient  difficiles  à  suivre,  à  cause  de  nombreux  sous-entendus  ;  qu'il 
était  facile  de  se  méprendre  sur  le  sens  qu'elles  présentaient;  que  le 
lecteur  n'apercevait  pas  toujours  bien  ce  dont  il  s'agissait,  et  que  même 
ce  qu'il  y  avait  de  plus  essentiel  pouvait  lui  échapper. 

Il  ne  paraît  pas  possible  de  déterminer  aujourd'hui  en  quoi  consis- 
tait précisément  ce  genre  de  difficulté,  et  quelle  était  la  nature  de  ces 
sons-entendus.  Peut  être  la  rédaction  d'Euclide  était-elle  plus  concise, 
à  raison  de  la  destination  de  l'ouvrage,  qui  s'adressait  aux  géomètres 
sachant  vnir  et  ironiser,  et  conséquemment  en  état  d'entendre  à  demi- 
mot.  Observons  qu'il  n'y  a  rien  là  qui  implique  contradiction  avec 
l'éloge  que  Pappus  fait  du  Traité  des  Porismes,  si  l'on  admet  avec  nous 
que  cet  éloge  s'adresse  aux  méthodes  qui  y  étaient  appliquées. 

§  XI.   —  De  la  proposition  générale  donnée  par  Pappus  comme  résu- 
mant dix  propositions  du  premier  livre  du  Traité  des  Porismes. 

Pappus,  en  parlant  de  plusieurs  des  ouvrages  d'Apollonius,  donne 
les  énoncés  de  quelques  propositions  générales  dans  lesquelles  ils  se 
résumaient.  Il  fait  observer  que  le  Traité  des  Porismes  n'est  pas  su.s- 
ceotibie  de  se  résumer  d'une  manière  analogue,  Euclide  ne  donnant 
pas  beaucoup  d'exemples  de  chaque  porisme,  et  même  se  bornant  à 
un  seul  dans  quelques  cas.  Cependant  le  premier  livre  offrait  une 
suite  de  lieux,  au  nombre  de  dix,  tous  de  la  même  espèce.  Pappus  les 
comprend  dans  un  même  énoncé,  et  nous  fait  ainsi  connaître  d'une  ma- 
uiiere  certaine  l'objet  d'une  partie  des  propositions  dont  ce  livre  se 
composait.  Voici  cet  énoncé  réduit  à  ses  termes  essentiels  :  Si  les 
côtés  d'un  triangle  variable  sont  assujettis  à  passer  respectivement 
par  trois  points  Jixes  situés  en  ligne  droite,  et  deux  sommets  à  glisser 
sur  des  droites  Jixes,  le  troisième  sommet  décrit  une  ligne  droite. 
Pappus  éteiid  cette  proposition  a  un  polygone  dont  les  côtés  en  nom- 
bre quelconque  sont  assujettis  à  passer  respectivement  par  des  points 
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fixes  sui.és  en  ligne  droite,  et  dont  tous  les  sommets  moins  un  glissent 
sur  des  droites  fixes.  Il  considère  même  les  lieux  décrits  par  les  pon.ts 
d'intersection  des  côtés  supposés  indéfmiment  prolongés,  et  suppose 
d'ailleurs  qu'Euclide  n'iguornil  pas  cette  généralisation,  mais  n  avait 
voulu  qu'en  poser  le  pnucipc.  Les  autres  porismes  lui  paraissent  ren- 
fermer  de  même  le  principe  et  le  germe  d'une  foule  de  propositions. 
Remarquons  (lue  cette  opinion  de  Pappus  est  exprimée  sous  forme 
dubitative,  ce  qui  annonce  qu'aucun  géomètre  n'est  venu,  après  Eu- 
clide,  réaliser  ces  développements  dont  la  possibilité  est  simplement 

indiquée. 

L'énoncé  ci-dessus  n'est  pas  présenté  par  Pappus  sous  la  forme  que 
je  crois  avoir  été  celle  des  propositions  qui  entraient  dans  le  Ira.te 
des  Porismes.  Le  véritable  type  est  celui-ci  :  Trouver  le  Lieu  décnt par 
le  sommet  d'un  triangle  variable  dont  les  côtés  sont  assujettis  a  passer 
respectivement  par  trois  points  fixes  situés  en  ligne  droite,  et  les  deux 
autres  sommets  à  glisser  sur  des  droites  fixes.  De  cette  manière,  la 
question  est  mise  sous  forme  de  problème.  Ce  qu'il  faut  trouver,  sa- 
voir la  nature  du  lieu  décrit,  n'est  pas  une  chose  que  l'on  détermine 
par  quelque  opération,  '  de  sorte  que  ce  n'est  point  là  un  problème 
proprement  dit.  Pappus  a  complété  l'énoncé  en  ajoutant  ce  qu'on  pro- 
pose de  découvrir,  c'esl-à-dire  le  porisme  même  ou,  suivant  la  défini- 
tion des  géomètres  récents,  ce  qin  manque  à  l'hypothèse  pour  que  celle- 
ci  devienne  V énoncé  dim  théorème  local;  définition  qui  s'applique  ici 
naturellement,    puisqu'il    s'agit   de  propositions  qui  sont  peut-être 
celles-là   mêmes  qui  en   ont  donné  l'idée. 

L'énoncé  de  Pappus  n'est  donc  pas  un  énoncé  de  porisme,  mais 
de  théorème  local.  Non-seulement  il  fixe  les  conditions  qui  détermi- 
nent le  mouvement  du  point  décrivant,  mais  encore  il  affirme  que  ce 
point  décrit  une  droite,  et  ce  qu'on  propose,  c'est  de  démontrer  que 
le  lieu  décrit  est  réellement  une  ligne  droite.  On  ne  peut  voir  là  qu'une 
vérité  énoncée,  qu'il  faut  rendre  évidente  par  une  démonstration.  C'est 
donc  un  véritable  théorème,  et  il  est  impossible  d'imaginer  que  des 
géomètres  aient  pu  voir  là  un  problème. 

Si  Pappus  ne  se  fait  aucun  scrupule  de  changer  la  forme  d'énoncé 
adoptée  par  Euclide,  c'est  qu'il  n'en  pouvait  résulter  aucun  inconvé- 
nient, puisque  le  Traité   des  Porismes  existait  encore,   et  qu'aucun 
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géomètre  ne  pouvait  j)ar  conséquent  s'y  tromper.  Ayant  à  donner  une 
proposition  générale,  il  le  fait  de  la  manière  la  plus  simple,  en  com- 
prenant dans  l'énoncé  la  demande  et  la  réponse  au  lieu  de  les  rap- 
porter séparément.  Son  véritable  but  est  de  faire  connaître  celte  pro- 
position considérée  indépendamment  des  porismes.  C'est  une  occasion 
qu'il  saisit  volontiers  de  montrer  son  savoir  en  parlant  des  travaux 
des  autres  géomètres.  C'est  à  une  digression  analogue,  faite  peut-être 
avec  moins  d'à-propos  à  la  fin  de  sa  Notice  sur  les  sections  coniques, 
que  nous  devons  de  savoir  que  Pappus  est  l'inventeur  de  cette  autre 
proposition,  aussi  très- générale,  qui  est  connut»  sous  le  nom  de 
Théorème  de  Guldi/i. 

§  XII.  —  Interprétation  des  exemples  de  porismes. 

Les  explications  qui  précèdent  vont  nous  mettre  à  même  d'aborder 
ces  exemples  de  porismes  par  lesquels  Pappus  termine  sa  Notice,  et 
qui  ont  été  jusqu'à  présent  l'écuei!  des  commentateurs.  Je  laisse  de 
côté,  pour  y  revenir  tout  à  l'heure,  le  renvoi  que  fait  Pappus  à  une 
certaine  figure,  ainsi  que  l'énoncé  qui  se  rapporte  à  cette  figure,  et  je 
considère  immédiatement  le  porisme  qui  suif,  savoir  que  tel  point 
décrit  une  droite  donnée  de  position.  C'était  là  évidemment  la  solution 
commune  des  divers  cas  de  cette  question  énoncée  dans  le  précédent 
paragraphe  :  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  triangle  variable, 
les  deux  autres  sommets  étant  assujettis  à  glisser  sur  des  droites  fixes 
et  les  trois  côtés  à  passer  respectivement  par  trois  points  Jixes  situés  en 
ligne  droite.  Nous  avons  vu  qu'au  commencement  du  premier  livre  du 
Traité  des  Porismes  Euclide  avait  résolu  dix  questions  résumées  dans 
cet  énoncé.  Toutes  ces  questions  et  vraisemblablement  d'autres  encore, 
mais  dans  lesquelles  le  point  décrivant  était  soumis  à  d'autres  condi- 
tions, comportaient  une  seule  et  même  réponse,  savoir  que  le  lieu 
décrit  est  une  ligne  droite. 

Cette  réponse  ou  solution  qui  se  représentait  ainsi  un  grand  nombre 
de  fois,  était  le  porisme  même,  c'est-à-du-e  ce  qu'il  Jallait  trouver,  et, 
puisqu'il  s'agit  d'un  lieu,  ce  qu  il  fallait  ajoutera  l'énoncé  de  la  question 
pour  faire  de  celle-ci  un  théorème  local.  Car  Pappus  n'a  pas  voulu 
reproduire  les  divers  énoncés  des  questions  résolues  par  Euclide.  mais 
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seulement  donner  les  porismes  eux-mêmes,  indépenclamiuent  de  ces 
énoncés.  C'est  là  ce  qu'il  veuf  dire  quand  il  fait  observer  qu'il  ne 
faut  pas  s'attacher  aux  hypothèses  lesquelles  sont  très-particulièies  et 
toutes  différentes  les  unes  des  autres,  mais  aux  choses  qu'il  s'agit  de 
découvrir  ou  qui  s'offrent  dans  les  recherches,  chacune  de  ces  choses 
reparaissant  dans  plusiein-s  hypothèses  et  se  retrouvant  la  même  non- 
obstant la  diversité  do  celles-ci.  Cette  intention  est  d'ailleurs  rendue 
évidente  lorsque  Pappus  dit  :  «  Voici  en  conséquence  pour  le  premier 
»  livre  les  genres  des  choses  cherchées  dans  les  propositions.  » 

Ceci  nous  donne  véritablement  la  clef  de  ces  énigmes  dont  le  sens 
est  resté  si  longtemps  caché.  Nous  apercevons  que  le  texte  des  exemples 
n'offre  pas  ces  lacunes  que  l'on  y  supposait,  et  que  si  tous  commencent 
par  la  conjonction  Ôt<,  comme  des  énoncés  de  théorèmes  dont  on  au- 
ï-ait  retranché  Vhypothèse,  c'est  que  telle  a  été  en  effet  l'intention  de 
Pappus. 

Cette  conclusion,  qu'on  le  remarque  bien,  découle  très-directement 
du  texte  grec  pris  dans  son  sens  littéral,  genre  de  preuve  qui  est  d'une 
extrême  importance  dans  une  question  aussi  controversée  que  celle  des 
porismes.  Nous  nous  trouvons  donc  en  présence  d'un  texte  à  peu 
près  complet.  Je  ne  veux  pas  dire  toutefois  qu'il  doive  en  même 
temps  être  considéré  comme  exempt  de  toute  altération.  Il  est  au  con- 
traire facile  de  voir  que  ce  texte  a  subi,  de  même  que  tout  cecpii  nous 
reste  des  Collections  mathématiques^  les  atteintes  de  l'ignorance  et  de 
la  négligence  des  copistes.  Mais  j'aime  à  croire  que  ces  atteintes  n'ont 
rien  d'absolument  irréparable,  et  que  les  savants  auxquels  la  géométrie 
ancienne  est  familière  parviendront  sans  peine  à  rétablir  dans  toute  leur 
pureté  ceux  des  porismes  dont  la  signification,  telle  que  je  la  donne, 
paraîtrait  incertaine  ou  contestable. 

§  XIII.  —  De  lajigure  à  laquelle  Pappus  renvoie  au  commencement  des 

exemples  de  porismes. 

Le  renvoi  exprimé  par  les  mots  îv  apxv  '^°^  C  q'i<i  j'ai  traduits  «  au 
commencement  du  n°  7  »  ,  m'a  paru  se  rapporter  à  l'ouvrage  même 
d'Euclide.  Les  traités  géométriques  des  anciens  étaient  divisés  en  para- 
graphes portant  isne  série  de  numéros,  à  peu  près  comme  on  a  coutume 


288  JOURNAL  UE  MATHÉMATIQUES 

(le  le  faire  à  présent  dans  les  ouvrages  de  mathématiques,  et  ce  sé- 
rail conséquemment  au  §  7  du  premier  livre  du  Traité  des  Porismes 
que  Pappus  renvoie  le  lecteur.  On  ne  peut  d'ailleurs  douter  qu'il  ne 
s'agisse  du  système  de  deux  droites  assujetties  à  pivoter  autour  de  deux 
points  fixes  et  à  se  couper  sur  une  troisième  droite  supposée  fixe.  Les 
seguients  formés  par  ces  deux  droites  mobiles,  sur  deux  autres  droites 
fixes,  à  partir  de  points  respectivement  donnés  sur  ces  dernières, 
conservent  entre  eux  un  rapport  constant.  Mais  cette  proposition,  savoir 
que  les  deux  segments  ainsi  déterminés  sont  entre  eux  dans  un  rapport 
constant,  n'est  vraie  que  sous  certaines  conditions,  faciles  à  trouver  [*]. 
La  possibilité  de  trouver  ces  conditions,  ou  plutôt  de  compléter  le 
système  en  partie  donné,  de  telle  sorte  que  celte  proposition  se  vérifie, 
est  ce  qui,  dans  la  divination  de  Simson,  constitue  l'essence  duporisme. 
A  notre  point  de  vue,  le  porisme  ne  peut  être  ici  que  le  fait  de  la 
constance  du  rapport  des  deux  segments. 

Malgré  ce  que  cette  hypothèse  présente  de  plausible,  je  dois  en  faire 
connaître  une  autre  à  laquelle  j  aurais  i)eut-étre  donné  la  préférence, 
si  elle  eût  été  d'une  nature  moins  conjecturale.  Elle  consiste  à  inter- 
prêter  ces  mots  iv  apX>i  too  ^'  comme  un  renvoi  a  la  partie  du  sep- 
tième livre  des  Collections  mathématiques  qui  est  consacrée  aux  po- 
rismes d'Euclide,  c'est-à-dire  aux  lemmes  de  Pappus.  La  figure  qui 
accompagne  le  leinme  I  est  bien  dans  les  conditions  indiquées.  >]  et  Ç 
seraient  les  points  ou  pôles  fixes,  aê  la  droite  sur  laquelle  les  droites 
mobiles  sont  assujetties  à  se  couper,  yS,  âx.  les  deux  segments  dont  le 
rapport  doit  être  constant.  La  constance  de  ce  rapport  est  d'ailleurs 
une  conséquence  du  parallélisme  des  droites  c?"/,  a.6,  démontré  dans  le 
lenune  dont  il  s'agit.  De  celle  manière,  la  figure  à  laquelle  Pappus 
renvoie  serait  retrouvée,  et  on  sent  bien  que  ce  serait  là  un  résultat 
sinon  important  pour  la  solution  de  la  question  des  porismes,  du 
moins  digne  de  fixer  l'attention.  Cette  interprétation  se  recommande 
encore  par  cette  circonstance,  que  le  lemme  I  est  mentionné  expressé- 
ment comme  se  rapportant  au  premier  porisme. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  ces  deux  interprétations,  il   est  évident  que 

[*]    Foir  ce  que   nous  avons  dit   au   sujet   de   la   proposition    XXIII   de  Simson, 
page  261. 
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l'une  et  l'autre  permettent  de  rétablir  coiiime  il  suit  l'avant-flernière 
phrase  du  troisième  paragraphe  de  ia  Notice  sur  les  porismes  :  Mjra 
J'i  xo  S'ié^ofxtvov  TTfo;  cif/^Hv  Tav  Tffcoroii  l3iÇ?^ioii  'ivia.  ri^'r/.iv,  etc., 
c'est-à-dire  :  «  Cependant  il  en  a  placé,  après  le  porisme  donné  au 
»  commencement  du  premier  livre,  quelques-uns,  etc.  »  Cette  resti- 
tution comble  d'une  manière  heureuse  l'une  des  deux  lacunes  que 
j'ai  indiquées  dans  le  texte. 

Il  ne  serait  j)as  impossible  (^ue  le  système  particulier  de  points  el 
de  lignes  auquel  Pappus  renvoie  se  rapportât  non  point  à  un  seul  po- 
risme, mais  à  tous  ceux  du  premier  livre.  Ces  porismes  seraient  alors 
les  événements  d'un  type  unique  sur  lequel  on  aurait  fait  différentes 
hypothèses.  Cette  conjecture  demanderait,  pour  être  justifiée,  un  exa- 
men spécial  que  je  ne  puis  faire  ici,  mais  que  rendent  facile  les  chapi- 
tres XXI  et  XXII  du  Traité  de  Géométrie  supérieure.  On  serait  ainsi 
conduit  à  concevoir  le  Traité  des  Porismes  comme  composé  de  para- 
graphesanalogues  au /)omme de  Schcoten,  lesquels  auraient conséquem- 
ment  roidé  sur  divers  types  de  figures  ou  systèmes  de  points  et  de  lignes, 
dont  chacun  servait  à  mettre  en  évidence  un.^'certain  nombre  de  po- 
rismes. On  s'explique  facilement  que  les  porismes  trouvés  dans  un 
système  pouvaient  s'offrir  de  nouveau  dans  les  autres  systèmes,  et, 
par  suite,  reparaître  plusieurs  fois,  conformément  à  ce  que  Pappus  nous 
apprend. 

Je  crois  inutile  d'insister  davantage  sur  ces  inductions  nécessaire- 
ment très-hasardées.  Remarquons,  au  surplus,  qu'il  ne  faut  pas  s'éton- 
ner de  ces  incertitudes  qu'on  rencontre  des  qu'il  s'agit  de  déterminer 
avec  quelque  précision  les  énoncés  de  ces  questions  qui  étaient  réso- 
lues dans  l'ouvrage  d'Euclide,  puisque  Pappus  ne  s'est  attaché  à  taire 
connaître  que  les  porismes. 

§  XIV.  —  Remarques  sur  quelques  porismes. 

Les  deux  porismes  qui  font  suite  à  ceux  que  nous  venons  de  prendre 
pour  exemples,  savoir  que  le  rapport  de  telle  droite  à  telle  autre  est 
constant  et  que  le  rapport  de  telle  droite  à  une  certaine  ahscisse 
est  constant^  sont  certainement  de  ceux  qui  se  présentent  le  plus 
souvent.  Ils  devaient  naturellement  figurer  parmi  les  premiers  dans  le 
Traité  des  Porismes. 

Tome  \X.  —  Septembue  i8>5.  J'y 
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IjB  suivant,  que  telle  droite  est  donnée  de  direction ,  ne  résulte  pas 
de  l'interprétation  littérale  du  texte,  tel  qu'il  nous  est  parvenu,  laquelle 
eût  été  que  telle  droite  est  donnée  de  position.  L'adoption  de  cette 
interprétation  aurait  eu  pour  conséquence  de  conduire  à  admettre 
parmi  les  porismes  une  proposition  de  l'espèce  de  celles  qui  font  l'objet 
du  livre  des  Données  d'Euclide.  Je  n'ai  pas  cru  que  cela  tut  possible, 
et  il  m'a  paru  indispensable  de  faire  ici  une  de  ces  rectifications  qui, 
vu  l'étal  des  manuscrits  de  Pap|)us,  ne  peuvent  être  complètement 
évitées.  Tout  porte  à  croire  que  les  énoncés  ou  les  hypothèses  des  ques- 
tions traitées  par  Euclide  roulaient  exclusivement  sur  des  figures  va- 
riables de  forme  suivant  certaines  conditions,  ce  qui  ne  s'accorde  guère 
avec  cette  conclusion  qu'une  certaine  droite  est  donnée  de  position. 

Non-seulement  la  rectification  que  j'ai  faite  évite  cet  inconvénient, 
mais  encore  le  porisme  dont  il  s'agit,  ainsi  rétabli,  se  trouve  précéder 
très-naturellement  et  presque  annoncer  celui-ci  :  <[ue  telle  droite  passe 
par  un  point  fixe. 

Les  autres  porismes  du  premier  livre  sont  pour  la  plupart  des  rela- 
tions segmentaires ,  qu'on  retrouvera  sans  peine  dans  le  Traité  de 
Géométrie  supérieure.  Je  dois  cependant  faire  observer  qu'un  certain 
nombre  sont  présentés  sous  forme  de  relations  d  aires.  Plusieurs  théo- 
rèmes sur  les  sections  coniques,  dans  le  grand  Traité  d'Apollonius, 
consistent  daiis  de  telles  relations,  qui  sont  aujourd'hui  peu  connues. 
On  peut  rapporter  à  ce  type  le  dernier  porisme  du  premier  livre, 
savoir  que  telle  droite  détermine  sur  des  droites  données  des  segments 
dont  le  produit  est  constant.  Il  a  été  rétabli,  comme  nous  l'avons  vu, 
par  Simson,  à  son  point  de  vue  particulier.  Je  vais,  pour  fixer  les  idées, 
indiquer  une  seconde  manière  de  le  rétablir,  c'est-à-dire  énoncer  une 
que.stion  à  laquelle  il  servira  de  réponse    Voici  cette  question  : 

Etant  donné  deux   droites  Ça ,  ^  ê ,  et 

/\  sur  ces  droites  les  points  a,  6,  trouver  la 

I  y^\.  relatio?i  qui  doit  exister  entre  les  segments 

A^C;^-— --\^  ay,  ë&,  pour  que  les  aires  des  deux  trian- 

y^^^-^^^^-z^-'^^        g/ej  aêsj  ù-^z,  formés  par  les  côtés  et  les 

/^5^S$^^^^^1 ^__^    diagonales    du    quadrilatère  aë^y,    aient 

^^ '  ^    entre  elles  une  dijférence  égale  à  l'aire 

du  triangle  donné  Ip.^  ? 
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On  trouve,  en  effet,  facilement  que  le  rectangle  ou  le  produit  ay  x  ê(f 
doit  être  constant,  et  c'est  là  le  Porisme  cherché. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  de  faire  observer  que  les  lemmes  XX 
et  XXI  semblent  avoir  trait  spécialement  aux  propositions  dans  les- 
quelles il  s'agissait,  comme  dans  celle-ci,  de  relations  d'aires.  l*our 
montrer  de  quelle  manière  ces  lemmes  sont  utiles  dans  la  circonstance 
actuelle,  prenons  ^Q  =  âë  et  joignons  ad,  yO.  Puisque,  par  hypothèse, 
la  différence  des  aires  des  deux  triangles  aês,  (?£•/,  doit  être  constante, 
il  en  sera  de  même  de  la  différence  des  aires  des  deux  triangles  aêâ, 
yê(},  qui  ont  en  commun  la  partie  sêc!*.  Or  les  triangles  cr.Qi^,  yB'C,  sont 
respectivement  équivalents  aux  triangles  aêd*,  yèâ,  comme  ayant  même 
sommet  et  leurs  bases  égales  et  situées  sur  une  même  ligne  droite.  La 
question  se  réduit  donc  à  trouver  la  relation  nécessaire  pour  que  l'aire 
du  triangle  ayQ  soit  égale  à  l'aire  X/j.^  Si  maintenant  nous  prenons 
Zv.  =  ya,  et  si  nous  joignons  k9,  le  triangle  fx^  sera  équivalent  à  ayô. 
Or,  en  vertu  du  lemme  XXI,  les  aires  des  triangles  ÇxS,  >./j.Ç  sont  entre 
elles  comme  les  rectangles  ou  produits  '(^y.y^ï^O,  Ç'kX'CiJ.,  ^^  comme 
elles  doivent  être  égales  entre  elles,  il  faut  que  l'on  ait 

Çx  X  Ç9  =  ÇX  X  Ç|u,     ou     ay  x  6c?  =  Q.  x  ÇfJi, 

puisque  l'on  a,  par  la  construction, 

Çx  =  ya     et     ÇÔ  =  (?ê. 

On  peut  déterminer  une  foule  d'autres  hypothèses  pour  le  même 
porisme.  Je  me  bornerai  à  citer  celle-ci  : 

Etant  donné  un  demi-cercle  décrit  sur  le  dia- 
mètre aë,  concevons  que  l'on  ait  mené  les  deux 
tangentes  al,  ëp.,  et  que  d'un  point  quelconque  v 
de  la  demi-circoiiférence  on  mène  une  troisième 
tangente  qui  rencontre  les  deux  premières  respect i- 
-^p  vement  en  X  et  [x,  trouver  la  relation  entre  les  seg- 
ments al,  êp.. 

Pour  résoudre  cette  question,  menez  du  centre  x  au  point  v  de 
contact  la  droite  xv.  Les  deux  triangles  Xxa,  Xxv  sont  égaux  entre  eux, 
conmie  étant  rectangles  en  a  et  en  v,  ayant  en  commun  l'hypoténuse  Xx 

37.. 
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et  ayant  un  côté  de  l'angle  droit  égal,  savoir  vz  =  ax.  Donc  l'angle  X/p. 
est  égal  à  la  demi-somme  des  deux  angles  droits,  donc  le  triangle  X/p. 
est  rectangle  en  x,  et  on  a 

>,V  X  fAV  =  XV    . 

Or 

Xy  =  Xa,     (jy  =  fJiS  ; 

donc  le  produit  aX  X  eu.  est  égal  au  quarré  du  rajon. 

Cette  démonstration  met  en  évidence  un  autre  Porisme,  savoir  que 
la  tangente  variable  X/Jt,  est  vue  du  centre  /.  sous  un  angle  constant.  Ce 
porisme  se  présente  ici  à  la  manière  des  corollaires,  parce  que  nous 
avons  borné  notre  énoncé  à  la  relation  entre  les  segments  aX,  êp..  Si 
l'on  eût  demandé  de  faire  connaître  les  conséquences,  ou,  pour  parier 
comme  Desargues,  les  événements  de  la  rencontre  fie  la  tangente  va- 
riable Xp.  avec  les  deux  tangentes  fixes  aX,  ê|7,,  ce  porisme  se  serait  pré- 
senté de  la  même  manière  que  le  premier;  mais  rien  dans  la  Notice  de 
Pappus  ne  donne  lieu  de  penser  que  ces  porismes  ainsi  rencontrés 
comme  des  corollaires,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  eu  l'intention  de  les 
chercher,  n'étaient  point  considérés  comme  des  porismes  proprement 
dits.  Bien  loin  de  là,  Pappus  se  sert,  pour  désigner  les  porismes,  des 
deux  termes  '(^-^xovfjuva.  et  7L//>t?êê»3cora,  qui  correspondent  parfaitement 
à  ces  deux  origines,  d'où  il  résulte  que  lui-même  les  avait  remarquées. 
Le  premier  de  ces  termes  s'applique  évidemment  aux  choses  que  l'on 
recherche  pour  elles-mêmes,  et  le  second  à  celles  qui  s'offrent,  chemin 
faisant,  dans  le  cours  des  recherches  et  qui  conséquemment  sont  en 
(uielque  sorte  aux  porismes  ce  que  les  corollaires  sont  aux  proposi- 
tions de  la  géométrie.  Les  deux  porismes  du  troisième  livre,  qui  rap- 
pellent la  forme  d'énoncé  adoptée  par  Simson,  et  dont  l'un  s'est  ren- 
contré dans  la  démonstration  qui  précède,  paraissent  avoir  appartenu 
spécialement  à  cette  catégorie  de  porismes  accidentels  Mais  l'ensemble 
des  porismes  est  désigné  plus  particidierement  par  le  terme  '(Y\Tovf^iva., 
dont  Pappus  se  sert  exclusivement  en  annonçant  le  contenu  de  chacun 
des  livres  de  l'ouvrage  d'Euclide. 

Le  Porisme  ci-dessus,  savoir  que  le  produit  aX  X  Sfi  est  constant, 
peut  être  pris  pour  hypothèse,  et  si  l'on  admet  que  le  produit  a^  X  §5 
est  égal,  non  plus  au  carré  du  rayon,  mais  à  une  quantité  moindre, 
il  existera  encore  un  point  v?  tel,  que  la  droite  ^0  sera  vue  du  point  r, 
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sous  un  angle  constant.  Nous  savons  en  effet  que  l'enveloppe  de  ^9 
est  une  ellipse  ayant  aS  poin-  axe  focal,  et  que  chacun  des  foyers 
jouit  de  la  propriété  énoncée.  §  étant  l'un  des  points  de  rencontre  de 
(Q  avec  la  demi-circonférence  avS,  le  foyer  yj  se  trouve  sur  la  droite  ç>3 
menée  par  ce  point  B,  per|)endiculairenient  à  Ç(9,  et  l'angle  'ÇtiÔ  est 
droit. 

Il  semble  résulter  du  lemme  XXXI  que  cette  propriété  avait  été  con- 
sidérée par  Euclide  non-seidement  dans  le  cas  où  les  segments  aÇ,  §9 
sont  situés  d'un  même  côté  de  aS,  mais  encore  dans  celui  de  segments 
situés  de  côtés  différents  par  rapport  à  cette  droite. 

C'est  peut-être  là  qu'Apollonius  a  puisé  la  notion  des  foyers  de  l'el- 
lipse et  de  l'hyperbole;  on  s'expliquerait  ainsi  comment  il  a  pu  ne  pas 
connaître  le  foyer  de  la  parabole. 

Le  dernier  porisme,  rjne  telle  droite  est  parallèle  à  une  autre  dioite 
ou  fait  avec  cette  dernière  un  angle  constant,  qui  a  été  rétabli  par 
Simson  dans  de  curieuses  propositions  sur  le  cercle,  se  retrouve  ici 
très-naturellement,  d'abord  en  ce  que  la  droite  vj^ ,  menée  du  foyer  'C 
au  point  Ç  où  la  droite  tO  rencontre  la  circonférence  décrite  sur  aê,  est 
parallèle  à  la  droite  menée  de  l'autre  loyer  au  second  point  de  ren- 
contre, et  ensuite  en  ce  que  l'angle  /j^Ç  est  constant.  Mais  ce  ne  sont 
là  que  des  cas  particuliers  d'une  proposition  plus  générale.  Il  y  a  une 
infinité  de  circonférences  qui  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles 
de  la  circonférence  avo,  et  qui  sont  telles,  que  les  droites  menées  des 
deux  foyers  aux  points  d'intersection  de  l'une  quelconque  de  ces 
circonférences  avec  !a  droite  variable  ^5  font  entre  elles  im  angle  con- 
stant. Et  il  arrive  en  même  temps  que  le  triangle  qui  a  pour  sommets 
le  foyer  et  les  points  de  rencontre  de  '(9  avec  deux  de  ces  circonfé- 
rences reste  toujours  semblable  à  lui-même,  ce  qui  est  l'antépénul- 
tième porisme.  Je  me  borne  à  ce  simple  énoncé,  la  démonstration  étant 
très-facile  à  trouver. 

Je  terminerai  ces  remarques  par  faire  observer  que  le  même  porisme 
reparaissait  plusieurs  fois  dans  l'ouvrage  d'Euclide,  et  que  cela  résulte 
clairement  de  ce  que  dit  Pappus.  Il  expose  d'abord  les  porismes  du 
premier  livre,  puis  il  ajoute  que  dans  le  second  ce  sont  les  mêmes  po- 
rismes qui  reparaissent  dans  d'autres  hypothèses,  sauf  un  certain  nombre, 
qu'il  fait  connaître.  Enfin,  dans  le  troisième  livre,  ce  sont  des  porismes 
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offrant  beaucoup  d'analogie  avec  ceux  des  deux  livres  précédents,  avec 
cette  particularité  que  les  hypothèses  sont  relatives  au  demi-cercle,  au 
cercle  entier  et  aux  segments  de  cercle.  S  il  ne  dit  pas  qu'il  y  avait  ab- 
solument identité,  c'est  sans  doute  parce  que  certains  lieux  géomé- 
triques n'étaient  pas  de  la  même  nature  que  ceux  considérés  dans  les 
deux  premiers  livres. 

Ces  détails  confirment  ce  que  j'ai  dit  dans  le  §  1  de  ce  Comnlen- 
. taire  sur  les  additions  que  certains  géomètres  avaient  faites  à  quelques 
porisnies.  Il  ré.sulte  en  effet  de  la  nature  même  des  porismes,  qu'Eu- 
clide  en  avait  donné  plutôt  des  exemples  que  des  démonstrations.  En- 
suite nous  avons  vu  que  plusieurs  exemples  de  certains  porismes 
étaient  donnés  dans  un  même  livre,  et  notamment  celui-ci  :  que  tel 
point  décrit  une  droite  donnée  de  position.  Il  suit  de  là  que  le  terme 
ypy.(pn,  dont  la  signification  reste  à  déterminer,  ne  peut  que  se  rappor- 
ter à  quelques  nouvelles  manières  de  déduire  de  certaines  hypothèses 
d'Euclide  les  porismes  que  lui-même  en  avait  fait  ressortir,  à  moins 
qu'il  ne  s'agisse  simplement  de  nouvelles  figures,  comme  je  l'ai  aussi 
indiqué. 

§  XV.   —  De  l'usage  qu'on  peut  Jaire  des  lieux  plans  d Apollonius 
pour  rétablir  une  partie  des  propositions  du  Traité  des  Porismes. 

Parmi  les  Notices  que  renferme  la  préface  du  septième  livre  des  Col- 
lections mathématiques ,'\\  en  est  une  [*J  qui  appelle  particulièrement 
l'attention  ,  et  dont  l'importance  dans  la  question  des  porismes  a  d'ail- 
leurs été  signalée  par  M.  Chasies  :  c'est  celle  que  Pappus  a  consacrée 
aux  deux  livres  d'Apollonius  sur  les  lieux  plans.  Pappus  nous  fait 
connaître,  dans  cette  Notice,  quelles  étaient  les  propositions  dont  cet 
ouvrage  se  composait  ;  elles  roulaient  sur  la  ligne  droite  et  le  cercle , 
considérés  dans  leurs  divers  modes  de  génération.  Or  nous  avons  vu 
que  la  très-grande  majorité  des  questions  résolues  dans  le  Traité  des 
Porismes  se  rapportaient  à  des  lieux,  et  dans  le  nombre  il  y  en  avait 
probablement  beaucoup  dont  la  solution  consistait  à  montrer  que  le 
lieu  décrit  par  un  point  était  inie  ligne  droite  ou  une  circonférence  de 
cercle.  D'après  cela,  ou  est  conduit  à  croire  qu'en  reprenant  les  énon- 
cés des  lieux  plans,  et  en  les  présentant  sous  la  forme  de  problèmes 

[  *  ]  Vnir  le  §  I  de  l'Appendice  ù  la  fin  de  ce  Mémoire. 
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clans  lesquels  ce  qu'il  faut  déterminer  est  la  nature  même  du  lieu  décrit, 
on  rétablirait  plusieurs  des  questions  qui  ont  figuré  dans  le  Traité  des 
l'orismes.  Mais  lesquelles  admettre,  lesquelles  exclure?  C'est  ce  que 
nous  ne  savons  pas  et  ce  que  nous  ne  saurons  peut-être  jamais. 

Le  second  énoncé  du  deuxième  livre  des  lieux  plans,  savoir  .  Le 
lieu  du  point  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  sont  entre  elles 
dans  un  rapport  constant,  est  une  droite  ou  une  circonjérence  de 
cercle ,  correspondrait,  eu  particulier,  à  cette  question  ,  qui  est  le  po- 
risme  d'Alexandre  Anderson  :  Deux  points  fixes  étant  donnés,  quel 
est  le  lieu  du  point  dont  les  distances  à  ces  deux  points  sont  entre  elles 
dans  le  rapport  de  deux  lotis^ueurs  données  s,  Ç?  Le  lemme  XXIX  se 
présente  assez  naturellement  comme  moyen  de  solution.  Supposons  en 
effet  que  a  et  ê  soient  les  deux  points  donnés,  et  que  l'on  ait  décrit  à 

volonté  un  arc  de  cercle  passant  par  ces 
-~X/^  ^       deux  points.  Ce  lemme  fournit  le  inoyen 

de  construire  le  point  y  tel ,  que  l'on  ait 

av  :  §7  :  :  £  :  ç. 

Mais  il  nous  apprend  en  même  temps  que  le  point  c?  ou  la  tani^ente 
menée  par  le  point  y  rencontre  la  droite  aS,  est  indépendant  du  rayon 
de  l'arc,  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  distance  -yc?.  Donc  tout  point 
du  lieu  est  à  une  distance  constante  yc?  d'un  point  fixe  c?,  donc  ce  lieu 
est  une  circonférence  de  cercle. 

Le  dernier  énoncé  des  lieux  plans  a  des  rapports  manifestes  avec  le 
lemme  XXXIII. 

On  pourrait  multiplier  davantage  les  rapprochements  entre  les  lieux 
plans  et  les  lemmes  de  Pappus;  mais  afin  de  ne  pas  me  jeter  dans  des 
développements  que  le  lecteur  attentif  pourra  pousser  aussi  loin  qu'il  le 
voudra,  je  me  bornerai  à  une  dernière  remarque. 

Le  premier  énoncé  des  lieux  plans  est  ainsi  conçu  :  Deux  droites 
sont  menées,  soit  d'un  même  point  fixe,  soit  de  deux  points  fixes 
dans  la  même  direction  ou  de  manière  à  former  un  angle  constant. 
Les  longueurs  de  ces  droites  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant 
ou  bien  font  un  produit  constant.  Si  l'extrémité  de  l'une  d'elles  dé- 
crit un  lieu  plan  donné  de  position,  l'extrémité  de  la  seconde  décrira 
aussi  un  lieu  plan  donné  de  position,  tantôt  de  même  espèce  que  le 
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premier,  tantôt  d'espèce  différente,  et  la  position  du  nouveau  Lieu  dé- 
pendra de  la  direction  dans  Lupielle  le  rajon  de  ce  dernier  aura  été 
mesuré  à  partir  du  point  Jixe  qui  lui  sert  d'origine.  On  reconnaît 
là  nne  foule  de  lieux  obtenus  par  voie  de  transformation,  et  on  ne 
peut  clouter  que  ces  transformations  n'aient  (iguré  dans  le  Traité 
des  Porismes.  J'avais  même,  dans  l'origine,  borné  les  Porismes  à  ces 
transformations  ;  mais  j*ai  dû  abandonner  ce  point  de  vue  trop  res- 
treint, à  mesure  que  je  parvenais  à  mieux  démêler  le  sens  du  texte  de 
Pappus. 

Ne  perdons  pas  de  vue  que  les  lieux  plans  n'étaient  pas  les  seuls  dont 
Euclide  se  fût  occupé  dans  son  Traité  des  Porismes,  et  que  si  nous  pos- 
sédions les  Traités  des  Grecs  sur  les  lieux  solides,  les  linéaires  et  ceux 
aux  moyennes,  ou  si  nous  avions  seulement  sur  leur  contenu  l'équi- 
valent de  la  Notice  de  Pappus  sur  les  lieux  plans ,  nous  pourrions  vrai- 
semblablement en  tirer  de  nouvelles  lumières  sur  la  composition  du 
Traité  des  Porismes. 

§  XVI.  —  D'une  conjecture  à  laquelle  donnent   lieu  les  lemmes  de 

Pappus. 

J'ai  fait  connaître  dans  la  première  partie  de  cet  écrit  les  raisons  pour 
lesquelles  il  est  peu  à  espérer  qu'on  puisse  remonter  des  lemmes  de 
Pappus  aux  pi'opositions  mêmes  du  Traité  des  Porismes.  Nous  avons 
vu  toutefois,  dans  le  cours  de  ces  recherches,  quelques-vms  de  ces 
lemmes  s'offrir,  avec  lui  certain  à  propos,  comme  d'utiles  auxiliaires, 
et  cette  circonstance  nous  conduit  à  consigner  ici,  sous  toute  réserve, 
nne  conjecture  qui  s'applique  à  un  assez  grand  nombre  de  lemmes. 

Puisque  la  plus  grande  partie  des  propositions  du  Traité  des  Po- 
rismes étaient  relatives  à  des  lieux  géométriques,  on  peut  penser  que 
ces  lemmes  se  rapportaient  aussi  en  grande  partie  à  des  lieux.  Or  il 
se  trouve  que  la  plupart  ont  pour  réciproques  des  propositions  locales. 
Ainsi  le  lemme  I,  lorsqu'on  suppose  que  By.  se  meut  en  restant  paral- 
lèle à  yc?,  correspond  à  ce  porisme  cpie  le  point  s  décrit  une  ligne  droite. 
Le  lemme  11,  en  supposant  fixes  les  droites  aê,  §7  et  les  trois  points 
£,  ^,  ■/;,  et  la  droite  Çô  mobile,  correspond  à  ce  même  porisme  que  le 
point  rj  décrit  une  ligne  droite,  et  ainsi  de  presque  tous  les  autres;  cela 


PIJRI'IS  ET  APPLIQUÉES.  297 

est  tiK-iiie  vrai  de  ceux  où  il  s'agit  de  systèmes  de  quatre  points  en 
ligne  droite.  Cette  transformation  peut  s'effectuer  : 

Pour  le  lemme  XXII,  en  décrivant  une  demi-circonférence  sur  le 
segment  a.'}.  Si  l'on  inscrit  une  corde  èi  =  c?ê,  on  aura  as  =;  «y. 

Pour  les  lemmes  XXIII  et  XXV,  en  décrivant  une  demi-circonfé- 
rence sur  le  segment  aê.  Si  l'on  inscrit  la  corde  es  =  êâ,  le  point  7  sera 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  a  sur  le  diamètre. 

Pour  le  lemme  XXIV,  en  décrivant  une  demi-circonférence  sur  le 
segment  ao.  Les  arcs  décrits  des  points  a  et  ê  comme  centres  avec  les 
rayons  aâ,  êy,  se  coupent  sur  cette  demi  circonférence. 

Pour  les  lenunes  XXVI  et  XXVII,  en  décrivant  une  circonférence 
siu'  le  segment  Sy  comme  diamètre,  puis  élevant  sur  la  droite  a§  la 
perpendiculaire  al.  Si  l'on  mène  du  point  X  la  droite  /S,  qui  ren- 
contre eu  V  la  circonférence  décrite  sur  êy,  on  a  respectivement  et  les 
signes  semblables  se  correspondant, 

XêiSv  ::  {lë±§âY':{Sâ±§vY. 

Pour  le  lemme  XXXIV,  en  décrivant  une  demi-circonférence  sur  ay. 
Si  l'on  décrit  une  autre  demi-circonférence  sur  se,  elle  coupe  la  pre- 
mière en  un  point  qui  se  projette  en  c?  sur  le  diamètre. 

On  peut  donc  voir  dans  ces  lemmes  autant  de  propriétés  du  cercle, 
qui  ont  pu  servir  à  reconnaître  cette  courbe.  Mais,  je  le  répète,  de  telles 
conjectures,  quelques  séduisantes  qu'elles  puissent  paraître,  doivent 
être  considérées  comme  très-hasardées. 

§  XVII.  —  Résumé  et  Conclnsioiis. 

Les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  dans  ce  commentaire  peuvent 
se  résumer  comme  il  suit  : 

1°.  Les  Porismes  d'Euclide  nous  ont  été  conservés  dans  la  Notice  de 
Pappus.  La  partie  de  cette  Notice  qui  leur  est  consacrée  doit  être  con- 
sidérée (  omme  à  peu  près  exempte  de  lacunes,  sinon  de  défectuosités 
du  même  genre  que  celles  qu'on  peut  signaler  dans  les  autres  parties 
encore  manuscrites  du  texte  des  Collections  mathématiques.  Il  est 
vraisemblable  que  nous  avons  ainsi  tous  on  |)resque  tous  les  porismes 
qu'Euclide  avait  considérés. 

Tome  XX.  —  Septembre  18 JS.  JO 
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9^.  Ces  porisines  n'étaient  pas  des  propositions,  mais  servaient  de 
réponse  à  une  foule  de  questions  dont  les  énoncés  n'ont  pas  été  repro- 
duits par  Pappus,  lequel  n'y  a  attaché  aucune  importance. 

3°.  Les  questions  traitées  dans  l'ouvrage  d'Euclide  étaient  présentées 
sous  forme  de  problèmes,  et  à  cause  de  cela  beaucoup  de  géomètres, 
entre  autres  Proclus,  les  classaient  parmi  les  problèmes.  D'autres,  se 
fondant  sur  ce  que  les  solutions  étaient  des  énoncés  de  théorèmes  ou 
des  vérités  abstraites,  considéraient  ces  j)ropositions  comme  de  véri- 
tables théorèmes. 

4".  La  plupart  de  ces  questions  étaient  relatives  à  des  lieux  géomé- 
triques. Euclide  s'était  proposé  vraisemblablement  d'enseigner  les 
moyens  de  reconnaître  la  nature  d'un  lieu,  lorsque  cette  nature  n'était 
pas  mise  en  évidence  par  son  mode  de  construction.  Cette  connaissance 
mettait  les  géomètres  à  même  de  résoudre  par  des  intersections  de  lieux- 
une  foule  de  problèmes  qui  autrement  eussent  été  inabordables. 

5°.  C'est  à  ce  grand  nombre  de  questions  relatives  aux  lieux,  et 
aussi  à  l'absence  de  certaines  définitions  dans  les  Traités  des  géomètres 
grecs  et  nommément  d'Euclide,  qu'il  faut  attribuer  la  définition  des 
porismes  rapportée  par  Pappus  d'après  certains  géomètres  récents.  Ces 
questions  formaient,  dans  le  Traité  des  Porismes,  des  groupes  distincts, 
avec  des  intitulés  spéciaux.  Elles  comprenaient  non-seulement  des 
lieux  plans,  mais  encore  des  lieux  solides,  des  lieux  linéaires  et  des 
lieux  aux  moyennes. 

6°.  Au  fond,  les  porismes  n'étaient  autre  chose  que  les  relations  qui 
s'offraient  le  plus  souvent  dans  les  recherches  géométriques.  La  pensée 
qui  a  inspiré  le  Traité  des  Porismes  a  ài\  être  de  fournir  des  exemples 
de  ces  relations,  avec  les  procédés  les  plus  généraux  à  employer  pour 
en  constater  l'existence  selon  les  cas. 

7".  Proclus  a  montré  par  deux  exemples  qu'il  existe  dans  les  Êlé- 
inenls  d'Euclide  des  questions  qui,  présentées  sous  forme  de  problèmes, 
différent  des  problèmes  proprement  dits,  lesquels  consistaient,  à  pro- 
prement parler,  dans  toute  opération  déduite,  comme  une  conséquence, 
de  propositions  déjà  démontrées.  Après  avoir  signalé  le  caractère 
d'invention  qui  distingue  ces  questions,  il  ajoute  que  les  Porismes 
d'Euclide  offraient  ce  caractère  ;  mais  il  ne  donne  aucune  notion  par- 
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ticulière  sur  ces  derniers,  si  ce  n'est  en  disant  que  ce  sont  des  pro- 
blèmes. 

8".  Les  recherches  qui  restent  à  faire  sur  la  question  des  porisines 
consisteraient  principalement  à  préciser,  s'il  y  a  lieu,  mieux  que  je  n'ai 
pu  le  faire,  la  signification  de  chaque  porisme,  et  à  reconstituer  d'une 
manière  plausible  les  méthodes  générales  qu'Euclide  avait  mises  en 
usage  dans  son  Traité. 


APPENDICE. 
§  L  —  Précis  des  lieux  plans  d  J pollonius ,  d'après  Pappiis. 

Les  géomètres  de  l'antiquité  ont  appelé  lieux  plans  les  lieux  à  la  ligne 
droite  et  au  cercle.  Les  deux  livres  de  l'ouvrage  d'Apollonius  sur  les  lieux 
plans  se  composaient  en  effet  de  propositions  ayant  pour  objet  de  dé- 
montrer que  les  lieux  géométriques .  résultant  de  diverses  constiuc- 
tions,  sont  des  droites  ou  des  circonférences  de  cercle.  On  avait  remarqué 
de  bonne  heure  que  ces  constructions  peuvent  être  variées  à  l'infini, 
et  qu'il  eiît  été  chimérique  de  vouloir  les  rassembler  toutes  dans  un 
recueil.  C'est  pourquoi  Apollonius  n'avait  donné  que  les  éléments  de 
la  matière.  Comme  des  éléments  ne  s'inventent  pas,  il  est  permis  d'ad- 
mettre, avec  M.  Chasles,  que  l'auteur  a  pu  se  servir  des  porismes 
d'Euclide,  dans  une  certaine  mesure,  et  en  ramenant  les  propositions 
ainsi  empruntées  à  la  forme  que  comportait  son  point  de  vue  parti- 
culier. 

Voici  les  énoncés  des  lieux  plans  que  Pappus  nous  a  conservés  dans 
la  préface  du  septième  livre  de  son  Recueil. 

Premier  livre. 

1.  Deux  droites  sont  menées  soit  d'un  même  point  fixe,  soit  de  deux 
points  fixes,  dans  la  même  direction  ou  de  manière  à  former  un  angle 
constant;  les  longueurs  de  ces  droites  sont  entre  elles  dans  un  rapport 
constant  ou  bien  font  un  produit  constant.  Si  l'extrémité  de  l'une 
d'elles  décrit  un  lieu  plan  donné  de  position,  l'extrémité  de  la  seconde 
décrira  aussi  un  lieu  plan  donné  de  position,  tantôt  de  même  espèce 
que  le  premier,  tantôt  d'espèce  différente,  et  la  position  du  nouveau 
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lieu  dépendra  de  la  direction  dans  laquelle  le  rayon  de  ce  dernier  aura 
été  mesuré  à  partir  du  point  fixe  qui  lui  sert  d'origine. 

Cet  énoncé  en  résume  plnsieiu's  autres,  et  Pappus  le  donne  comme 
tel.  Les  propositions  ajoutées  au  commencement  de  l'ouvrage  par 
Charmandre  fournissent  en  outre  les  trois  suivants. 

2.  Si  l'extrémité  d'une  droite  de  longueur  donnée  est  fixe,  son  autre 
extrémité  décrit  une  circonférence  de  cercle. 

5.  Si  les  droites  menées  d'un  point  mobile  à  deux  points  fixes 
font  un  angle  constant,  le  lieu  de  ce  point  est  ujie  circonférence  de 
cercle. 

i.  Le  lieu  du  somm.et  d'un  triaiigle  variable  dont  la  base  est  fixe  et 
l'aire  constante,  est  une  ligne  droite  donnée  <le  position. 

o.  Si  une  droite  de  longueiu-  constante  se  meut  parallèlement  à  elle- 
même,  et  que  l'une  de  ses  extrémités  glisse  sur  une  droite  fixe,  son 
autre  extrémité  décrira  pareillement  une  ligne  droite  donnée  de  po- 
sition. 

6.  Si  d'un  point  on  mène  à  deux  droites  données  des  obliques  sons 
des  angles  donnés,  et  que  ces  obliques  soient  entre  elles  dans  un  rap- 
port constant,  ou  bien  qu'en  ajoutant;!  l'une  d'elles  une  longuein- en 
raison  constante  avec  la  seconde,  on  obtienne  une  somme  constante,  le 
lieu  de  ce  point  sera  une  ligne  droite  donnée  de  position. 

7.  Étant  donné  tant  de  droites  qu'on  voudra,  le  lieu  du  point  tel 
que,  menant  de  ce  point  à  ces  droites  des  obliques  sous  des  angles 
donnés,  la  somme  des  rectangles  faits  avec  l'une  de  ces  obliques  et  une 
droite  donnée  et  avec  une  seconde  oblique  et  une  autre  droite  donnée 
soit  égale  au  rectangle  fait  avec  une  troisième  oblique  et  une  troisième 
droite  donnée,  et  de  méiue  pour  les  autres  obliques,  est  une  ligne 
droite  donnée  de  position. 

8.  Étant  donné  deux  droites  parallèles  entre  elles,  le  lieu  d'un  point 
tel  que,  menant  de  ce  point  des  obliques  dans  des  directions  données, 
elles  déterminent  sur  ces  droites,  à  partir  de  points  donnés,  des  seg- 
ments ayant  entre  eux  un  rapport  constant  (ou  de  telle  manière  que 
le  produit  de  ces  obliques  soit  constant,  ou  encore  que  la  somme  ou 
la  différence  des  aires  des  polygones  respectivement  semblables  à  des 
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polygones  tlonués  [*j,  construits  sur  ces  mêmes  obliques,  soit  con- 
stante ,  est  une  ligne  droite  donnée  de  position. 

Second  livre. 

1.  Le  lieu  du  point  tel,  que  la  dilférence  des  quarrés  construits  sur 
ses  distances  à  deux  points  fixes  soit  constante,  est  une  droite  donnée 
de  position. 

2.  Le  lieu  du  point  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  constant,  est  une  droite  ou  une  circonférence 
de  cercle  [**]. 

5.  Étant  donné  une  droite  fixe  et  sur  cette  droite  un  point,  de  ce 
dernier  menez  une  oblique  et  terminez-la  en  un  point  tel,  que  le  quarré 
construit  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  droite  don- 
née soit  égal  au  rectangle  construit  sur  une  droite  donnée,  et  sur  la  lon- 

[*]  Les  géomètres  qui  se  sont  occuiics  de  restituer  les  lieu.v  plans  ont  supposé 
que  les  polygones  dont  il  s'agit  devaient  nécessairement  être  semblables  entre  eux.  Mais 
rien  ne  justifie  cette  restriction.  En  effet,  la  proposition  est  vraie  lorsque  ces  polygones 
sont  dissemblables;  il  suffit  que  chacun  reste  semblable  à  lui-même.  D'ailleurs  Euclide 
considère,  dans  plusieurs  propositions  du  livre  des  Données,  des  systèmes  de  polygones 
(]ui  ne  sont  pas  de  même  espèce.  Il  n'est  pas  problable  qu'Apollonius,  qui  est  jxistc- 
rieur  à  Euclide,  ait  restreint  inutilement  la  généralité  de  ses  énoncés.  .l'ai  admis  en 
conséquence  que  les  mots  rà  sISt,  signifient  des  polygones  respectivement  semblables 
à  des  polygones  donnés,  qui  peuvent  être  d'espèce  différente. 

[**]  Cet  énoncé  et  le  précédent  sont  donnés  par  Pappusen  ces  termes  ;  "  Kàv  à-o  oJo 
»  ^ïcJofiévM'j  (TïjfiEtwv  eOCsïae  zAko'Switiv,  z«i  î  Ta  «r'aÙTiûv  3oOh-i  "/J'>p'.(->  t!tv.fifjO-jza,  ro 
»  ffïjpEÎov  â^izcci  Okaii  SiSa^Àvrii  eOOstKç.  Eàv  Sï  uaiv  Iv  ).oyw  iJofiéuTt,  à'to'-  txtOiixç  ri  r.spi- 
»  tfEpzixi.  '■>  On  voit  par  cette  citation  que  je  ne  me  suis  pas  attaché  à  traduire  mot  à 
mot.  Cela  m'a  paru  d'autant  plus  permis  qu'il  s'agit  d'énoncés  dans  la  plu]>art  desquels 
Pappus  a  réuni  plusieurs  propositions  traitées  séparément  par  Apollonius.  Je  ferai  ob- 
server qu'on  ne  peut  même  pas  affirmer  que  Pappus  ait  conservé  à  ces  énoncés  leur 
forme  primitive.  En  effet,  Entoce  voulant  donner  un  exemple  de  lieu  plan,  cite,  dans 
son  Commentaire  sur  les  Sections  coniques  d'Apollonius,  celui  que  voici  :  AOo  âodi-jzM-j 
ffïlfistwv  Èv  intnkâa,  /ai  ),dyci'j  (îoôévToç  àviduv  eOflsîwj  "  JuvaTov  sit/v  iv  Ty  ëTUTriSiii  yp«-^«t 
■/.■ùx\ov,  w(7Tî  T«ç  àizi  Twv  SoOivzwj  ur,p.si(,rj  'i~i  tt,-j  Trtpiyépsiav  toO  /.Oz).ou  x.).w^£v«;  sùôeja; 
),d'/ov  Î-/ZIV  TÔv  «Otôv  tw  (?o6jvT(.  C'est  à-dire,  textuellement  :  Étant  donné  dans  un  plan 
deux  points  et  le  rapport  de  deux  droites  inégales,  il  est  possible  de  décrire  dans  ee 
plan  un  cercle  tel,  que  tes  droites  menées  des  points  donnés  à  (un  même  point  de  i  la 
circonférence  soient  entre  elles  dans  une  raison  constante,  la  même  que  celle  qui  est 
donnée  [Àpollonii  Pergœi  Conicorum  libri  octo,  etc.  ;  in-folio  ;  Oxford,  1710;  pag.  11). 
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giieur  variable  mesurée  du  pied  de  la  perpendiculaire  jusqu'au  point 
fixe  donné,  ou  jusqu'à  tout  autre  point  fixe  situé  sur  la  droite  donnée  : 
le  lieu  de  l'extrémité  sera  une  circonférence  de  cercle  donnée  de  po- 
sition. 

4.  Étant  donné  deux  points  fixes,  le  lieu  du  point  tel,  que  lequarré 
construit  sur  la  distance  à  l'un  des  deux  points  donnés  soit  plus  grand 
que  le  quarré  construit  sur  la  distance  à  l'autre  point  d'un  espace 
donné  qu'en  raison  [*],  est  une  circonférence  donnée  de  position. 

o.  Étant  donné  tant  de  points  qu'on  voudra,  et  des  polygones 
quelconques  en  même  nombre,  concevons  que  d'un  point  on  mène 
des  droites  à  tous  les  points  donnés,  et  que  sur  ces  droites  on  coii- 
striiise  des  polygones  respectivement  semblables  aux  polygones  don- 
nés :  si  la  somme  des  aires  des  polygones  ainsi  construits  est  égale  à  un 
espace  donné,  le  lieu  de  ce  point  est  une  circonférence  de  cercle  donnée 
de  position. 

6.  Le  lieu  du  point  tel,  que  la  somme  des  aires  des  polygones  res- 
pectivement semblables  à  deux  polygones  donnés,  construits  sur  les 
droites  menées  de  ce  point  à  deux  points  fixes,  soit  égale  au  rectangle 
construit  sur  une  droite  donnée  et  sur  la  distance  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  même  point  sur  une  droite  fixe  à  un  point 
donné  sur  cette  droite,  est  une  circonférence  de  cercle  donnée  de  po- 
sition. 

7.  Étant  donné  un  point  dans  l'intérieur  d'un  cercle  donné,  si  par 
ce  point  on  mène  une  droite  quelconque  et  que  sur  cette  droite  on 
prenne  un  point  extérieur  tel,  que  le  quarré  de  la  distance  de  ce  point 
au  point  donné,  ou  ce  quarré  augmenté  du  rectangle  des  deux  seg- 
ments situés  de  part  et  d'autre  du  même  point  dans  le  cercle,  soit  égal 
au  rectangle  construit  sur  la  droite  entière  et  sa  partie  extérieure, 
le  lieu  du  point  ainsi  déterminé  sera  une  droite  donnée  de  position. 

Si  cette  droite  est  donnée,  ainsi  que  le  point  fixe,  mais  non  le  cercle, 

[*]  Cette  locution  plus  grand  quen  raison,  j^eiÇov  ij  iv  ^dyw,  est  fréquemment  usitée 
clans  le  livie  des  Données  d'Enrlide.  Elle  s'interprète  textuellement  en  disant  que  le 
premier  quarré  doit  être  plus  grand  d'un  espace  donné  que  le  quarré  qui  est  au  second 
quarré  dans  la  raison  donnée.  C'est  une  formule  abrégée,  comme  on  en  trouve  quelques 
autres  en  géométrie.  Il  a  été  proposé  d'autres  explications  de  cette  locution,  notamment 
par  M.  Vincent  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  tome  III,  page  9). 
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et  qu'on  cherche,  sur  l'oblique  menée  de  ce  point  à  hi  droite,  deux 
points  qui  jouissent  de  la  propriété  indiquée,  chacun  de  ces  points 
aura  pour  lieu  une  circonférence  de  cercle  donnée  de  position,  la  même 
pour  tous  les  deux. 

§  IT.  —  Lieux  du  Traité  des  Connues  géométriques . 

C'est  à  M.  L.-Am.  Sédillot  que  nous  devons  la  connaissance  des 
énoncés  des  propositions  dont  se  compose  cet  ouvrage  du  géomètre 
arabe  Ilassan-ben-llassan-ben-llaitem  [*].  Plusieurs  propositions  du 
premier  livre  ont  pour  objet  de  démontrer  que  certains  lieux  géomé- 
triques sont  connus.  Dans  le  Traité  des  ZieMa;/?/flw.y  d'Apollonius,  ou 
démontrait  que  certains  lieux  géométriques  sont  donnés.  Il  y  a  donc 
une  grande  analogie  entre  les  deux  ouvrages,  du  moins  en  ce  qui  con- 
cerne les  lieux.  Voici  ceux  que  considère  le  géomètre  arabe.  Je  con- 
serve les  numéros  qu'ils  ont  dans  la   traduction  de  M.  Sédillot. 

1 .  Lieu  de  l'extrémité  d'une  droite  de  grandeur  connue,  menée 
d'un  point  connu  de  position  (2"  du  F''  livre  d'A|)ollonius). 

2.  Lieu  du  point  obtenu  en  menant  du  centre  dun  cercle  un  rayon, 
et  portant  ensuite,  à  partir  de  la  circonférence,  sur  une  droite  faisant 
avec  ce  rayon  un  angle  connu,  une  longueur  ayant  avec  le  rayon  lui 
rayon  cortnu  (i"  du  I"  livre  d'Apollonius). 

ô.  Lieu  obtenu  par  la  même  construction,  les  rayons  étant  menés 
d'un  point  quelconque,  et  la  longueur  en  rapport  connu  avec  le  rayon 
étant  portée  sur  son  prolongement  (1"  du  P'  livre  d'Apollonius). 

4.  Lieu  obtenu  par  la  même  construction,  les  rayons  étant  menés 
d'un  point  quelconque,  et  la  longueur  en  rapport  connu  avec  le  rayon 
faisant  avec  celui-ci  un  angle  connu  (i*"^  du  P'  livre  d'Apollonius). 

"i.  Lieu  obtenu  par  la  même  construction,  en  substituant  à  la  cir- 
conférence connue  une  droite  connue  (i"'  du  I"  livre  d'Apollonius). 

(>.  Lieu  du  point  tel,  que  menant  de  ce  point  des  droites  à  deux 
points  connus,  elles  comprennent  un  angle  connu  (3*  dvi  F'  livre  d'A- 
pollonius). 

7.   Lieu  obtenu  en  effectuant  la  même  construction,  et  prolongeant 

[*]  Nouveau  Journal  asiatique,  mai  i834,  et  Matériaux  pour  servir  à  l'histoire  com- 
parée des  sciences  mathématiques  chez  les  Grecs  et  chez  les  Orientaux ^'inS";  Paris; 
page  378. 
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la  droite  menée  à  l'iin  des  points  connus,  de  telle  sorte  que  cette  droite 
soit  à  son  prolongement  dans  un  rapport  connu  (i"dii  1"  livre  d'Apol- 
lonius). 

8.  Lieu  des  points  également  distants  de  deux  points  connus  (2*  du 
IP  livre  d'Apollonius). 

9.  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  points  connus,  suppo- 
sées inégales,  sont  entre  elles  dans  un  rapport  connu  [i"^  du  IP  livre 
d'Apollonius). 

H).  Ijeu  du  sommet  d'un  triangle  d'aire  constante,  dont  la  base 
est  connue  de  position  et  de  gra?ideur  (/j*  du  F'  livre  d'Apollonius). 
•12.  Lieu  du  point  obtenu  en  menant  entre  deux  cercles  égaux  une 
ligne  droite  parallèle  à  la  ligne  qui  joint  les  deux  centres,  et  prolon- 
geant cette  droite  à  partirde  l'tuie  de  ses  extrémités  de  manière  qu'elle 
soit  à  son  prolongement  dans  un  rapport  connu  [5"  du  P'  livre  d'A- 
pollonius). 

15.  Lieu  du  point  obtenu  en  menant  d'un  point  connu  à  une  droite 
connue  de  grandeur  et  de  position  un  rayon  que  l'on  prolonge,  de  ma- 
nière qu'il  soit  à  son  prolongement  dans  le  rapport  des  deux  parties 
de  la  droite  connue. 

14.  Lieu  du  point  obtenu  en  effectuant  la  même  construction,  mais 
de  manière  que  le  produit  du  rayon  et  de  son  prolongement  soit  égal 
au  produit  des  deux  parties  de  la  droite  connue. 

25.  Lieu  du  point  tel,  que  les  quarrés  construits  sur  les  droites 
menées  de  ce  point  à  deux  points  connus  fassent  une  somme  con- 
nue (5''  du  IP  livre  d'Apollonius). 

24.  Lieu  du  point  qui  divise  la  corde  menée  dans  un  cercle  connu 
de  grandeur  et  de  position  de  manière  que  les  deux  segments  fesseiit 
un  produit  connu. 

On  voit  que,  sur  ces  quinze  lieux,  il  n'y  en  a  que  trois  qui  ne  se 
retrouvent  pas  parmi  ceux  de  l'ouvrage  du  géomètre  grec.  Les  énon- 
cés de  l'auteur  arabe  ont  d'ailleurs  une  forme  qui  rappelle  tout  à  fait 
celle  qu'Eutoce  attribue  aux  énoncés  des  lieu-x  plans  d'Apollonius.  Si 
donc  Hassanben-Hassan  a  subi  l'influence  grecque,  on  ne  peut  l'attri- 
buer qu'à  cet  ouvrage  d'Apollonius. 
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RAPPORT 

Fait  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  sa  séance  du  i  -i  dé- 
cembre i853,  sur  un  ouvrage  intitule  :  Traité  de  Perspective- 
relief,  avec  les  applications  à  la  construction  des  bas-reliefs, 
aux  décorations  théâtrales  et  à  l'architecture;  par  M.  Poudra, 
ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  officier  supérieur  en 
retraite  au  corps  d'état-major  ; 

Par    m.    CHASLES[*]. 


L'auteur  entend  \iar  perspective-reliej  h  représentation  dun  corps 
à  trois  dimensions,  au  moyen  d'une  autre  figure  également  à  trois 
dimensions,  dont  la  construction  dépend  de  certaines  règles  géo- 
métriques analogues  aux  règles  de  la  perspective  sur  de  simples  sur- 
faces planes,  et  qui,  de  même,  présente  à  l'œil  une  imitation  fidèle. 

Ce  qui  caractérise  ce  mode  de  déformation  des  corps,  c'est  qu'elle 
est  faite  pour  une  position  particulière  et  déterminée  un  spectateur, 
et  que  la  figure,  qui  doit  produire  une  illusion  parfaite,  a  avec  le  mo- 
dèle dont  elle  présentera  l'apparence,  des  relations  de  j)ositioii  et  de 
forme  qui  satisfont  aux  deux  conditions  suivantes  :  i"  les  rayons  visuels 
menés  de  l'œil  du  spectateur  aux  différents  points  du  modèle  pas.sent 
par  les  points  correspondants  du  relief;  2°  tous  les  points  en  ligne 
droite  dans  le  modèle  se  trouvent  aussi  en  ligne  droite  dans  le  relief, 
et,  par  suite,  à  des  points  du  modèle  situés  dans  un  même  plan,  cor 
respondeut  des  points  du  relief  situés  aussi  dans  lui  même  plan. 

On  peut  exprimer  ces  conditions  nudtiples  par  une  seule,  en  di- 
sant simplement  qu'à  toutes  les  parties  planes  du  modèle  correspon- 
dent, dans  le  relief,  des  parties  également  planes,  lesquelles  sont  les 
perspectives  des  premières  sur  autant  de  plans  différents  et  pour  une 
même  position  de  l'œil. 

La  détermination    de  ces   pians  divers,   sur  lesquels  il   suffira  de 

[*]  Commissaires,  MM.  l'oiicelet  t-t  Chasies. 

Tome  \X.  —  Octodbe  uSj'i.  3y 


3o6  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

faire  de  simples  perspectives,  constitue  les  règles  de  ce  mode  de  repré- 
sentation des  corps,  appelé  j)crspecli\'e-relipf. 

Mais,  avant  d'entrer  dans  les  détails  de  cette  théorie,  nous  sommes 
arrêtés  par  une  question  préliminaire  qui  se  présente  ici  naturellement. 
Existe-t-il  déjà,  pour  la  construction  des  bas-reliefs,  des  règles  géo- 
métriques qui  servent  à  guider  l'artiste  dans  sa  composition,  comme 
il  en  existe  dans  la  peinture?  Si  de  telles  règles  ne  sont  point  observées 
dans  la  statuaire,  y  a-t-il  lieu  d'en  prescrire,  seront-elles  admises  ou 
ne  seront-elles  pas  regardées  comme  incompatibles  avec  le  but  que  l'on 
se  propose  dans  le  bas-relief,  et  contraires  à  l'indépendance  que  de- 
mande le  génie  de  l'artiste? 

Obligés  d'aborder  cette  question,  nous  ne  l'avons  fait  qu'avec 
une  extrême  défiance  de  nos  lumières  ;  car  c'est  à  une  autre  Académie 
qu'il  appartiendrait,  dans  cette  circonstance,  d'émettre  un  jugement. 
Aussi  nous  nous  sommes  bornés  à  interroger,  sur  ce  point,  l'histoire 
de  l'art,  pour  nous  renfermer  aussitôt  dans  la  partie  géométrique  qui 
forme  l'objet  principal  du  Mémoire  soumis  à  notre  examen. 

Il  nous  faut  rappeler  brièvement,  d'abord,  ce  qu'on  entend  par 
has-relief  ei  ronde-bosse,  [.a  ronde-bosse  est  l'imitation  complète  d'un 
objet  dans  ses  trois  dimensions,  conservées  les  mêmes  ou  altérées 
toutes  trois  dans  un  même  rapport  :  en  terme  de  géométrie,  c'est  une 
figure  semblable  au  modèle  dont  elle  reproduit  l'image  exacte,  en 
(juelque  lieu  que  se  place  le  spectateur.  Ce  genre  de  sculpture  convient 
spécialement  pour  la  représentation  d'un  objet  peu  étendu,  tel  qu'un 
personnage  :  les  bustes  cl  les  statues  en  sont  l'application  la  plus 
naturelle  et  la  plus  fréquente. 

On  appelle  bas-reliej  une  construction  peu  saillante  sur  un  fond 
pian  ou  courbe,  destinée  à  représenter  l'ensemble  de  plusieurs  objets 
formant  une  scène,  qui  peut  occuper,  en  profondeur  surtout,  une 
étendue  plus  ou  moins  grande.  Les  dimensions  de  cette  scène  peuvent 
se  trouver  singulièrement  diminuées  en  profondeur  dans  le  bas-relief; 
et  l'art  du  statuaire  consiste  à  inspirer  au  spectateur,  comme  fait  la 
peinture  sur  un  simple  tableau,  non-seulement  le  sentiment  des  formes 
particulières  des  diverses  parties  de  la  scène,  mais  aussi  le  sentiment 
de  leurs  positions  respectives  et  des  distances  véritables  des  différents 
plans  Jujunts  sur  lesquels  elles  se  trouvent.  Ce  sont  ces  deux  condi- 
tions réunies  qui  produiront  à  l'œil  et  à  l'esprit  l'apparence  et  l'image 
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parfaite  du  sujet,  tel  qu'il  existe  réellement  et  naturellement;  ce  (|ui 
est  le  but  le  plus  élevé  que  puisse  se  proposer  l'art  du  bas-reliet. 

On  conçoit  que  les  (Iccoratioiis  llirillrnles,  bien  qu'on  y  fasse 
usage  de  la  peintin-e  et  de  toutes  ses  ressources  pour  produire  illusion 
à  l'œil,  rentrent  essentiellement  aussi  dans  l'art  du  bas-relief  et  dépen- 
dent des  mêmes  règles  de  construction,  puisque  la  perspective  s'y  fait 
SIM"  des  plans  différents  et  diflérennnent  es|)ncés. 

Il  en  est  de  même  de  l'architectinx'  des  grands  édifices,  où  l'on 
a  à  déterminer,  d'après  ces  règles,  la  <lis|)osition  des  diverses  parties 
(\u  monument,  et  les  formes  et  proportions  de  ses  ornements,  tels  que 
colonnes,  statues,  pendentifs,  etc.,  eu  égard  à  leur  éloignement  en 
profondeur  et  en  hauteur. 

La  composition  des  jardins,  I  une  des  branches  de  l'architecture 
où  l'effet  perspectif  joue  un  rôle  principal,  emprunte  encore  ses  prin- 
cipes à  l'art  du  bas-relief. 

Otte  science  des  bas-reliefs  n'est  donc  point  circonscrite  à  l'art 
plastique  proprement  dit,  et  est  susceptible,  au  contraire,  d'applica- 
tions variées  et  différentes,  ayant  toutes  pour  but  essentiel  l'imitation 
et  l'illusion. 

(^e  devrait  être  une  raison  de  nous  faire  espérer  de  retrouver  dans 
l'antiquité  quelques  traces  des  règles  qui  ont  pu  guider  les  artistes 
dans  leurs  compositions.  Car  on  connaît  le  goût  des  Grecs  et  des  Ro- 
mains pour  les  temples  et  les  théâtres,  et  l'on  sait  qu'ils  avaient  écrit 
sur  la  scénographie,  qui  devint  un  art  particulier  basé  sur  les  principes 
de  la  perspective  [*]. 

La  perfection  de  leurs  œuvres  en  loude-bosse,  attestée  par  les 
témoignages  d'admiration  que  plusieurs  historiens  contemporains  nous 

[*]  "  Démociite  entreprit,  avec  Ana.\;igoras,  des  recherclies  sur  le  plan  perspectif  et 
la  disposition  de  la  scène  des  théàti-es,  et  ce  fut  lui  surtout  qui  fit  naître  chez  les  ar- 
tistes un  esprit  philosophique  propre  à  les  guider.  "  (0.  IMuLLER,  Manuel iF Archéolngie, 
§  CVIII.)  —  «  Namque  prinium  Agatharcus  Athenis,  jEschilo  doccnte  Iragœdiam,  sce- 
nani  fecit,  et  de  ea  commeniarium  reliquit.  Ex  eo  inoniti  Deinocrilus  et  Anaxagoras 
de  eadeni  re  scripserunt,  queniadnioduni  oporleal  ad  acieni  orulorum  radiorumque  ex- 
tensionem,  certo  loco  centro  constituto,  ad  lineas  ratione  nalurali  respondere  ;  titi  de 
incerta  re  imagines  aedifîcioruni  in  scenarum  pictuiis  rcdckri'nt  s|)eriem,  et  (jua-  in 
directis  planisque  frontibus  sini  figuiatîe,  alla  aliscedcniia,  alla  prominentia  esse  videan- 
lur.  (ViTRuvE,  lib.  Vil,  prDEfalio.) 

39.. 
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ont  transmis  et  par  les  modèles  qui  nous  en  sont  parvenus,  serait  en- 
core une  raison  qui  porterait  à  penser  qu'ils  ont  clù  cultiver  aussi  avec 
succès  l'art  du  bas-relief. 

Cependant  leurs  nombreux  travaux  dans  ce  genre  ne  répondent 
pas  à  l'idée  que  nous  avons  donnée  de  la  destination  et  du  caractère 
des  bas-reliefs  envisagés  dans  leiu'  plus  grande  pe'fection ,  et  ont 
donné  lieu,  à  cet  égard,  à  de  vives  critiques.  Hâtons-nous  d'ajouter 
qu'ils  ont  eu  aussi  leurs  défenseurs,  et  disons  la  cause  du  dissentiment 
qui  a  existé  à  ce  sujet  entre  les  juges  compétents  dans  cette  partie  des 
arts  d'imitation. 

On  doit  se  proposer,  avons-nous  dit,  ileAW  conditions  essentielles 
dans  la  construction  des  bas-reliefs  :  de  produire  tout  à  la  fois,  par 
une  illusion  de  la  viie,  une  imitation  fidèle  des  formes  de  toutes  les 
parties  du  sujet,  et  le  sentiment  de  leurs  positions  et  de  leurs  distances 
naturelles  [*].  Or,  parfois,  ces  deux  conditions  se  gênent  mutuellement  ; 
la  seconde  surtout,  relative  aux  positions  des  objets  et  à  la  dégrada- 
tion de  leurs  distances  en  profondeur,  peut  causer  de  grandes  difficul- 
tés; et  il  résulte  de  là  qu'on  la  sacrifie,  en  général,  soit  au  désir  de 
donner  plus  d'expression  aux  contours  et  aux  formes  des  parties  prin- 
cipales (lu  sujet,  soit  au  besoin  de  représenter  un  plus  grand  nombre 
de  personnages,  en  les  plaçant  dans  des  positions  différentes  de 
celles  qu'ils  ])ourraient  avoir  en  réalité  et  naturellement.  Aussi  faut- 
il  admettre  âe\ix  manières  de  concevoir  le  but  et  la  composition 
du  bas-relief,  lesquelles  constituent  tieux  styles  ou  deux  écoles  dis- 
tinctes :  l'école  ancieinie,  et  l'école  moderne,  qui  a  pris  naissance, 
avec  beaucoup  d'éclat,  dans  le  xv'  siècle.  Ces  deux  manières  ont  leui' 
caractère  propre  et  leur  utilité  propre,  leurs  sectatfurs  aussi  et  leurs 
critiques.  Celle  des  Anciens  date  de  l'origine  de  la  sculpture,  et  nous 
pouvons  dire  de  l'origine  des  arts  dans  l'antiquitéja  plus  reculée.  Les 
Egyptiens  l'ont  transmise  aux  Grecs,  d'où  elle  a  passé  aux  llonsains, 
et  elle  est  encore  mise  en  pratique.  On  admet  qu'elle  prend  sa  forme 
dans  l'écriture  sacrée  des  Égyptiens.  Une  succession  de  figiu'es  dans  un. 
bas-relief  formait  une  sorte  d'écriiiu'e  biéroglypliique,  une  ^érie  d'em- 

[*]  •'  La  perfection  consiste  à  réunir  deux  choses  :  l'une  est  la  ressemblance ,  et 
l'autre  est  la  symétrie  ou  l'accord  des  proportions."  (Émeric  David,  Reclicrrhes  sur 
l'nrt  slatuaire ;  page  j  33.  ) 
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blêmes  qui  parlaient  à  l'esprit,  et  permettaient  k  l'ailisîe  nu  dévciop- 
po.nent  de  faits  et  de  pensées  indépendant  du  but  d'imitation  pitlo- 
resque,  par  lequel  les  Modernes  ont  fait  de  l'art  du  bas-relief  une 
œuvre  savante. 

Plus  tard,  le  système  des  figures  au  bas-relief  resta  fidèle  au  prin- 
cipe de  l'écriture  figurative,  et,  bien  que  l'art  d'imitation  partielle  de 
chaque  obet  fût  très-perfectionné,  les  couiposilions  retinrent  toujours 
l'esprit  de  leur  premier  emploi.  Chez  les  Modernes,  au  contraire,  la 
science  du  bas-relief  a  suivi  le  goût  et  les  errements  de  la  peintin-e,  et 
prétendit  à  l'illusion  du  tableau  [*  |. 

Voici  comment  Perrault,  dans  son  Parallèle  des  anciens  et  des 
Modernes,  apprécie  le  caractère  différent  des  deux  écoles  : 

«  Si  l'on  examine  bien  la  plupart  des  bas-reliefs  antiques,  on  trou- 
»  vera  que  ce  ne  sont  pas  de  vrais  bas-reliefs,  mais  des  reliefs  de 
»  londe-hnsse  sciés  en  deux  de  haut  en  bas,  dont  la  principale  moitié 
»  a  été  appliquée  et  collée  sur  un  fond  tout  uni.  H  ne  faut  (pie  voir 
»  le  bas-relief  des  Danseuses.  Les  figures  en  sont  assurément  d'une 
"  grande  beauté,  et  rien  n'est  plus  noble,  plus  svelte,  plus  galant, 
»  que  l'air,  la  taille  et  la  démarche  de  ces  jeunes  filles  qui  dansent; 
M  mais  ce  sont  des  figures  de  ronde-bosse  sciées  en  deux,  comme  je 
»  viens  de  le  dire,  ou  enfoncées  de  la  moitié  de  leur  corps  dans  le 
»  champ  qui  le  soutient.  Par  là,  on  connaît  clairement  que  le  scuip- 
»  teur  qui  les  a  faites,  manquait  encore,  quelque  excellent  qu'il  fût, 
»  de  cette  adresse  que  le  temps  et  la  méditation  ont  enseignée  depuis, 
«  et  qui  est  arrivée  de  nos  jours  à  sa  dernière  perfection;  je  veux 
»  dire  cette  adresse  par  laquelle  un  sculpteur,  avec  deux  ou  tiuis 
»  ponces  de  relief,  fait  des  figures  qui  non -seulement  paraissent  de 
»  ronde-bosse  et  détachées  de  leur  fond ,  mais  qui  semblent  s'enfoncer. 
»   les  unes  plus,  les  autres  moins,  dans  le  lointain  du  bas-relief.  » 

Le  sentiment  d'un  scidpteur  célèbre,  Falconet,  s'accorde  avec  ce 
jugement  du  savant  Littérateur.  Après  avoir  critiqué  les  bas-reliefs 
anciens,  qui  ne  produisent  point  l'imitation  des  objets  naturels,  il  dit 
que  les  règles  du  bas-relief  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  peinture, 
au  point,  ciuun  habile  seul  pleur  doit  pouvoir  construire  un  bas-ieliej 

[*]   Voir  QuATREMÈRE  DE  QuiNCY,  Description  du  bouclier  d'Achille  par    Homère. 
[Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  des  I/iscriptio/is  ;  tome  IV.) 
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d'après  un  bon  tnhleaii,  comme  d'après  le  modèle  lui-même;  qu'une  loi 
rigoureuse  h  observer  avec  la  plus  scrupuleuse  attention,  est  celle  de 
la  juste  distance  les  unes  des  autres,  des  diverses  figures  du  sujet,  situées 
sur  des  plans  différents;  que  c'est  surtout  dans  l'observation  de  cette 
règle,  que  se  trouve  l'analogie  qui  existe  entre  le  bas-relief  et  la  pein- 
ture; que  rotnpre  ce  lien,  ce  serait  dégrader  la  sculpture,  et  la  res- 
treindre entièrement  aux  statues,  tandis  que  la  nature  lui  offre,  connue 
à  la  y>f?\r\\nrQ.,  des  tableaux  [*\. 

Un  peintre  distingué,  Dandré  Bardon,  professeur  à  l'École  de 
Peinture  et  de  Sculpture,  caractérise  de  même  les  deux  écoles  au- 
cienne  et  moderne.  «  Les  sculpteurs  modernes,  dit-il,  ont  été  dirigés 
»  par  (les  vues  plus  justes  et  par  des  connaissances  plus  étendues  que 
»  les  Anciens.  Ils  ont  réuni  sous  un  uiènie  point  de  vue  les  diverses 
»  beautés  du  bas-relief  que  l'Antique  n'avait  exposées  que  séparément. 
"  Par  cet  ingénieux  assemblage,  réunissant  les  principes  des  sculptures 
»  de  bas-relief  et  de  demi-bosse  à  ceux  des  bas-reliefs  de  ronde-bosse 
).  à  plusieurs  plans,  ils  ont  enriclii  l'art  d'un  nouveau  genre  d'ou- 
))  vrages,  qui  les  met  à  portée  d'imiter  avec  le  ciseau  tous  les  effets 
»   de  la  nature  que  le  pinceau  peut  retracer  [**].   » 

Il  est  inutile  de  nudtiplier  davantage  les  citations  en  faveur  de 
l'école  inoderne.  Mais  il  faut  montrer  maintenant  que  les  Anciens  ont 
eu  aussi,  et  peuvent  avoir  encore  leurs  défenseurs  et  leurs  partisans. 

Nous  trouvons  dans  les  Mémoires  de  F  Jcadéiiiie  des  Inscriptions, 
un  écrit  de  l'abbé  Saliier,  lu  à  l'Académie  en  1728,  tendant  à  réfuter 
les  idées  émises  par  Perrault,  et  à  affranchir  I  artiste  des  règles  qu(; 
lui  impose  l'école  moderne.  Si  dans  le  bas-relief  de  la  colonne  Tra- 
jane,  dit-il,  il  n'y  a  ni  perspective  ni  dégradation,  si  les  figures  s'y 
trouvent  presque  toutes  sur  le  mèiiie  |)!an,  si  quelques-unes  placées 
derrière  les  autres  y  sont  aussi  grandes  et  aussi  marquées  que  celles-là, 
en  sorte  qu'elles  semblent  montées  sur  des  gradins  pour  se  faire  voir 
au-dessus  des  autres;  «  c'est  que  l'ouvrier,  supériem-  aux  régies  de 
»   sou  art,  avait  de  justes  motifs  pour  les  négliger  [***].    » 

[*]  Falconf.t,  Réflexions  sur  la  sculpture;  voir  OEiwjrs  complètes;  3"  édition, 
tome  III,  paye  S^. 

[**]  Dandré  Bardon,  Essai  sur  In  sculpture  ;  ^w^e  Sg. 

[***]  Discours  sur  la  perspective  de  l'ancienne  peinture  ou  sculpture;  voir  Mémoires 
de  t' Académie  des  Inscriptions  et  Belles- Lettres  ;  tome  VIII ,  page  97. 
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M.  Qiiatremère  de  Quincy,  clans  son  savant  article  sur  les  bas- 
relipCs,  écrit  pour  le  Dictioiinaiie  d'Architecture  de  rp.ncyclopédie 
niélhodiqiie,  prend  aussi  la  défense  des  Anciens,  et  atténue  les  re- 
proches qu'on  leur  a  adressés  :  il  montre  le  caractère  propre  et  les 
usages  de  leurs  bas-reliefs;  il  cherche  à  prouver  que  les  Anciens  par- 
fois ont  fait  quelques  essais  dans  le  genre  moderne;  que  ce  genre  ne 
leur  était  pas  absolument  étranger;  qu'd  y  a  lieu  enfin  de  distinguer 
dans  îeiu's  œuvres  le  style  primitif,  à  figures  isolées  et  sans  action,  cl 
plus  tard  le  style  perfectionné,  où  les  figures  liées  ensemble  par  !a 
composition  sont  susceptibles  de  représenter  ww  sujet  et  d'exprimer 
une  action  à  laquelle  elles  concourent  ensemble. 

't  Des  lors,  dit-il,  les  bas-reliefs  acquirent  la  nudtiplicité  des  plans 
w  et  devinrent  des  espèces  de  tableaux,  privés  de  couleurs,  il  est  vrai, 
»  mais  susceptibles  de  rendre  et  d'exprimer  une  partie  des  sujets  qui, 
»  jusque-là,  n'avaient  pu  être  que  du  district  de  la  peinture.  On  vit 
»  les  figures  disposées  sur  des  plans  différents,  indiquer,  par  une  dé- 
»  gradation  sensible  de  lelicj ,  leur  plus  ou  moins  grand  éioignement  ; 
»  on  les  vit,  groupées  entre  elles,  former  un  ensemble  de  composition, 
»  représenter  luie  action,  et,  sans  cesser  d'être  utiles  à  l'histoire,  dass 
»  les  monuments,  se  prêter  à  toutes  les  inventions  du  génie,  sous  le 
»   rapport  seul  de  l'art  et  du  plaisir.   » 

Cela  prouverait  donc  que  les  Anciens  eux-mêmes  avaient  eu  l'idée 
d'introduire  dans  les  bas-reiiefs  les  principes  de  la  perspective  et  les 
conditions  de  perfection  qui  caractérisent  le  style  moderne.  Cet  aveu, 
loin  d'infirmer  le  sentiment  de  Perraidt,  de  Falconet  et  de  Bardon, 
sur  les  principes  qui  doivent  présider  à  l'art  du  bas-relief,  le  fortifie, 
et  concourt  à  former  notre  jugement  sur  la  convenance  et  l'utihté 
des  règles  géométriques  qui  font  le  sujet  du  Mémoire  dont  nous 
avons  à  rendre  compte  à  l'Académie. 

Toutefois,  nous  devons  ajouter  que,  dans  un  ouvrage  moderne 
sur  la  peinture,  où  l'auteur  exprime  des  idées  fort  justes  sur  la  né- 
cessité indispensable  de  l'usage  constant  des  règles  de  la  perspective 
dans  l'art  du  peintre,  nous  trouvons,  au  sujet  des  bas-reliefs,  des  idées 
différentes,  qui  tendent  à  infirmer  les  principes  que  nous  venons  d'ad- 
mettre avec  tous  les  sectateurs  de  l'école  moderne  depuis  quatre  siècles. 

L'auteur,  après  avoir  montré  le  caractère  de  l'art  chez  les  Anciens, 
et  dit  que  leurs  bas-reliefs  doivent  être  considérés  «   plutôt  comme 
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"  des  indications  produisant  des  idées  savantes,  que  comme  des  insi- 
»  imalions  tendant  à  tromper  la  vue,  »  ajoute  :  «  Les  Anciens  firent 
»  donc  bien  en  ne  visant  point  à  l'illusion  dans  les  bas-reliefs —  Ils 
»  ont  proportionné  leurs  saillies  selon  les  véritables  rèa;les  de  l'optique, 

»   et  ils  nous  offrent  les  modèles  les  plus  sûrs  en  cette  partie  de  l'art 

»  C'est  une  règle  infaillible,  qu'il  ne  doit  rien  y  avoir  de  perspectif 
»  dans  les  bas-reliefs,  les  camées,  les  pierres  gravées,  et  que  tout  j 
n   ffoit  être  ortIin^rnpIiiqtie[*].   » 

Opinion  étrange,  mais  dont  on  se  rend  compte  jusqu'à  lui  certain 
point,  en  considérant  que  l'auteur  part  d'un  principe  qui  change  la 
destination  propre  des  bas-reliefs,  puiscju'il  dit  qu'on  ne  doit  pas  les 
regarder  «  comme  des  insinuations  tendant  à  tromper  la  vue.  » 

Ne  nous  arrêtons  pas  davantage  sur  ce  point.  Passons  au  temps 
où  l'art  du  bas-relief  a  pris,  chez  les  Modernes,  son  caractère  d'imita- 
tion, et  cherchons  à  découvrir  les  règles  qu'on  a  pu  suivre  pour  lui 
donner  ce  haut  degré  de  perfectionnement. 

C'est  à  un  peintre  et  sculpteur  célèbre  du  xv*^  siècle,  Laurent  Ghi- 
berti,  qu'est  due  cette  innovation  dans  la  statuaire  et  l'impulsion  heu- 
reuse qui  s'en  est  suivie  dans  les  arts  d'imitation. 

S'étant  présenté,  en  i4oi,  au  concours  ouvert  pour  le  projet 
d'une  des  portes  du  ba|)tistere  de  l'église  de  Saint-Jean,  à  Florence, 
Ghiberti  employa  dans  ce  travail  toutes  les  ressources  de  la  perspec- 
tive linéaire  dont  il  faisait  usage  avec  grand  succès  dans  la  peinture. 
Son  projet  eut  l'approbation  unanime  de  ses  juges  et  de  ses  concur- 
rents; et,  plus  tard,  l'exécution  d'une  seconde  porte  lui  fut  confiée, 
et  lui  donna  lieu  de  se  surpasser  lui-même  dans  un  second  chef- 
d'œuvre.  Il  suffira  de  rappeler,  pour  faire  apprécier  le  mérite  de  ce 
travail,  que  les  deux  portes  faisaient  l'admiration  de  Michel-Ange,  qui 
les  trouvait  dignes  d'être  les  portes  du  Paradis  [**].  C'est  ainsi  qu'on  a 
continué,  depuis  lors,  de  les  appeler. 

Ce  succès  de  Ghiberti  fut  l'origine  de  la  nouvelle  école  fondée  sur 
l'emploi  de  la  perspective.  Ce  genre  .se  retrouve  dans  la  plupart  des 
bas-reliefs  des  sculpteurs  célèbres  du  xv*^  et  du  xvi"  siècle,  dans  ceux, 

[*]  l^AiLLOT  DE  MoNTinERT,  T/aité  Complet  de  la  Peinture;  voir  tome  II,  pages  36 
et  39. 

[**]  G.  Vasari  ,  Vies  des  peintres,  sculpteurs  et  architectes;  voir  l'article  de  Lorcnzo 
Ghiberti,  sciil|)teur  florentin. 
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notamment,  de  Jean   Goujon,  de  Cousin,  de  Bontems,  de  (lerrnani 
Pilon,  de  Desjardins. 

Dans  le  xyii""  siècle,  le  bas-relief  fit  un  nouveau  pas,  qui  hu  per- 
nnt  de  rivaliser  avec  la  i)einliirc  dans  les  tableaux  historiques  en 
grand.  Ce  fut  Algardi,  célèbre  sculpteur  italien,  qui  conçut  et  réalisa 
cette  extension  de  l'art,  en  composant  en  bas-relief  un  vaste  tableau 
d'histoire.  Son  succès  hit  prodigieux,  et  des  ce  moment  le  l)as-relief 
devint  une  nouvelle  manière  de  peindre,  dont  les  principes  se  confon- 
dirent avec  ceux  de  la  peinture  proprement  dite  [*J. 

Nous  conclurons  de  cet  aperçu  rapide  des  progrès  de  la  sculpture, 
depuis  l'antiquité  jusqu'à  nos  jours,  qu'il  faut  distinguer  dans  l'art 
du  has-reliej,  l'école  ancienne  et  l'école  moderne,  ainsi  que  nous 
l'avions  annoncé,  et  que  les  ressources  de  celles-ci,  inconnues  à  la 
première  qui,  du  moins,  n'en  a  fait  que  rarement  et  faiblement  usage, 
sont  dues  à  l'emploi  des  principes  de  la  perspective  dans  la  représen- 
tation des  diverses  parties  du  sujet  et  dans  la  dégradation  de  leurs 
distances  selon  l'éloignenient. 

Cette  conclusion  résout  la  question  que  nous  nous  étions  proposée, 
et  nous  pouvons  dire,  avec  les  grands  maîtres  et  les  plus  judicieux  ap- 
préciateurs de  leurs  œuvres,  que,  pour  donner  à  l'art  du  bas-relief 
toute  l'extension  et  la  perfection  d'exécution  dont  il  est  susceptible,  il 
faut  l'assujettir  aux  règles  rigoureuses  de  la  perspective,  comme  la 
peinture  y  a  été  assujettie  si  heureusement  vers  la  même  époque 
tlu  -av"  siècle  [**]. 

[*]  QuATREMÈBE  DE  QuiNCY,  Dictionnaire  (l'Architecture  de  l'Encylopeclie  métho- 
dique; voir  article  Bas-relief,  page  l^i. 

[**]  Pietro  délia  Francesca,  aussi  appelé  Pietro  dal  Borijo-San-Sepokro,  du  nom 
de  sa  ville  natale,  excellent  peintre  du  xv*^  siècle,  qui  passait  aussi  pour  le  plus  savant 
j^éoniètre  de  l'époque  ,  est  regardé  coninie  le  principal  promoteur  de  la  perspective 
linéaire.  Ce  savant  artiste  laissa,  entre  autres  écrits  niatlicuiatiques,  (jue  la  cécité  dont- 
il  lut  frappé  dans  sa  vieillesse  rempêcha  de  mettre  en  luiuiére,  un  Traité  de  Perspec- 
tive en  trois  livres,  dont  plusieurs  auteuis  ont  fait  mention,  en  ex|)rimant  toujours  le 
regret  que  cet  ouvrage  important ,  qui  marquait  une  ère  nouvelle  dans  l'art  de  la  pein- 
ture ,  soit  resté  inédit  et  même  inconnu  ,  au  point  que  ,  depuis  longtemps,  on  le  croit 
perdu  pour  toujours.  Mais  nous  sommes  heureux  de  pouvoir  dire  qu'il  en  existe,  a 
notre  connaissance  ,  un  copie  ancienne  qui  a  fixe  l'attention  d'un  érudit  distingue,  ama- 
teur des  beaux-arts;  qu'il  y  a  donc  lieu  d'espérer  que  la  publication  de  cet  ouviage, 
Tome  XX.  —  Octouke  i8.î5.  4^^ 
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Mais  quelles  sont  ces  règles  rigoureuses  empruntées  des  principes 
(le  la  perspective,  que  les  sculpteurs  modernes  ont  appliquées  avec  un 
si  grand  succès,  qu'elles  doivent  être  regardées  connue  le  véritable 
fondement  de  l'art  du  bas-relief?  Ici  nous  rentrons  essentiellement 
dans  la  tâche  c]ui  nous  est  imposée. 

Pour  •donner  à  la  question  que  nous  \enons  de  poser  l'expres- 
sion et  le  sens  mathématique  qui  lui  conviennent,  nous  dirons  :  Un 
sujet  ou  modèle  étant  donné,  comment  Jonne.ra-t.-on  une  nouvelle 
fissure,  un  reliej ,  selon  l'expression  tecJinique,  présentant  dans  tous 
les  sens,  des  dégradations  de  distances  telles  que  celles  qui  s'observent 
dans  la  simple  perspective  sur  une  suijace  plane. 

Cette  question  constitue  un  beau  problème  de  Géométrie,  indé- 
pendamment de  ses  applications  à  l'art  du  bas-relief.  Nous  attachions 
un  vif  intérêt  à  retrouver  dans  quelques  écrits  des  .sculpteurs  célèbres 
qui  ont  suivi  Ghiberti  dans  son  heureuse  innovation,  au  moins  l'indi- 
cation des  règles  qu'ils  ont  dû  observer  pour  résoudre  pratiquement 
ce  problème.  Mais  malheureusement  ils  gardent  tous  le  silence.  Cepen- 
dant Ghiberti  avait  écrit  ini  Traité  sur  la  sculpture,  où  il  faut  croire 
qu'il  avait  consigné  quelques  règles  ])ratiques;  mais  cet  ouvrage  est 
resté  manuscrit.  On  dit  qu'il  existe  encore  dans  une  des  bibliothèques 
de  Florence.  Faisons  des  vœux  pour  qu'il  fixe,  un  jour,  l'attention 
du  gouvernement  grand-ducal,  ou  de  quelque  amateur  zélé  des  arts 
et  de  la  science. 

On  peut,  en  l'abscence  de  toute  tradition,  concevoir  que  les 
régies  que  les  artistes  auront  observées  dans  leurs  bas-reliefs  se  soient 
offertes  assez  naturellement  à  l'esprit,  et  aient  été  très-simples.  Si  l'on 
suppose,  par  exemple,  qu'une  série  de  plans  verticaux  et  parallèles 
dans  le  modèle  soient  représentés  dans  le  bas-relief  par  d'autres  plans 
verticaux  parallèles  à  ceux-là,  cas  assez  ordinaire,  il  n'y  aura  plus 
qu'à  fixer  les  distances  mutuelles  de  ces  nouveaux  plans;  car  les  po- 
sitions des  différents  points  qu'il  faudra  marquer  sur  ces  plans,  comme 
appartenant  au  bas-relief,  seront  sur  les  rayons  visuels  menés  du  heu 
du  spectateur  aux  points  du  modèle.  Or,  puisque  ce  sont  les  règles  de 
la  perspective  qu'on  se  propose  d'appliquer  ici,  on  a  dû  faire  natu- 

auquel  s'attache  un  intérOt  tiistorique  réel,  viendra  combler  une  lacune  dans  l'histoire 
de  la  science  et  de  l'art. 
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rellement  la  dégradation  des  distances  des  nouveaux  plans  selon  les 
règles  de  Y  échelle  fuyante  eu  usage  dans  la  perspective  linéaire.  Ou 
sait  qu'oîi  appelle  ('cJiclle  fujauie  ou  échelle  perspective  la  perspec- 
tive d'une  échelle  géoniétrale,  c'est-à-dire  d'une  droite  divisée  en  par- 
ties égales.  Les  divisions  en  perspective,  loin  d'être  égales  comme  les 
premières,  vont  en  diminuant  indéfiniment  et  tendent  à  devenir  nulles 
en  s'approcliant  du  point  rtejuite,  qui  correspond  au  point  de  la  divi- 
sion géoniétrale  qui  serait  à  l'infini.  Ayant  donc  une  série  de  plans 
verticaux  parallèles  entre  eux  dans  le  modèle,  pour  déterminer  les 
plans  verticaux  parallèles  dans  le  bas-relief,  il  suffira  de  mener  arbi- 
tiairement  ime  droite  transversale,  et  de  faire  une  perspective  de  cette 
droite  et  de  ses  points  de  division  marqués  par  les  plans  du  modèle 
qu'elle  traverse;  les  points  en  pe?'spective  appartiendront  aux  plans 
d'iui  bas-relief,  lesquels  seront  ainsi  déterminés. 

Ce  mode  de  construction  s'appliquera  naturellemeiit  aux  déco- 
rations tbéâlrales. 

On  conçoit  donc  comment  les  artistes  auront  pu  sans  difficulté 
introduire  les  règles  de  la  perspective  dans  la  construction  des  bas- 
reliefs  et  des  œuvres  du  même  genre.  On  peut  penser  que  l'expérience 
leur  aura  fait  reconnaître  ensuite  quelques-unes  des  propriétés  prin- 
cipales des  figures  ainsi  construites,  comparées  au  modèle.  Par 
exemple,  qu'une  surface  plane  quelconque  dans  le  modèle  se  trouve 
représentée  par  une  autre  surface  plane  dans  le  relief,  et  par  suite 
qu'une  ligne  droite  est  représentée  par  une  ligne  droite.  Ils  auront  pu 
reconnaître  encore  qu'aux  points  de  l'espace  situés  à  l'infini  et  consi- 
dérés connue  appartenant  au  modèle,  correspondent  dans  le  bas-re- 
lief des  points  situés  tous  dans  un  même  plan.  Mais  les  deux  figures, 
le  modèle  et  le  bas-relief,  ont  entre  elles  diverses  autres  relations  de 
position  et  de  grandeur,  qui  sont,  sans  doute,  restées  inconnues  aux 
sculpteurs.  Il  était  réservé  à  la  science  proprement  dite  de  les  décou- 
vrir et  de  les  mettre  à  profit  pour  créer  une  belle  méthode  en  Géo- 
métrie spéculative,  dont  nous  parlerons  bientôt. 

Le  premier  ouvrage  dans  lequel  nous  trouvons  quelques  règles 
pour  la  construction  des  bas-reliefs,  est  le  Traité  des  pratiques  i^éo- 
uiélrales  et  perspectives  du  célèbre  graveur  Abraham  Bosse,  professeur 
de  perspective  à  l'Académie  royale  de  Peinture  et  de  Sculpture. 

4o.. 
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I^'auleur  dit  que  «  t-eiix  qui  se  mêlent  de  faire  des  bas-reliefs,  sans 
>)  savoir  la  perspective,  y  font  de  grandes  méprises,  ne  discernant 
»  pas  les  parties  que  l'œil  en  doit  ou  ne  doit  pas  voir;  que  les  vrais 
»  bas-reliefs  ne  doivent  être  considérés  on  vus  cpie  d'un  seul  endroit, 
>>  ainsi  quini  tableau  de  plate  peinture,  et  doivent  avoir  peu  de  relief. 

»  Et  comme  en  ne  sachant  pas,  conlinue-t-il,  les  beaux  effets  des 
»  règles  de  l'optique  et  perspective,  l'ouvrier  croit  que  faisant  ainsi 
»  son  ouvrage,  il  ne  ferait  pas  à  l'œil  assez  d'effet  de  lelief ;  il  prétend 
»  y  suppléer  pour  en  donner  beaucoup  aux  premiers  objets,  et  ainsi  il 
»  vient  à  faire,  sans  y  penser,  du  géométral,  ou  ronde-bosse  en  de- 
»  vaut,  et  du  perspectif  dans  l'éloignement,  ou  bien  du  relief  per- 
»   speclif  difforme. 

»  Mais  ceux  qui  savent  le  moyen  de  faire  paraître  à  l'œil  un  objet 
»  d'un  demi-pouce  de  saillie,  composé  de  lignes  courbes,  en  avoir  trois 
»  ou  quatre  à  mesure  qu  il  s'en  éloigne,  et  de  faire  les  échelles  per- 
»  spectivcs  pour  pratiquer  ces  deux  sortes  de  travail  par  ébauche  et  au 
»  ciseau,  et  aussi  les  plans  géométraux  et  perspectifs  comme  aux 
»  tableaux,  suivant  le  peu  d'épaisseur  que  l'on  doit  donner  au  bas- 
»   relief,  sont  bien  plus  assurés  et  mieux  fondés.  » 

La  règle  de  construction  que  doime  Bosse,  à  la  suite  de  ces  obser- 
vations, ne  diffère  pas,  au  fond,  de  celle  dont  nous  avons  indiqué  ci- 
dessus  le  principe  et  qui  dérive  naturellement  des  usages  de  Yéchelle 
fuyante  dans  la  perspective  ordinaire.  Aussi,  l'auteur  l'intitule  en  ces 
termes  :  Faire   les  échelles  perspectives  pour   les  bas-reliejs. 

Rosse  possédait,  on  le  sait,  des  connaissances  mathématiques  qui 
lui  permettaient  de  traiter  avec  intelligence  toutes  les  questions  de  la 
perspective  et  de  la  coupe  des  pierres;  cependant  il  tenait  à  honneur 
de  n'être  que  le  propagateur  des  conceptions  de  Desargues,  et  de 
n'enseigner  dans  ses  propres  ouvrages,  ainsi  que  dans  ses  Leçons  à 
l' Académie  de  Peinture  et  de  Sculpture,  que  les  méthodes  de  ce  savant 
géomètre,  digne  contemporain  et  ami  de  Descartes,  de  Fermât  et  de 
Pascal.  On  peut  donc  penser  que  les  principes  de  construction  des 
bas-reliefs  sont  empruntés  de  Desargues;  d'autant  plus  que  Bosse 
nous  apprend  qu'il  possédait  encore  de  ses  ouvrages  en  manuscrit. 
C'est  là  un  nouveau  service  rendu  aux  beaux-arts  par  l'habile  géo- 
mètre, à  qui  sont  dues,  parmi  tant  d'autres  conceptions  heureuses, 
des  méthodes  faciles  pour  la  perpective  linéaire,  et  surtout  les  prin- 
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cipes  de  la  perspective  aérienne,  pour  la  dé^radalion  des  couleurs  et 
le  fort  et  le  faible  dans  !<■  tracé  des  contours,  selon  leur  éloignemenl 
sur  l'échelle  fuyante;  véritables  régies  de  la  peinture  [*]. 

Ce  n'est  qu'un  siècle  plus  tard,  que  nous  trouvons  un  second 
écrit  sur  les  bas-reliefs,  dans  un  ouvrage  intitulé  :  Raisonnement  sur 
la  Perspective,  pour  en  Jnciliter  l'usage  aux  artistes,  par  Petitot,  ar- 
chitecte (imprin)é  à  Parme,  lySS,  in-Zj")  T,e  chapitre  relatif  aux  bas- 
reliefs  est  trés-succinct,  et  la  construction  indiquée  repose  sur  le  même 
principe  que  celle  de  Bosse,  savoir,  la  division  de  l'épaisseur  du  bas- 
relief  conformément  à  l'échelle  fuyante  de  la  perspective.  L'auteur  dit 
que  cette  manière  facile  de  régler  les  saillies  d'un  bas-relief  est  d'autant 
plus  nécessaire,  qu'elle  paraît  nouvelle,  et  qu'elle  servira  à  corriger  en- 
tièrement les  fautes  des  saillies  et  de  perspective  qui  échappent  ordi- 
nairement lorsqu'on  n'est  guidé  que  par  le  goût.  Il  applique  la  mé- 
thode à  la  statue  du  Gladiater.r  antique,  qu'il  prend  pour  modèle  et 
qu'il  se  propose  de  représenter  en  bas-relief. 

Cependant  ces  règles  succinctes  de  Bosse  et  de  Petitot  étaient  in- 
complètes en  principe  et  dans  l'application,  et  ne  formaient  point  luie 
théorie  des  bas-reliefs.  Le  premier  ouvrage  dans  lequel,  à  notre  con- 
naissance, la  question  ait  été  envisagée  sous  un  point  de  vue  géomé- 
trique, quoique  encore  exclusivement  pratique,  date  de  la  fin  du  siècle 
dernier.  Cet  ouvrage,  écrit  en  allemand,  a  pour  titre  :  Essai  sur  la 
perspective  des  reliefs,  par  Breysig,  professeur  à  l'École  des  Beaux- 
Arts  de  !Magdebourg  (in-S",  1792). 

L'auteur,  après  avoir  défini  l'objet  des  bas-reliefs,  dit  qu'il 
s'étonne  que  depuis  longtenqjs  il  ne  se  soit  pas  rencontré  un  géo- 
mètre qui,  stimulé  par  le  sentiment  de  l'art,  se  soit  imposé  la  tâche 


[*]  On  sait  combien  ces  principes  prescrits  par  Desargues  ont  suscité  d'opposi- 
tion dans  son  temps,  de  la  part  d'une  foule  de  jjens  qui ,  n'ayant  puisé  leurs  connais- 
sances mathématiques  qu'au  point  de  vue  restreint  de  la  pratique  ,  et  étant  dès  lors  peu 
capables  d'en  faire  une  application  intelligente  et  d'en  compiendre  le  sens  et  le  vrai 
caractère ,  se  croyaient  très-supérieurs  au  géomètre  apéculatif,  demi-savant  à  leurs 
yeux.  L'erreur  de  ces  détracteurs  de  la  science,  et  leur  animosité  à  l'égard  du  géo- 
mètre qui  signalait  leur  ignorance,  furent  telles  alors  ,  que  défense  officielle  fut  faite  à 
Bosse  de  laisser  le  nom  de  Desargues  dans  les  ouvrages  qu'il  se  proposait  de  publier 
sous  les  auspices  de  l'Académie  de  Peinture  et  de  Sculpture  ;  défense  à  laquelle  i!. 
repondit  :  Qit'tii  homme  d'honneur  il  ne  devait  ni  ne  pouvait  l'en  oter. 
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de  trouver  des  régies  sûres  et  invariables  qui  puissent  être  appliquées 
aux  travaux  de  sculpture  en  relief.  Ce  sont  ces  règles  matiiéniatiques 
qu'il  se  propose  de  donner. 

11  entre  d'abord  dans  des  considérations  assez  développées  sur  les 
règles  d'esthétique,  eu  égard  à  l'usage  auquel  sera  destiné  le  bas- 
relief  que  l'on  se  propose  de  construire.  Laissons  ces  remarques  in- 
téressantes, pour  arriver  tout  de  suite  à  la  partie  mathématique  de  l'ou- 
vrage, aux  régies  de  construction,  la  seule  qui  soit  ici  de  notre  ressort. 

Le  procédé  de  l'auteur  est  extrêmement  simple  et  a  beaucoup  d'ana- 
logie avec  une  des  pratiques  les  plus  usitées  de  la  perspective.  En 
effet,  dans  la  perspective  ordinaire  sur  un  plan  ou  tableau,  on  déter- 
mine l'image  d'une  droite  au  moyen  de  deux  points,  qui  sont  ceux  où 
cette  droite  et  sa  parallèle  conduite  par  l'œil  rencontrent  le  tableau; 
la  droite  menée  par  ces  deux  points  forme  la  perspective  de  la  droite 
proposée. 

En  perspective-relief,  l'auteur  prend  deux  plans  parallèles,  entre  les- 
quels sera  compris  le  bas-relief,  qu'U  appelle,  l'un  plan  plastique  ou 
tableau, eX  l'autre  pla?i principal.  Une  droite  appartenant  au  modèle  est 
représentée  dans  le  bas-relief  par  une  autre  droite  déterminée  au 
moyen  de  deux  points,  l'un  desquels  est  le  point  où  la  droite  du  mo- 
dèle perce  le  plan  plastique,  et  l'autre  le  point  où  la  parallèle  à  cette 
droite,  conduite  par  l'œil,  perce  le  ythn  principal  ;  la  droite  qui  joint 
ces  deux  points  est  la  perspective-i elief  ùe  la  droite  du  modèle.  H  est 
clair  que  la  construction  des  différents  points  du  bas-relief,  ainsi  que 
des  plans  qui  s'y  trouvent,  découle  immédiatement  de  cette  construc- 
tion d'une  droite. 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  principal  s'approche  indéfiniment  du 
plan  plastique,  le  bas-relief  s'aplatira  indéfiniment,  et,  à  la  limite  où 
les  deux  plans  coïncident,  le  bas-relief  devient  une  simple  persi)ective 
linéaire  sur  le  plan  plastique.  Ce  qui  montre  l'analogie  qiù  existe  entre 
ce  procédé  de  construction  des  ba.s-reliefs  et  la  perspective  sur  une 
surface  plane. 

L'auteur  donne  encore  deux  autres  méthodes,  mais  elles  ne  dif- 
fèrent point,  au  fond,  de  la  première,  et  elles  n'en  sont  que  des  appli- 
cations particulières  qiù  ne  renferment  point  une  idée  nouvelle. 

il  avait  annoncé  qu'il  ferait  suivre  cet  ouvrage  d'un  second,  dans 
lequel  il  enirerait  dans  de  plus  grands  détails  concernant  la  perspec- 
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tive-relief.  Nous  ignorons  si  ce  projet  s'est  réalisé  :  on  peut  en  douter, 
car  nous  ne  trouvons  aucune  mention  historique,  ou  siniplenient  l>iblio- 
grapliicpie,  d'un  second  ouvrage  sur  le  même  sujet.  Il  parait  même 
que  celui  dont  il  vient  d'être  question  a  été  peu  répandu,  et  qu  il  Ti'a 
pas  eu  le  degré  d'utilité  et  l'influence  sur  les  progrès  de  l'art,  que 
l'juiteiu"  en  esjiérait. 

Peut-être  faut-il  attribuer  cet  insiiccès  à  deux  causes  naturelles. 
D'une  part,  bien  que  l'ouvrage  repose  sur  des  considérations  .mathé- 
matiques rigoureuses,  plus  développées  que  dansceux  de  Bosse  et  de 
Petitot,  il  est,*  néanmoins,  tout  à  fait  étranger  par  la  forme  et  le  style, 
autant  que  par  le  sujet,  aux  considérations  théoriques  qui  auraient  pu 
fixer  l'attention  des  géomètres  et  les  engager  à  s'occuper  de  cette 
question.  Et  d'autre  part,  il  n'était  probablement  pas  assez  approprié 
aux  idées  et  aux  habitudes  des  artistes,  pour  qu'il  leur  parût  se  ratta- 
cher essentiellement  à  l'objet  précis  de  leurs  travaux. 

Mais  depuis,  cette  question  des  bas-reliefs  a  été  traitée,  incidem- 
ment et  brièvement,  il  est  vrai,  dans  un  ouvrage  de  pure  Géométrie, 
avec  la  précision  et  la  clarté  qui  sont  le  caractère  des  théories  mathé- 
matiques considérées  dans  toute  leur  généralité  et  le  degré  d'abstrac- 
tion qu'elles  comportent.  Nous  voulons  parler  du  Traite  des  Pro- 
priétés projectiles  des  fv^ures.  L'auteur  ayant  en  vue,  dans  le  supplé- 
ment joint  à  cet  ouvrage,  d'appliquer  aux  figures  à  trois  dimensions  la 
méthode  empruntée  des  principes  de  la  perspective  linéaire  pour  la 
démonstration  des  {)ropriétés  des  figures  planes,  imagina  un  procédé 
analogue  de  déformation  des  figures  à  trois  dimensions,  qu'il  appela 
Théorie  des  Figures  hoinologicjiies,  ou  Perspective-relief. 

Dans  ces  figures,  les  points  se  correspondent  deux  à  deux,  et 
sont  sur  des  droites  concourantes  en  un  même  point  appelé  centre 
d'homologie,  et  des  droites  correspondent  à  des  droites,  et  par  suite 
des  plans  à  des  plans;  en  outre,  deux  droites  correspondantes,  de 
même  que  deux  plans  correspondants,  se  coupent  mutuellement  sur 
un  même  plan  fixe  appelé  plan  d'homologie. 

Après  avoir  fait  un  usage  très-étendu  de  cette  méthode,  comme 
moyen  de  démonstration  et  de  découverte  en  Géométrie  rationnelle, 
M.  Poncelet  montra  que  deux  figures  homologiques  réunissent  toutes 
les  conditions  que  l'on  doit  observer  dans  la  construction  des  bas- 
reliefs  et  dans  les  décorations  théâtrales. 
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Par  celte  remarque,  il  fit  rentrer  cette  branche  des  arts  iliniita- 
tion  clans  les  applications  d'une  théorie  géométrique  très-simple  par 
elle-même  et  qui  permettait  de  substituer  des  règles  sûres  et  faciles  à 
des  tâtonnements  incertains,  à  des  recherches  mal  définies  et  peu 
heureuses  le  plus  souvent.  M.  Poncelet  ajoute  «  qu'il  laisse  aux  ar- 
»  tistes  instruits  le  soin  de  développer  ces  idées  de  la  manière  conve- 
»  nable,  pour  les  mettre  à  la  portée  de  ceux  qui  exécutent  [*J.  » 

Toutefois  ce  n'était  point  là  l'œuvre  réservée  aux  artistes  propre- 
ment dits,  quel  que  fût  leur  mérite,  parce  qu'elle  exigeait  nécessaire- 
ment le  géomètre  habitué  aux  spécidations  de  la  science,  le  seul  au- 
quel il  appartienne  de  traiter  les  questions  mathématiques  avec  la 
précision  et  la  lucidité  qui  en  aplanissent  toutes  les  difficultés. 

M.  Poudra,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique  et  [professeur 
au  corps  d'état-major,  s'est  proposé  de  donner  suite  à  la  pensée  de 
l'auteur  du  Traité  des  Propriétés  projectives  des  figures,  ce  qui  l'a 
conduit  à  composer  l'ouvrage  dont  l'Académie  nous  a  chargés  de 
lui  rendre  compte.  Mais  tout  ce  que  nous  venons  de  rappeler  en  fait 
bien  comprendre  le  but,  et  rend  à  présent  notre  tâche  facile. 

Cet  ouvrage  est  divisé  en  deux  parties  :  dans  la  première,  l'au- 
teur traite,  sous  un  point  de  vue  général,  de  la  construction  des 
figures  hoinologicjues,  ou  perspective-reliej  ;  et  dans  la  seconde,  des 
applications  particulières  de  cette  théorie  à  la  construction  des  bas- 
reliejs  proprement  dits,  aux  décorations  théâtrales,  et  à  l'architecture 
des  grands  édifices.  Il  donne  ensuite  des  règles  générales  d'harmonie 
et  de  convenance  à  observer,  selon  les  différents  cas  que  rencontrent 
ces  travaux  d'art,  dont  l'objet  propre  est  de  donner  à  une  représenta- 
tion limitée  l'appaience  fidèle  de  la  nature,  par  des  effets  d'illusion 
de  la  vue. 

[*]  Notre  confrère,  M.  Ch .  Dupin  ,  a  aussi  reconnu  que  l'art  des  bas-reliefs  est 
soumis  aux  règles  précises  de  la  science  de  l'étendue.  Le  savant  géomètre  exprime ,  à 
ce  sujet,  des  idées  succinctes,  mais  fort  justes,  dans  le  discours  préliminaire  des  Jp- 
pUcations  de  Géométrie  et  de  Méchanirjuc  (  \n-^",  1822) ,  où  il  dit  :  «  La  sculpture  des 
.>  bas-reliefs  est  plus  qu'une  simple  projection  des  objets  à  représenter;  elle  est 
.  moins  que  le  relief  même  des  objets  naturels.  C'est  encore  à  la  Géométrie  qu'il 
■>  appartient  de  régler  les  dégradations  de  forme,  de  grandeur  et  de  position,  qui  ser- 
«  vent  à  distinguer  les  objets  rejetcs  sur  des  plans  plus  ou  moins  éloignés,  ou  placés 
»  au  premier  plan  de  ces  travaux  à  trois  dimensions,  dans  lesquels  le  ciseau,  par  ses 
"  prestiges,  doit  égaler  la  magie  des  chefs-d'œuvre  de  la  palette  et  du  pinceau.  i> 
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Méthodes  géncrales  di:  construction  des  figures  homotogiques. 

L'aulenr  expose  plusieurs  méthodes  :  nous  en  distinguerons  cinq, 
ies  autres  n'étant  que  de  simples  modifjc;itions  de  celles-là,  ou  pré- 
sentant des  procédés  mixtes  qui  en  dérivent. 

La  première  méthode,  laquelle  pouvait  se  présenter  assez  aisé- 
ment à  l'esprit,  à  raison  de  son  analogie  avec  la  ])ratique  la  plus  usitée 
en  perspective  linéaire,  ne  diiïère  pas,  au  fond,  de  celle  de  Breysig  que 
nous  avons  fait  connaître.  Dans  cette  méthode,  on  se  sert  de  la  posi- 
tion du  point  de  l'a-il  et  de  deux  plans  parallèles,  dont  l'un  est  le 
plan  (fhonto/ogie,  plan  commun  aux  deux  figures,  et  l'autre,  le  plan 
qui,  dans  ia  figure  que  l'on  construit,  correspond  à  l'infini  considéré 
comme  appartenant  à  la  figure  proposée.  Ces  deux  plans  sont,  res- 
pectivement, le  plan  jdastique  et  le  plan  principal  dont  il  a  été  ques- 
tion précédemment.  M.  l'oudi-a  ne  donne  pas  de  dénomination  tech- 
nique au  second;  il  le  désigne  simplement  par  la  lettre  I,  initiale  du 
mot  infini.  M.  Poncelet,  qui,  le  premier,  a  introduit  en  Géométrie 
rationnelle  la  considération  de  ce  plan,  devenue  depuis  si  utile,  ne  Ta 
point  dénommé  non  plus.  Mais  il  semble  que,  par  analogie  avec  la 
perspective  ordinaire,  où  l'on  considère  les  points  de  Juitc  qui  sont 
les  perspectives  des  points  situés  à  l'infini,  on  soit  conduit  naturelle- 
ment à  l'appeler  ici  le  plan  de  Juite.  Nous  adopterons  celte  dénomi- 
nation, qui  nous  est  nécessaire,  cai'  ce  plan  joue  un  grand  i-ôle  dans  la 
théorie  et  l'exécution  des  bas-reliefs  [*  j. 

[*]  Depuis  que  ce  Rapport  a  été  lu  à  l'Académie,  nous  avons  appris  qu'un  géo- 
mètre allemand  ,  M.  C.-T.  Anger,  président  de  la  Société  des  Naturalistes  de  Dantzick  , 
a  tiré  de  l'oubli  l'ouvrage  de  Breysig,  se  proposant  principalement  d'ex|>rimer  iri  analyse 
les  règles  de  l'auteur  pour  la  construction  des  figures-reliefs.  Ce  travail ,  quiest  le  sujet 
d'un  premier  Mémoire,  paru  en  1 834,  s*^"*  '^  ''""^  •  'inalytishe  DarstelUmgdcr  Bdsrelicf- 
Pcrspecthe.  Danzig,  1 1  p.  iu-4",  a  été  complété  dans  deux  antres  écrits  qui  ont  pour 
titres:  i°  Beitrage  zur  anal)  tischen  Basrvlirf- Perspective.  ïi&m\!i,,  1846,  16  p.  in-4". 
a"  Ueber  die  Trnnsformation  der  Figuren  in  andere  dcrsclben  Galtung.  p.  281-200  du 
Recueil  périodique  de  M.  .f.-A.  Grunort  :  Archiv  der  Matlicmatih  und  P/ijsiA  .  Greifs- 
wald,  t.  IV,  ann.  i844' 

L'auleur  ■Api}e\\e  plan  d'évanouissement  [Ferscha'indungjlacli]  le  plan  que  Breysig 
appelait  plan  principal  [  hauptjlachc  ) ,  et  que  nous  avons  nommé  ci-dessus  plan  défaite. 

M.  Anger  s'est  encore  occupé  de  l'art  des  représentations  perspectives  dans  deux 
autres  ouvrages  que  nous  indiquerons  ici  par  leurs  titres  :  1"  Zur  Théorie  der  Per- 
spective fur  Krumme   Bildflachen ,   mit   besondcrcr  Bcruchsiclitigung    einer  genauen 

Tome  XX.  — Octobre  i355.  l\  I 
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Dans  sa  deuxième  méthode,  l'auteur  réduit  toute  la  construction 
à  ime  sim|)le  perspective  du  modèle  sur  un  plan.  A  cet  effet,  il  con- 
çoit que  de  cliaque  point  du  modèle  on  ait  abaissé  sur  un  plan  de 
projection  horizontal  des  verticales  dont  les  pieds  forment  la  projec- 
tion du  modèle  proposé.  Il  construit,  sur  le  plan  d'homologie,  pour 
une  certaine  position  auxiliaire  de  l'œil,  différente  du  centre  d'homo- 
logie, une  perspective  de  cette  projection  et  des  verticales;  puis,  il  fait 
tourner  ce  plan  autour  de  la  ligne  de  terre  pour  l'abattre  sur  le  plan 
horizontal,  et  il  relève  perpendiculairement  à  ce  plan,  les  perspectives 
des  verticales  en  les  faisant  tourner  autour  de  leurs  pieds;  la  figure 
formée  par  les  extrémités  de  ces  nouvelles  verticales  est  la  figure  ho- 
mologique  qu'on  se  proposait  de  construire. 

Dans  la  troisième  méthode,  on  fait  deux  perspectives  du  modèle 
proposé  sur  deux  plans  rectangulaires,  en  prenant  deux  positions 
auxiliaires  de  l'reil,  différentes,  mais  dépendantes  de  la  position  du 
centre  d'homologie.  Ces  deux  perspectives  sont  regardées  comme  les 
projections  orthogonales  d'une  même  figure  de  l'espace,  laquelle  est 
la  figure  homologique  demandée. 

La  quatrième  méthode  se  sert  d'un  certain  plan  appartenant  au 
modèle,  parallèle  au  plan  d'homologie,  et  correspondant  à  l'infini 
considéré  dans  la  figure  que  l'on  veut  construire.  Ce  plan  et  le  plan 
de  juite  sont  à  égale  distance  du  point  milieu  entre  le  centie  et  le 
plan  d'homologie.  Ici  l'on  obtient  sur-le  champ  la  perspective-relief 
d'une  droite  en  menant  par  le  point  où  cette  droite  rencontre  le  pian 
d'homologie,  une  parallèle  à  la  droite  qui  va  de  l'œil  au  point  de 
rencontre  de  la  proposée  et  du  plan  dont  nous  venons  de  parler. 

La  cinquième  méthode  rapporte  chaque  point  du  modèle  à  trois 
plans  coordonnés  rectangulaires  zx,  .tj  et  j'S,  qui  sont,  respective- 
ment, le  plan  d'homologie  supposé  vertical,  le  plan  horizontal  mené 
par  l'œil,  et  le  plan  vertical,  aussi  mené  par  l'œil,  perpendiculaire- 
ment au  [)lan  d'homologie.  Les  coordonnées  d'un  point  du  modèle 
étant  X,  j-,  z,  et  celles  du  point  correspondant  dans  la  figure  homolo- 
gique, x' ,  j"',  z',  celles-ci  ont  pour  expression 

D  ,  E  ,  D 


D-i-jr  D+j  D-h/ 


Construction  der  Panoramen.  4  p.  in-f°,  i85o.  2°  Untersuchungen  uberdie  perspecti- 
vische  Ferzrrrang.  16  p.  in-4°,  i85i. 
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D  et,  E  sont  les  disLinces  du  plan  de  fuite  au  ceufre  et  au  plan  d'iio- 
niologie. 

Chacune  de  ces  métliodc-s  dv  construction  pourra  avoir  ses  avan- 
tages particuliers  dans  les  applications  pratiques.  Ainsi  la  deuxième, 
où  la  construction  se  réduit  à  une  perspective  piane,  pourra  paraître 
trcs-siuiple  aux  artistes  déjà  familiarisés  avec  la  perspective  linéaire  :  il 
en  sera  de  même  de  la  troisième  méthode,  où  l'on  emploie  deux 
perspectives  sur  deux  plaus  différents.  Les  formules  de  la  cinquième 
méthode  pourront  paraître  plus  commodes  que  les  constructions 
géométriques,  lorsqu'il  s'agira  de  très-grands  has-reliefs,  comme  dans 
les  frontons  des  grands  édifices. 

Obiert'ations  relatives  <iu  plan  de  faite. 

La  considération  du  plan  de  fuite  répand  beaucoup  de  clarté  sur 
toute  la  théorie  des  figiu-es  homologiques  et  ses  applications.  Aussi 
l'auteur  fait-il  un  grand  usage  de  ce  plan,  qui,  cependant,  en  général, 
ne  fait  pas  partie  des  données  à  priori  de  chaque  question.  On  le  dé- 
termine au  moyen  de  ces  données,  et  ensuite  il  est  d'un  utile  secours 
théorique  et  pratique.  Mais  il  est  à  remarquer  que  ce  plan  ne  peut 
jamais  figurer  en  réalité  dans  les  bas-reliefs,  ni  dans  aucune  des  con- 
structions qui  dépendent  des  mêmes  règles.  Car  on  n'a  à  imiter,  dans 
ces  travaux,  que  les  seuls  objets  que  l'œii  verrait  effectivement  dans 
la  nature;  de  sorte  que  le  fond  d'un  bas-relief,  de  même  que  le  fond 
de  la  scène  dans  les  décorations  théâtrales,  ne  doit  rien  contenir  de 
ce  qui  existe  au  delà  des  limites  natiu'elles  de  la  vue  :  et  souvent  ce 
sont  des  distances  beaucoup  moins  profondes  que  l'on  y  représente. 

Mais  il  est  vrai  aussi  qu'à  raison  de  la  dégradation  des  distances 
en  profondeur,  le  Heu  qu'occuperait  le  plan  de  fuite  peut  n'être  que 
tres-peu  au  delà  de  celui  qui  forme  le  fond  du  bas-relief. 

Dans  tous  les  cas,  la  considération  de  ce  plan  est  extrêmement 
ûnportanle,  parce  que  c'est  toujoius  sin*  ce  plan  hii-méme  que  doivent 
concourir  virtuellement  les  lignes  par  lesquelles  on  représente,  dans 
le  bas-relief,  des  droites  parallèles  dans  le  modèle.  Il  y  a  lieu  surtout 
de  tenir  compte  de  cette  circonstance  dans  les  décorations  théâtrales, 
connue  nous  le  dirons. 

Dans  la  seconde  partie  de  l'ouvrage,  se  trouvent  les  applications 
<les  divers  procédés  de  construction   des  figures  homologiques  à   la 
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construction  des  has-reUcjs  proprement  dits.  L'auteur  indique  (juelle 
sera,  selon  les  différents  cas,  la  méthode  la  plus  pratique,  et,  en 
tenant  compte  des  procédés  d'exécution  en  usage  dans  la  sculpture,  il 
énumère  les  diverses  opérations  successives  qu'on  aura  à  effectuer.  Il 
montre  quelles  sont  les  limites  dans  lesquelles  se  renferme  le  secours 
précieux  de  la  Géométrie,  et  au  delà  desquelles  tout  appartient  à  l'ha 
bileté  et  au  génie  de  l'artiste,  soit  pour  le  choix  des  données  les  plus 
convenables,  soit  pour  l'exécution  ;  de  même  que,  dans  l;i  peinture, 
le  simple  tracé  des  contours,  par  les  lois  rigoureuses  de  la  perspective, 
laisse  encore  toute  latitude  aux  inspirations  et  au  talent  du  peintre. 

Détermination   des  ombres  sur  un    bas-relief. 

En  général,  on  ne  fait  pas  usage,  dans  les  bas-reliefs,  des  effets 
d'ombre  et  de  lumière  qui  sont  d'un  secours  si  puissant  dans  la  pein- 
ture. Cependant  il  existe  des  bas-reliefs  où  l'on  a  eu  recours  à  ce 
moyen  d'accroître  l'illusion,  et  il  est  en  usage  nécessairement  dans  les 
décorations  théâtrales. 

Si  les  ombres  étaient  effectivement  marquées  sur  le  modèle  que 
l'artiste  aurait  sous  les  yeux,  on  conçoit  que,  pour  les  déterminer 
sur  le  bas-relief,  il  suffirait  d'en  faire  la  simple  perspective  sur  sa  sur- 
face; mais  on  peut  se  proposer  de  tracer  directement  sur  le  bas-relief 
les  ombres  qui  correspondraient,  dans  le  sujet,  à  une  direction  don- 
née des  rayons  lumineux.  L'auteur  apprend  à  le  faire,  on  observant 
que  ce  ne  sont  plus  des  rayons  lumineux  parallèles  qu'il  faut  prendre 
dans  le  bas-relief,  mais  bien  des  rayons  émanant  d'un  même  point  situé 
à  distance  finie.  Ce  point  se  trouve  toujours  dans  le  plan  de  fuite. 

Application   à  l'iirchitcclurc. 

On  sait  que,  dans  les  compositions  architecturales,  on  a  recours 
souvent  aux  effets  d'illusion,  soit  à  l'intérieur,  soit  à  l'extérieur  des 
édifices. 

Dans  l'intérieUr,  on  se  proposera,  par  exemple,  d'accroître  en 
apjjarence  la  profondeur,  ou  de  faire  voir,  dans  des  dimensions  na- 
turelles, des  objets  tels  que  des  statues  et  autres  ornements  qui,  néces- 
.sairement,  devront  avoir  des  dimensions  différentes  et  des  proportions 
diverses,  selon  leur  éloignement  et  leurs  positions  respectives.  A  l'ex- 
térieur, on  se  proposera  de  produire  les  mêmes  effets  d'illusion,  par 
les  inclinaisons  du  sol  conduisarit  à  l'édifice,  et  par  la  forme  et  les 
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dimensions  de  ses  parties  principales  et  de  ses  ornements  accessoires, 
qui  devront  contribuer  tous  au  même  eftl-t  général. 

On  connaît  des  monuments  remarquables  construits  dans  ces  vues. 
Il  suffit  de  citer  l'église  de  Saint-Pierre  de  Rome,  où  l'on  admire, 
tant  à  l'intérieur  qu'à   l'extérieur,  des  effets  d'illusion  surprenants. 

l'iusieurs  architectes  ont  écrit  sur  cette  partie  de  leur  art  ;  toute- 
fois, ils  n'ont  indiqué  que  vaguement  quelques  moyens  pratiques  de 
produire  ces  grands  effets. 

Cependant  la  théorie  des  apparences  a  été  cultivée  dans  tous  les 
temps,  même  chez  les  Anciens;  car  c'est  à  elle  que  se  rapportent  le 
Traité  d'Optique  d'Euclide,  celui  d'IIéliodore  I>arissée,  l'Optique  de 
Ptolémée,  et,  plus  tard,  les  ouvrages  d'Alhazen,  de  Roger  Bacon, 
de  Vitellion,  et  beaucoup  d'autres  chez  les  Modernes.  Mais,  dans  tous 
ces  ouvrages,  on  ne  considère  les  apparences  qu'eu  égard  à  l'ouver- 
ture des  angles  visuels  sous  lesquels  on  aperçoit  les  objets  de  la  na- 
ture, selon  leurs  diverses  positions,  sans  se  proposer  de  produire  une 
imitation  par  la  substitution  d'objets  différents.  Et  ce  n'est  que  d'une 
manière  incertaine  et  empirique  qu'on  a  appliqué  cette  partie  de  l'op- 
tique aux  constructions.  Aussi  tous  les  essais  n'ont-ils  pas  eu  toujours 
un  succès  heureux. 

M.  Poudra,  en  rattachant  celte  théorie  des  apparences  à  celle  des 
figures  homologiques,  semble  avoir  établi  le  lien  naturel  qui  devait 
unir  ces  deux  parties  de  la  science  pour  constituer  la  véritable  théorie 
des  apparences  architecturales,  d'où  dérivent  des  régies  sûres  qui 
seront  d'un  puissant  secours  pour  tous  les  artistes,  même  ceux  qui 
pourraient  se  fier  uniquement  à  leur  expérience  et  aux  inspirations 
de  leur  génie.  Il  indique  encore  la  belle  théorie  des  contrastes  des 
teintes  et  des  couleurs  de  M.  Chevreul,  par  lesquels  on  modifie  si 
essentiellement  l'apparence  des  objets,  comme  pouvant  offrir  aussi  des 
ressources  qu'un  architecte  habile  pourra  mettre  à  profit. 

L'auteur  développe  ces  principes  et  en  fait  la  base  de  réflexions 
et  de  rapprochements  qu'il  applique  à  plusieurs  des  beaux  monuments 
de  la  capitale,  l'Arc  de  Triomphe,  la  place  de  la  Concorde,  la  cour 
du  Carrousel,  le  Louvre,  etc.  Nous  ne  ferons  aucune  observation  sur 
ces  détails  particuliers  qui  rentrent  essentiellement  dans  l'esthétique 
de  l'art,  et  qui  demanderaient  des  juges  spéciaux  et  compétents.  Toute- 
fois, nous  remarquerons  qu'un  fait  récent  vient  indiquer  que  les  idées 
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.  émises  par  l'auteur  peuvent  bien  n'être  pas  dépourvues  de  justesse.  Les 
embellissements  de  la  cour  du  Louvre,  au  moment  où  il  présentait 
son  Mémoire  à  l'Académie,  lui  suggéraient  quelques  réflexions  cri- 
tiques :  or,  ils  ont  été  remplacés,  depuis,  par  un  système  d'embellis- 
sements différents,  dictés  par  un  sentiment  délicat  des  convenances 
mêmes  du  monument. 

Décorations  théâtrales . 

J^es  Anciens  ont  appliqué  aux  décorations  théâtrales,  de  même 
qu'à  l'architecture,  la  théorie  des  apparences,  et  ils  ont  dfl  y  joindre 
nécessairement  quelques  notions  de  perspective. 

Plusieurs  auteurs,  à  la  Renaissance,  ont  écrit  d'une  manière  spé- 
ciale sur  cette  question,  et  y  ont  introduit  quelques  principes  inconnus 
aux  Anciens,  ou,  du  moins,  qu'ils  n'ont  pas  appliqués. 

En  effet,  il  paraît  qu'alors  on  opérait  comme  si  la  toile  du  fond 
qui  doit  représenter,  ou  la  limite  de  la  vue  dans  la  nature,  ou  des 
objets  plus  rapprochés,  eût  pu  contenir  aussi  la  représentation  des 
points  situés  à  l'infini;  ce  qui  était  une  erreur  causée  par  l'ignorance 
où  l'on  était  alors  des  vrais  principes  qui  doivent  guider  dans  cette 
partie  des  arts  d'imitation.  Le  célèbre  arcliitecte  Sébastien  Serlio  est 
celui  qui  parait  avoir  aperçu,  le  premier,  cette  erreur,  car  on  lit  dans 
son  Traitp  de  Perspective  ce  passage  intéressant  : 

o  Certains  architectes  ont  posé  l'horizon  dans  la  dernière,  muraille 
»  qui  termine  la  .scène,  ce  qui  les  force  à  relever  le  plan  duquel  sort 
»  ladite  muraille,  où  il  semble  que  tous  les  bâtiments  s'y  rencontrent. 
»  Je  pensai  en  moi-même  que  je  ferais  passer  cet  horizon  plus  en  ar- 
»  rière,  et  cela  me  succéda  si  bien,  que,  depuis,  j'ai  toujours  suivi 
»  cette  voie,  laquelle  je  conseillerais  à  tenir  à  tous  ceux  qui  se  délec- 
»   tent  de  choses  semblables.  » 

C'est-à-dire  qu'ayant  le  sentiment  du  plan  sur  lequel  doivent 
concourir  toutes  les  droites  qui  leprésentent  des  droites  parallèles 
dans  la  nature,  on  prenait,  pour  ce  plan,  le  fond  même  de  la  scène  : 
erreur  grave,  car  ce  plan  doit  se  trouver  beaucoup  au  delà. 

Mais,  après  avoir  reconnu  cette  erreur,  Serlio  ne  donne  pas  de 
règle  pour  déterminer  la  véritable  position  virtuelle  de  ce  plan. 

11  paraît  que  ce  fut,  bientôt  après,  Guido  Ubaldi,  savant  géomètre 
dont  le  nom  figure,  comme  on  sait,  dans  plusieurs  parties  des  sciences 
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mathématiques,  qui  découvrit,  le  premier,  cette  position  ;  et  peut-être 
UK-ine  verra-t-on,  dans  cet  endroit,  une  pieiniére  mais  faible  idée  de  la 
théorie  des  bas-reliels.  En  effet,  supposant  i'œil  au  fond  delà  salle,  à 
une  certaine  hauteur,  il  donne  au  sol  de  la  scène  une  légère  pente 
ascendante  vers  le  fond,  et  concevant  un  plan  horizontal  conduit  par 
l'œil,  lequel,  prolongé  suffisamment,  rencontrera  le  sol  de  la  scène 
suivant  une  droite,  c'est  un  point  de  cette  droite,  le  point  déterminé 
parla  projection  orthogonale  de  l'œil,  et  qu'on  appelle,  en  perspective, 
le  point  de  vue,  qu'il  prend  pour  point  de  concours  de  toutes  les  ho- 
rizontales perpendiculaires  au  tableau  ;  de  sorte  que  les  faces  latérales 
de  la  scène  concourent  virtuellement  en  ce  point,  de  même  que  toutes 
les  lignes  qu'on  peut  tracer  sur  ces  faces  pour  représenter  des  horizon- 
tales, telles  que  les  lignes  architecturales  des  édifices.  Ce  point  a  reçu, 
plus  tarfl,  le  nom  de  point  de  contraction ,  et  plusieius  auteurs,  se 
conformant  aux  principes  de  Serlio  et  de  Guido  Ubaldi,  ont  reconmi 
son  iri/portance  et  en  ont  fait  l'usage  convenable. 

M.  Poudra  fait  voir  l'analogie  de  ce  procédé  pratique  introduit 
par  Gnido  Ubaldi,  avec  la  théorie  des  figures  homologiques;  car  le 
sol  de  la  scène  incliné  en  montant  vers  le  fond,  connue  nous  l'avons 
dit,  correspond,  en  perspective-relief,  au  sol  horizontal  de  la  nature 
que  l'on  veut  représenter,  et  le  plan  vertical  parallèle  au  fond  de  la 
scène  mené  par  le  point  de  contraction,  est  le  plan  de  fuite  qui  re- 
présente l'infini  de  la  nature.  Cette  remarque  suffit  pour  montrer  que 
la  construction  des  décorations  théâtrales  rentre  dans  la  théorie  des 
figures  homologiques,  et  est  susceptible,  dès  loi's,  de  règles  simples  et 


rigoureuses. 


Cette  théorie  donnera  notamment  la  solution  d'une  question 
fondamentale  qui  présente  toujours  des  difficultés  aux  décorateurs. 
Cette  question  est  celle-ci  :  Étant  donné  un  sujet  d'une  profondeur 
connue,  ainsi  que  la  profondeur  de  la  scène  théâtrale  qui  doit 
contenir  sa  représentation,  et  la  position  de  l'œil,  déterminer  le 
point  de  contraction,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  position  du 
pian  de  fuite,  sur  lequel  se  trouve  ce  point,  et  dont  se  déduira  la 
construction  de  toutes  les  autres  parties  de  la  scène? 

Il  faut  observer  que,  dans  cette  question,  l'inclinaison  de  la 
scène  n'est  pas  donnée  à  priori ,  et  qu'elle  dépend  de  la  hauteur  de 
l'œil.  Or,  généralement,  celte  inclinaison  est  invariable  dans  un  même 
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théâtre;  il  en  résulte,  en  conséquence,  qu'avec  les  données  que  nous 
venons  de  supposer,  savoir,  la  profondeur  du  sujet  dans  la  nature  et 
celle  de  la  scène,  la  hauteur  de  l'œil  n'est  plus  arbitraire.  Or,  comme 
dans  les  décorations  théâtrales  on  a  coutume  de  sujjposer  l'œil  du 
spectateur  dans  une  certaine  position  constante  au  milieu  du  pourtour 
des  premières  loges,  c'est  sans  doute  cette  condition  surabondante  qui 
donne  lieu,  dans  la  pratique,  aux  difficultés  que  rencontrent  les  déco- 
rateurs, peut-être  sans  qu'ils  en  voient  bien  la  cause  réelle  qu'indique 
ici  naturellement  la  théorie. 

Nous  avons  dit  ci-dessus  que  ce  plan  de  fuite  qui,  dans  la  con- 
struction des  bas-reliefs,  peut  être  très-peu  éloigné  du  fond  apparent, 
s'en  trouve,  au  contraire,  très-éloigné  dans  les  décorations  théâtrales. 
Cela  provient,  comme  l'observe  M.  Poudra,  de  ce  que  la  dégradation 
des  distances  en  profondeur  doit  être  peu  sensible,  parce  que  les  ac- 
teurs, qui  eux-mêmes  doivent  faire  partie  de  la  scène,  et  cependant 
s'y  mouvoir,  ne  sont  pas  susceptibles  de  la  dégradation  perspective 
que  comporterait  leur  éloignement  en  profondeur. 


Conc/iisions. 


Nous  arrivons  enfin  au  terme  du  long  examen  qu'ont  nécessité  les 
différentes  parties  de  l'ouvrage  soumis  à  notre  jugement.  Sans  avoir 
la  pensée  de  prescrire  aux  artistes  l'usage  exclusif  des  règles  rigou- 
reuses, fondées  siu*  la  théorie  géométrique  développée  par  M.  Poudra, 
notis  exprimerons  néanmoins  la  conviction  que,  dans  tous  les  travaux 
d'art  où  l'on  se  propose  l'imitation,  par  des  effets  d'apparence  et  d'il- 
lusion, on  pourra  toujours  consulter  avec  fruit  cet  ouvrage,  où  se 
trouvent,  à  côté  de  ces  règles  aussi  sûres  et  aussi  précises  que  celles 
de  la  perspective  plane,  dont  la  peinture  fait  un  si  heureux  emploi, 
des  observations  judicieuses  et  des  appréciations  motivées  qu'on  cher- 
cherait peut-être  en  vain  dans  d'autres  écrits  composés  au  seul  point 
de  vue  artistique. 

Nous  pensons,  en  conséquence,  que  l'auteur  mérite  les  encoura- 
gements de  l'Académie. 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 
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Constiuction  des  racines  des  équations  du  troisième  et  du 
quatrième  degré  [*]  ; 

Pak  m.  chasijîs. 


ï.  —  La  construction  géométrique  des  racines  des  équations  du  troi- 
sième et  du  ([iialricme  degré  donnée  par  Descartes  dans  sa  Géométrie. 
forme  une  des  théories  les  plus  importantes,  à  plusieurs  titres,  de  cet  ad- 
mirable ouvrage;  car  elle  implique  la  féconde  Méthode  des  coefficients 
indéterminés,  et  les  belles  découvertes  de  l'auteur  sur  la  composition  des 
équations  algébriques  s'y  rattachent  aussi.  Depuis,  beaucoup  de  géo- 
mètres, Sluze,  Newton,  Halley,  le  marquis  de  Lhopilal,  etc.,  se  sont  oc- 
cupés de  la  question,  et  ont  développé  toutes  les  conséquences  qu'em- 
brassait dans  sa  générahté  le  procédé  de  Descartes  11  semblerait  donc 
aujourd'hui  que  tout  a  été  dit  sur  ce  point  de  théorie  mathématique,  et 
qu'il  ne  laisse  plus  rien  à  désirer.  Cependant  une  sim.ple  remarque  suffil 
pour  montrer  que  la  question  se  prête  à  un  point  de  vue  sous  lequc'l  t)u 
ne  l'a  point  encore  considérée.  Car  s'il  est  vrai  que  l'on  effectue  la  réso- 
lution des  équations  par  une  construction  géométrique,  néanmoins  la 
voie  qui  conduit  si  aisément  <à  cette  solution  n'appartient  pas  aux  mé- 
thodes de  la  simple  et  pure  Géométrie  :  c'est  une  application  de  la  Géo- 
métrie analytique,  qui  tient  plus  du  calcul  encore  que  de  la  Géométrie, 
puisqu'on  y  représente  les  courbes  par  des  équations  que  l'on  combine 
algébriquement.  La  cjuestion  se  présente  donc  intacte  en  Géométrie  ra- 
tionnelle, et  constitue  un  sujet  de  recherches  qui  a  sa  place  naturelle 
dans  le  développement  et  les  applications  des  méthodes  propres  à  cette 
partie  des  mathématiques.  Caria  Géométrie  doit  s'efforcer  de  s'affranchir 
de  la  nécessité  de  recoiu'ir  aux  méthodes  de  calcul  pour  résoudre  les 
questions  de  son  domaine,  même  quand  elles  se  traduisent  par  une  équa- 
tion du  troisième  ou  du  quatrième  degré  [**]. 

[  *]  Extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLI,  p.  6^7. 

[**]  Il  est  à  propos  de  rappeler  ici  que  les  Arabes  ont  construit  d'Une  manière  géné- 
rale les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  :  mais  il  faut  dire  que  leur  méthode  no 
diffère  pas,  au'fond ,  de  celle  de  Descaries  relative  au  cas  du  troisième  degré  ,  parce  que 
les  propriétés  des  coniques  dont  ils  faisaient  usage  ne  sont  autres  que  des  cas  particuliers 
de  la  proposition  du  rapport  constant  du  rectangle  des  ordonnées  au  rectangle  des  ab- 
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C'est  sous  ce  point  de  vue  que  j'ai  l'honneur  d'entretenir  l'Académie 
d'une  question  qui,  au  premier  abord,  aurait  pu  paraître  épnisck^  et  peu 
susceptible  de  faire  ici  le  sujet  d'une  communication. 

Du  reste,  les  solutions  auxquelles  je  suis  parvenu  reposent  sur  des 
considérations  de  Géométrie  nouvelles  qui  peuvent  mériter  par  elles- 
mêmes  d'être  connues,  parce  qu'elles  s'appliquent  à  d'autres  questions 
importantes.  Il  s'agit  de  quelques  propriétés  de  deux  séries  de  segments 
en  involution,  entre  lesquels  on  établit  une  certaine  relation  fondée  sur 
le  rapport  anharmonique. 

On  pense  bien,  sans  qu'il  soit  besoin  de  le  dire,  que  les  sections  co- 
niques jouent  un  rôle  nécessaire  dans  nos  nouvelles  constructions, 
comme  dans  celles  de  la  Géométrie  analytique.  Employer  d'autres 
courbes  d'un  ordre  supérieur,  serait  une  faute  de  méthode,  d'autant 
plus  grave,  qu'on  peut  dire  que  la  destination  philosophique  et  essen- 
tielle des  sections  coniques,  en  Géométrie,  est  précisément  la  résolu- 
tion des  questions  qui  admettent  trois  ou  quatre  solutions,  de  même 
que  la  propriété  essentielle  du  cercle  est  de  servir  à  résoudre  celles  qui 
en  admettent  deux  seulement. 

Cette  considération  suffit  pour  montrer  que  ces  combes,  indépendam- 
ment de  leurs  applications  dans  toutes  les  sciences  qui  ressortent  des 
mathématiques,  forment,  au  même  titre  que  le  cercle  lui-même,  une  des 
bases  fondamentales  de  la  Géométrie,  sans  laquelle  cette  science  ren- 
contrerait à  chaque  pas  des  limites  infranchissables,  quand,  aucontraire, 
le  progrès  illimité  forme  son  caractère  propre  et  son  attribut  distinctif 
dans  l'ensemble  des  connaissances  humaines.  Aussi  ne  saurait-on  trop 
étudier  et  étendre  la  théorie  des  coniques,  qui  est  encore  beaucoup  trop 
restreinte  pour  les  besoins  de  la  Géométrie. 

Mais  revenons  au  sujet  de  la  présente  communication.  Je  donne  deux 

scisses,  qui  forme  l'équation  des  courbes  dans  la  Gf'onu-trie  analytique.  Aussi,  c'est  la 
résolution  des  équations  du  quatrième  degré,  où  tous  les  efforts  des  Arabes  ont  échoué, 
qui  présentait  des  dilficultés  et  qui  fait  le  mérite  de  la  méthode  de  Descartes.  Néanmoins 
le  travail  des  géomètres  arabes  marquait  un  pas  notable  en  Géométrie  et  en  Algèbre,  et 
était  un  acheminement  vers  une  alliance  plus  intime  entre  ces  deux  branches  des  mathé- 
matiques. On  doit,  comme  on  sait,  la  connaissance  de  ce  point  historique  important  à 
M  Sedillot,  qui  l'a  fait  connaître  par  une  analyse  étendue  d'un  Manuscrit  arabe  de  la 
Bibliothècpie  impériale  (voir  Notices  et  Extraits  des  Mss.,  etc  ,  tome  XIII).  Depuis, 
M.  Woepcke,  ayant  trouvé  dans  un  Ms.  de  la  Bibliothèque  de  Leyde  le  même  Traité 
arabe,  mais  plus  complet  que  dans  le  Ms.  de  Paris  ,  en  a  publié  le  texte  et  une  traduc- 
tion, suivis  d'extraits  d'autres  Mss.  inédits  ,  sous  le  litre  :  \!  Algèbre  et  Omar  Alhhayyami, 
etc.  ;  Paris,  »  85i,  grand  in-S". 
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constructions  différentes  de  la  question  que  je  me  suis  proposée.  Dans 
la  première,  on  se  sert  des  points  d'intersection  de  deux  coniques  dont 
une  est  prise  arbitrairement,  et  dans  la  seconde,  des  tangentes  coni- 
nnnies  à  deux  pareillescourhos,  dont  une  est  prise  aussi  arbitrairement. 
Ees  deux  constructions  reposent  sur  quelques  propositions  fort  simples 
que  je  vais  d'abord  ex|)oser.  Ces  propositions,  comme  je  l'ai  dit  ci- 
dessus,  sont  susceptibles  d'a])plication  à  d'autres  questions,  notannnent 
dans  la  théorie  des  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre. 

II-  —  Propositions  d'où  tlcrive  ta  construction  des  équations  des  racines  du  troisième  et 

du  quatrième  degré. 

1^'' Théorème.  —  Quand cjuatre segmenisMm,  M' m',...,  pris sw  une 
même  droite,  sont  en  involution,  les  pôles  dun  point  de  la  droite  rela- 
tifs à  ces  serments  ont  leur  rapport  anharmonique  constant,  (jiiel  que 
soit  ce  point  [  *  | . 

Nous  apiiellerons  ce  rapport  constant  rapport  anharmonique  des 
quatre  segments. 

2*  Théorème.  —  Si  d'un  point  fixe  pris  sur  une  conique  on  mène  des 
droites  aux  extrémités  de  chacun  des  quatre  segments  Mm_,  M'm'^..., 
les  quatre  cordes  que  ces  droites  interceptent  dans  la  conique^  lesquelles, 
comme  on  sait,  passent  par  un  même  point,  ont  leur  rapport  anharmo- 
tiique  égal  à  celui  des  quatre  segments. 

3"^  Théorème.  —  Si  dans  l'équation  du  troisième  degré  à  deux  variables 
.x-[az  -h  b ,-+-  x{a'z  -i-  //)  +  [a" z  +  //')  =  o 
les  variables  représentent  des  segments  comptés  sur  une  droite  indé- 
finie OX  à  partir  d'une  origine  fixe  O,  de  manière  qu'une  valeur  de  z 
détermine  un  point  n ,  et  les  deux  valeurs  coi  respondantes  de  x  deux 
points  M.,m,  formant  un  segment  Mm  :  i"  tous  les  segments  Mm  sont 
en  involution  ;  a"  les  points  n  correspondent  atdiarmoniquement  à  ces 
segments  [c  est-à-dire  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  n 
est  ('gai  à  celid  des  quatre  segments  Mm). 
4*  ThÉOUÈME  .  —  Si  flans  l  équation  du  quatrième  degré  à  deux  variables 
x^{az^  +  bz  ■+  f)  +  X  (rt's^  +  b'z  ■+-  c')  -I-  (a"z*  -t-  b"  z  +  c")  =  o 

le  déterminant  des  neufs  coefficients  est  nul,  ce  qu'on  exprime  par  la 
relation 

a[b'c"  -  h"c')  +  a'[h"c  -  bc")  +  a"{bc'  -  b' c)  =  o, 


[*]  Le  /;d/ed'iin  point  relatif  à  un  segment  est   le  conjugué  harmonique  du  point 
par  rapport  aux  deux  extrémités  du  segment. 

42.. 
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les  racines  conjuguées  de  l'équallon  sont  doubles,  cest-à-iliic  que  les 
deux  valeurs  de  x  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée  de  / ,  corres- 
pondent aussi,  toutes  les  deux-  à  la  fois,  à  une  autre  valeur  de  z  ; 

Et  si  ces  couples  de  racines  conjuguées  représentent  des  segments  M  m 
ei  N  n  sur  une  même  droite,  ces  segments  jouissent  des  deux  propriétés 
suivantes  : 

i".  Les  segments  Min  sont  en  involution;  et  pareillement  les  seg- 
ments N  n  ; 

a".  Ceux-ci  correspondent  anharhioniqneinent  aux  premiers,  c'est- 
à-dire  que  le  rapport  anharmoniqne  rie  quatre  segments  Nu  est  égal  à 
celui  des  quatre  segments  Mm. 

D'après  ce  théorème,  trois  systèmes  de  deux  segments  M  m,  N«  suf- 
fisent pour  déterminer  tous  les  autres;  et,  conséquemment,  trois  sys- 
tèmes de  couples  de  racines  conjuguées  de  l'équation  suffisent  pour 
déterminer  tous  les  autres  systèmes. 

III.  —  Construction  dés  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 
kx^  4- Ex'-)-  Car  +  D=  o. 

Qu'on  prenne  l'équation  à  deux  variables 

[kz  +  ^)x-  +  Cz  +  D  =  o, 

qui  devient  la  proposée  quand  on  y  fait  z^  x.  Une  infinité  de  systèmes 
de  racines  conjuguées  x^  z,  satisfont  à  cette  équation,  et  il  s'agit 
de  trouver  les  trois  systèmes  dans  lesquels  les  deux  variables  sont  égales. 
Or,  pour  cela,  trois  systèmes  quelconques  suffisent. 

A  cet  effet,  on  prend  une  conique  arbitrairement,  et  sur  cette  courbe 
un  point  fixe  ;  et  au  moyen  des  trois  systèmes  de  valeurs  des  deux  va- 
riables, on  construit  quatre  points  qui  avec  le  point  fixe  déterminent 
une  autre  conique.  Cette  courbe  rencontre  la  première  en  trois  points, 
autres  que  le  point  fixe,  lesquels  correspondent  aux  systèmes'  de  va- 
leurs égales  de  x  et  de  2,  et  font  connaître  les  racines  de  l'équation 
proposée . 

Il  nous  reste  à  dire  comment  les  systèmes  de  valeurs  conjuguées 
des  deux  variables  servent  à  construire  les  points  de  la  seconde  conique. 

On  prend  sur  une  droite  indéfinie  OX,  à  partir  d'un  point  fixe  O, 
des  segments  égaux  aux  valeurs  des  deux  variables.  Ainsi,  donnant  à  z 
une  valeur  arbitraire  z',  à  laquelle  correspondent  deux  valeurs  de  x 
(égales  et  de  signes  contraires),  on  prend  un  segment  O  n  égal  à  z',  et 
deux  segments  OM,  Om  égaux  aux  deux  valeurs  correspondantes  de  oc. 
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Un  aiilre  système  de  valeurs  des  deux  variables  détenuiiie  un  autre 
point  II'  et  un  segment  correspondant  M' m';  et  un  troisième  système, 
un  troisième  point  n"  et  un  segment  M"  m". 

Ayant  pris  une  section  conique  quelconque  et  un  j)oii)t  P  sur  cette 
cotirbe,  on  mène  parce  point  trois  droites  aboutissant,  l'une  au  point  //, 
et  les  deux  autres  aux  extrémités  du  segment  Mm;  ces  deux  der- 
nières interceptent  dans  la  conique  une  corde  Ka  qui  rencontre  la  pre- 
mière droite  P/z  en  un  point  a.  Ue  second  point  n'  et  le  segment  corres- 
pondant W lit  donnent  uncî  deuxième  corde  A'ct'  et  un  nouveau  point  a'. 
Et  enfin  au  troisième  point  )i"  et  au  segment  M" m"  correspondent  sem- 
blablemenl  une  corde  A"<2"  et  un  troisième  point  a".  Les  trois  cordes 
concourent  en  un  même  point  (parce  que  les  trois  segments  Mm,  M' m', 
M." m"  sont  en  involution,  théorèmes  3*'et  2*).  Ce  [)oint  avec  les  trois  a, 
a',  a"  et  le  point  P  détermine  une  conique  sur  laquelle  serait  un  qua- 
trième point  a"  construit  au  moyen  d'un  quatrième  système  de  valeurs 
des  variables  x  et  z  (parce  que  les  j)oints  «,  n',...  correspondent  anhar- 
moniquement  aux  segments  N«,  N'n',  théorème  3",  et  par  suite  aux 
cordes  Art,  A'fl',  théorème  a®).  Il  s'ensuit  évidemment  que  la  droite 
menée  du  point  P  à  chacun  des  trois  points  d'intersection  des  deux  co- 
niques détermine  sur  la  droite  OX  un  point  n  qui  coïncide  avec  une 
des  extrémités  du  segment  correspondant  Mm;  de  sorte  que  pour  ce 
point  la  variable  x  est  égale  à  z,  et  par  conséquent  le  segment  Om  est 
une  racine  de  lequation. 

Ainsi  les  droites  menées  du  point  fixe  P  aux  trois  autres  points  d'in- 
tersection des  deux  coniques  déterminent  les  trois  racines  de  l'équation 
proposée. 

Observation.— On  peut  former  autrement,  mais  non  indifféremment, 
l'équation  à  deux  variables  qui  devient  la  proposée  quand  les  variables 
sont  égales.  Il  suffit  et  il  est  nécessaire  qu'une  des  variables  n'entre 
qu'à  la  première  puissance  dans  l'équation. 

On  peut  encore  résoudre  l'équation  du  troisième  degré  à  la  manière 
des  équations  du  quatrième  degré,  comme  nous  le  dirons  après  avoir 
donné  la  construction  propre  à  celles-ci. 

IV.  —  Construction    des   racines  de  l'équation  du  ijuatricmc  degré 
x' 4-  A  j' -i- B x' -f-  C X  +  D  =  o. 

Qu'on  prenne  l'équation  à  deux  variables 

[x^  +  kx)  S^  +  B.T*  -t-  Cx  -h  D  r=  o, 

qui  devient  la  proposée  quand  on  y  fait  z  =  :r. 
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Donnant  à  x  une  valeur  arbitraire  .r',  on  aura  pour  z  deux  valeurs 
"',  z"  (égales  et  de  signes  contraires),  et  à  ces  deux  valeurs  correspondra 
une  même  seconde  valeur  ce"  de  x.  On  a  donc  un  s}^stènie  de  deux 
couples  de  racines  conjuguées.  On  peut  former  ainsi  une  infinité  de  tels 
systèmes;  et  trois  suffisent  pour  déterminer  tous  les  autres. 

Que  l'on  porte  sur  une  droite  indéfinie  OX,  à  partir  du  point  fixe  O, 
les  diverses  valeurs  des  variables  x  et  z.  Les  valeurs  x\  x"  déterminent 
deux  points  M,  7«,  et  les  valeiu's  correspondantes  z'  et  z",  deux  points  N, 
n  :  ces  points  donnent  lieu  aux  deux  segments  Mm,  N/i.  Pour  un  autre 
système  de  deux  couples  de  racines  conjuguées  de  l'équation,  on  a 
deux  autres  segments  correspondants  M' ni\  N'/*'. 

Trois  couples  de  segments  suffisent  pour  déterminer  tous  les  autres 
(théorème  l[^),  et  par  conséquent  tous  les  couples  de  racines  conju- 
guées x\  x"  et  z\  z".  Mais,  en  outre,  ils  suffisent  pour  déterminer,  au 
moyen  d'une  construction  géométrique,  les  quatre  couples  dans  cha- 
cun desquels  les  deux  segments  ont  une  extrémité  commune,  auquel 
cas  les  deux  variables  x  et  z  sont  égales  et  constituent  une  racine  de 
l'équation  du  quatrième  degré. 

Construction.  —  Qu'on  prenne  une  conique  quelconque,  et  sur  cette 
courbe  un  point  fixe  P.  Que  par  ce  point  on  mène  des  di'oites  aux 
quatre  points  M,  m,  N,  n.  Les  deux  premières  interceptent  dans  la 
conique  une  corde  A.a,  et  les  deux  autres  une  corde  Bb.  Un  autre 
couple  de  segments  M'm',Wn'  donnera  semblablemcnt  deux  autres 
cordes  A.' a',  B'  h' ;  et  un  troisième  couple  M  "m",  N"«",  deux  nouvelles 
cordes  A." a",  B"  h".  Les  trois  cordes  An,  A' a\  A!' a"  passent  par  un 
même  point  Q  (parce  que  les  trois  segments  M/?z,  .  .  .  sont  en  involu- 
tion),  et  les  trois  Bb,  B' b' ,  B" b"  par  un  autre  point  Q'.  D'une  autre 
part,  les  trois  premières  rencontrent  respectivement  les  trois  auti'es  en 
trois  points  a,  a' ,  a" .  Ces  trois  points  avec  les  deux  Q,  Q'  déterminent 
une  conique;  et  cette  courbe  rencontre  la  première  en  quatre  points. 
Les  droites  menées  du  point  F  à  ces  points  déterminent  sur  la  di-oife 
OX  ([natre  segments  qui  sont  les  racines  de  l'équation. 

Observation.  —  On  peut  former  de  bien  des  manières  différentes  l'é- 
quation à  deux  variables,  puisqu'il  suffit,  d'après  le  théorème  4*,  que 
les  coefficienis  satisfassent  à  une  condition  unique  fort  simple.  Ainsi, 
on  pourra  prendre  les  équations 

z^  {x-  -f-  A.X  +  B)  +  Cx  H-  D  =  o, 
z"  [x^  _f-  Ax  +  B)  -)-  Cz  -4-  D  =  o, 
(x^  +  A  .r)  z=  +  Bxz  4- ^I^y^ïEÏBÔ  ç+yc^iD 
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mais  non  celles-ci  : 

(.r*+  Ax)z^  +  Bxz  +  Cx  +  D  =  o, 
{x^-\-  ï))z^-h  Ax'z  +  Cx+  D  =  o. 

application  aux  équations  du  troisième  degré.  —  La  construction  pré- 
cédente s'applique  aux  é(pi:itions  du  troisième  degré  de  deux  manières, 
qui  différent  de  la  méthode  directe  pro])re  à  ces  équations. 

Première  manière.  — On  suppose  le  dernier  terme  D  nul,  et  l'on  ef- 
fectue la  construction  relative  à  l'équation  du  quatrième  degré 

au  moyen,  par  exemple,  de  l'équation 

[x^  +  kx)  z^  +  Bx^  4-  Cx  =  o. 

Alors  les  trois  segments  Mm  ont  leur  origine  commune  au  point  C>, 
et  le  point  de  concours  des  trois  cordes  Aa  est  situé  sur  la  conique 
prise  arbitrairement.  La  conique  que  l'on  construit  passe  par  ce  point, 
auquel  correspond  sur  l'axe  OX  une  racine  nulle;  et  les  trois  autres 
points  d'intersection  des  deux  coniques  donnent  les  trois  racines  de 
l'équation  du  troisième  degré. 

Deuxième  manière.  —  On  peut  opérer  directement  sur  l'équation  du 
troisième  degré 

a;'  +  Ax^  +  Bj?  +  C  =  o, 

de  la  même  manière  que  sur  l'équation  générale  du  quatrième  degré. 
On  prendra  inie  équation  à  deux  variables,  telle  que 

x2(z  +  X)  +  (A  -X)2^  +  Bz  +  C  =  o, 

ou,  plus  généralement, 

x=  {bz  +  c)  +  x(rt'z^  +  b'z-¥c')+  a"z-  +  b"z  +  c"  z  =  o, 

pourvu  que  ses  coefficients  satisfassent  à  la  relation 

a' [h" c  -  hc")  +  a"  ( bc'  -  b' c)  ^  o, 

et,  en  outre,  à  la  condition  que  l'équation  devienne  la  proposée  quand 
on  y  fait  z  =  a:. 

C'est  cette  équation  dont  on  déterminera  trois  couples  de  racines 
conjuguées  qui,  au  moyen  d'une  conique  prise  arbitrairement,  serviront 
à  en  construire  une  autre  dont  les  points  d'intersection  avec  la  première 
donneront  les  racines  cherchées. 

Ici  peut  se  "présenter  une  objection,  car  les  deux  coniques  se  cou- 
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peronl  en  cpiatre  points  qui  sembleraient  donner  quatre  racines  an 
lieu  de  trois.  Mais  un  de  ces  points  est  connu  à  priori;  il  répond  au 
système  de  valeurs  x  =:  ce  et  z  =  x>  qui,  effectivement,  satisfont  à 
l'équation  à  deux  variables,  mais  introduisent  xme  racine  étrangère  à 
l'équation  du  troisième  degré. 

V.  —  filtre  mode  eh'  construction  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

Équations  du  troisième  degré.  —  Après  avoir  déterminé  sur  une  droite 
indéfinie  OX  les  trois  points  /;,  n',  n"  et  les  segments  correspondants 
Mm,  M'/«',  M" m",  comme  dans  la  première  solution,  on  prend  arbi- 
trairement une  section  conique  tangente  à  ladroile  OX  en  un  quelconc[ue 
de  ses  points.  Par  les  deux  points  M,  Jii  on  mène  deux  tangentes  à  cette 
courbe,  lesquelles  se  rencontrent  en  un  point  a.  Les  deux  points  M', 
ni  donnent  lieu  semblablement  à  un  point  a',  et  les  deux  M",»t"  à  un 
point  a".  Ces  trois  points  sont  sur  une  même  droite  L.  On  joint  ces 
points  respectivement  aux  points  «,  /z',  n"  par  trois  droites,  qui  avec 
la  droite  L  et  la  droite  OX  déterminent  une  conique  qui  leur  est  tan- 
gente. Cette  conique  et  celle  qu'on  a  prise  à  volonté  ont  trois  tan- 
gentes communes,  autres  que  la  droite  OX.  Les  points  ou  ces  tan- 
gentes rencontrent  cette  droite  déterminent  les  racines  de  l'équation, 
c'est-à-dire  que  ces  racines  sont  les  distances  de  ces  points  à  l'origine  O. 

Equations  du  quatrième  de^ré.  —  Apres  avoir  déterminé  les  segments 
Mm,  N/i,  comme  dans  la  première  construction,  on  prend  une  co- 
nique tangente  à  la  droite  OX,  et  l'on  mené  par  les  extrémités  des  deux 
segments  les  tangentes  à  cette  courbe.  Les  deux  tangentes  émanées  des 
points  M  et  m  se  rencontrent  en  un  point  a,  et  les  deux  autres  en  un 
point  ê.  Un  second  couple  de  segments  donne  seniblablement  deux 
points  a',  ê',  et  un  troisième  couple  deux  points  a".  S".  Les  trois  points 
a,  a',  a"  sont  siu-  une  mémo  droite  T>,  et  les  trois  ê,  S',  ê"  sur  une  droite 
L'.  Ces  deux  droites  et  les  trois  aè,a.'^' ,  a" 6"  déterminent  une  conique 
qui  leur  est  tangente.  Les  quatre  tajigentes  communes  à  cette  courbe  et 
;i  la  première  rencontrent  la  droite  OX  en  quatre  points  dont  les  dis- 
tances au  point  O  sont  les  racines  cherchées. 

Otte  construction  s'applique,  comme  la  première,  aux  équations 
du  troisième  degré,  de  deux  manières. 
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SUR  DIVERS  POINTS 

DE    I.A 

THÉORIE  DES  INVARIANTS, 

Par  m.  Edouard  COi^lBESClRE 


I. 


On  roe  permettra  de  rappeler  que  l'on  nomme  invariant  toute  fonc- 
tion y  des  coefficients rt,  b,  c,...  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions  homo- 
gènes données,  qui  jouit  de  la  propriété  caractéristique  de  rester  iden- 
tiquement la  même  en  «,  b,  c,...,  lorsque,  après  avoir  soumis  les 
fonctions  considérées  à  une  substitution  unimodulaire  [*],  on  rem- 
place les  coefficients  dont  il  s'agit  par  les  expressions  nouvelles  que  la 
substitution  leur  a  fait  acquérir. 

De  cette  définition  découle  immédiatement,  comme  l'a  fait  voir 
M.  Sylvester  {On  the  Calculus  oj  Fonns,  sect.  IV)  [**],  l'existence  de 
certaines  équations  différentielles  que  doivent  vérifier  les  invariants. 
Je  vais  établir  ces  équations  par  un  procédé  qui  me  semble  plus  simple 
que  celui  de  l'habile  analyste,  à  qui  j'emprunterai  seulement  l'emploi 

r*]  Si  dans  une  fonction  de  trois  variables,  x,y,  z  par  exemple,  on  remplace 

.r  par  ax-^^y-\-'jZ, 
y  par  a  x  +  p'  y  -h-/'  z, 
z     par     a."  X  ■+-  P"r+  7"  2, 

le  déterminant  a  p' 7" —  «'/'f"  +.■•  est  appelé,  comme  on  sait,  le  module  de  lu  siib- 
stitution,  laquelle  devient  iinimadulaire  quand  ce  déterminant  est  égal  à  un. 
[**]  Cambridge  and  Dublin  niathematical  Jourmd;  iHSa. 

'ïcme  XX  —  Novembre  t855.  4-^ 
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des  substitutions  partielles  successives  en  lieu  et  place  d'une  substitu- 
tion immédiate  tout  à  fait  générale.  Je  prendrai  dès  l'abord  le  cas 
d'une  fonction  homogène  d'un  nombre  quelconque  p  de  variables  jc, 
r,  z,...,  //.  Une  pareille  fonction  est  généralement  représentée  par 


n(n) 


y "ML> a,  r^  r" 

j^n(}.)nin)...n{p)    ''■"■'-'? -^  J 


U-; 


i(A)n((.)...n(p) 

Il  (X)désigne,  à  l'ordinaire,  le  produit  continuel  1.2. 3...  X;  lésa, 
sont  ce  qu'on  est  convenu  d'appeler  les  coejjicients,  et  le  ^  ^^  '"^P" 

poite  à   toutes  les  solutions,  en  nombres  entiers  luds  ou  positifs,  de 
iequation 

X  +  /j.  + . . .  -h  p  =  n, 

n  étant  le  degré  de  la  fonction. 

Si  l'on  remplace,  dans  cette  fonction,  j  par  j  +  ix^  toutes  les 
autres  variables  restant  intactes,  il  est  facile  de  voir  que  le  coefficient 
«j  qui  répond  à  x  j''...  u'' ,  après  la  substitution,    sera   donné 

par  la  relation 

_  -1  ^■(^  —  0 

d'où  résulte 


0,/*+  I  -h  i  —  ',-.'■•  -/s 


c'est-à-dire 


da-, 


dt 


-   X  rt/_,,  /j-hi,  V.  .  . 


Actuellement,  si  l'on  demande  qu'une  fonction  tp  des  coefficients  a^ 
persévère  dans  sa  composition  primitive  lorsqu'on  vient  à  remplacer 
ces  quantités  par  les  expressions  précédentes  des  (i\_     1  il  sera  néces- 
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saire  que  s  disparaisse  du  résultat  de  cetle  substitution;  et  il  est  clair 
que  £  ne  pourra  disparaître  sans  entraîner  la  disparition  des  quantités 
qui  multiplient  ses  diverses  puissances  dans  les  expressions  mentionnées 
t'es  ax...p.  Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (pi'iuie 
fonction  f  des  a         se  réduise  à  la  même  fonction  des  a.      ,  sera 

c'est-à-dire 


^-^■à. 


■P  da\ 


'=  o; 


et  comme  les  a\  désignent  des  qtiantités  tout  à  fait  quelconques  qui 
peuvent  parfaitement  remplacer  les  «^  ,  rien  ne  s  oppose  à  ce  qu'on 
supprime  les  accents  et  qu'on  écrive  en  conséquence 


2:>«.. 


■P  i/a , 


do 

=:   O. 


•f 


Au  reste,  cette  suppression  d'accents  revient  à  effectuer  un  changement 
de  variables  au  moyen  de  la  relation  qui  lie  les  a'  aux  a  et  doîine  ré- 
ciproquement les  a  par  les  n'  moyennant  la  substitution  de  —  £  à  s. 

L'adjonction  successive  de  j'  à  chacune  des  autres  variables  z,...,  u 
donnerait  lieu,  comme  pour  x,  à  autant  déquations  analogues,  et  l'on 
obtiendrait  d'autres  pareilles  équations  en  partant  de  chacune  de  ces 
mêmes  variables  comme  on  est  parti  de  j.  M.  Sylvester,  dont  la  mé- 
thode laisse  échapper,  ce  me  semble,  le  type  général  des  équations 
différentielles  dont  il  s'agit,  avertit  qu'il  suffit  de  prendre  un  nombre/; 
de  ces  équations  égal  au  nombre  des  variables  oc,  j,---,  «,  et  que  le 
choix  n'est  pas  arbitraire.  Mais  n'ayant  rien  spécifié  relativement  à  ce 
choix,  il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  réparer  son  oubli.  Or  si  l'on 
altère  successivement,  dans  a.  ,  deux  indices  contigus  depuis  le  pre- 
mier X,  par  exemple,  jusqu'au  dernier  p,  pour  retomber  brusquement 
sur  le  point  de  départ,  les  substitutions  partielles  correspondantes 
atteignant  de  proche  en  proche  toutes  les  variables  et  la  supposition 
répétée  d'une  pareille  opération  aboutissant  à  luie  substitution  uni- 
modulaire  tout  à  fait  générale,  les  p  équations  qui  répondront  à  cette 

43.. 
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altération  circulaire  des  indices  seront  évidemment  suffisantes  et  ne 
se  trouveront  pas  en  excès.  On  aura  donc  en  prenant  quatre  variables, 
pour  fixer  les  idées, 


Zà  ;-l,y-+-l,  v,p  ^â^  °' 

>.. .  .p 


lé-'^'y,,,-^-',: 


2dP  "i+<,t'-,-^,p-'  rla-  ~  °' 


V 


le  y^  conservant   toujours  la   signification   qu'il   a  dans  la   fonction 

donnée. 

Si  la  fonction  f  devait  être  composée  avec  les  coefficients  de  plu- 
sieurs fonctions,  d'un  même  nombre  de  variables,  on  introduirait  dans 

chacune  des  équations  différentielles  autant  de  nouveaux  ^  qu'il  y  a 

de  fonctions  nouvelles.  Le  cas  d'un  nombre  inégal  de  variables  donne 
nécessairement  lieu  à  des  conventions  diverses  qu'il  n'importe  pas 
d'énumérer,  et  qui  n'offrent  pas  d'embarras  pour  le  choix  des  équa- 
tions. 

Dans  le  cas  des  substitutions  orthogonales  dont,  à  ma  connaissance, 
les  auteurs  ne  se  sont  pas  spécialement  occupés  au  point  de  vue  des 
invariants,  on  trouve,  par  une  analyse  semblable  à  la  précédente, 
que  les  équations  ci-dessus,  doivent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

V  (la.  ^,        —  M-^i  ,  ,         ,        )  -, — ~  =  o, 

/. . .  p 

2  (f^-«;, ,._,,.+,,,  -  ^(^X,y.  +  ,r^-^,p)  d^  =  ^' 

/. .  .p 


équations  dont  le  nombre  est  égal  à  celui  des  variables,  excepté  pour 
le  cas  de  deux  variables  où  ce  nombre  se  réduit  à  un,  et  qui  sont  en 
quelque  sorte  aux  premières  ce  que  sont,  dans  la  statique,  les  équations 
des  moments  ou  de  rotation  à  celles  de  translation. 
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II. 

Je  vai?,  dans  ce  qui  suit,  in'occiiper  exclusivement  de  la  fouctiou 


à  deux  indéterminées,  savoir 

(0  ^-^  ^  '" ■" 

On  a  ici  les  deux  équations  différentielles 


j\x,  j)  =  iio x"  +  na,  jc"-'j  -h  "■^"  ^  '^  «2  x"-^/^  -4- 

«fl„_,  xj"-*  -+-  a„j". 


d  H 
dtti 


^  iai_,  ^  =  o, 


/  =^  I 


Z  '^"-i+*  d^—-   =0' 

1=  I 

qui  ont  séparément  pour  intégrale,  la  première  une  fonction  arbitraire 
des  quantités  «0,  a,,...,  a„,  la  seconde  lUîe  fonction  arbitraire  des  quan- 
tités ]3oi  /3,,...,  /3„,  renfermées  dans  le  tableau  suivant: 


(— ^) 


a,  =  rt,  +  rto'7, 

«2  =  flo  ('^2  H-  2  rt,  Ï2  +  (7o  ÏJ"), 

«3  ^  rt„  (rtj  -H  3  (to  vj  --1-  3  rt,  y^^  +  a„  •/;', 

a„  =  a'^-'  {a„  +  nrt„ _,  yj  + . . .  +  /«a,  r}"-'  +  a„ ri") , 

^2  =  a„  («„_2  +  2  a„_,  i  +  a„  s"), 

Pa  =  a,?  (a„_3  -+-  3  fl„_2  e  -f  3fl„_,  s*  +  a„  s'),. 


La  seule  conséquence  vraiment  utile  qu'on  ait,  à  ma  connaissance,  dé- 
duite jusqu'ici  de  l'une  ou  l'autre  de  ces  intégrales,  consiste  dans  une 
remarque  de  M.  Brioschi,  en  vertu  de  laquelle  la  somme  des  produits 
lies  indices  des  lettres  qui  entrent  dans  a,  par  les  exposants  correspon- 
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daiits,  ayant  pour  chaque  terme  une  valeur  constante  et  égale  à  /,  la 
nieuîe  propiiété  s'étendra  à  l'intégrale  supposée  une  fonclion  homo- 
gène des  coetïicients.  Ainsi 

étant  cette  intégrale  et  f;.  désignant  une  constante,  on  aina 

X,  +  2  >>o  +  3/.3  +...+  nl„  =  p.  [*]. 

Maintenant  la  seconde  équation  (2)  se  déduisant  de  la  première  par 
le  changement  de  a,  en  «„_,,  la  vérification  simultanée  de  ces  deux 
équations  exige  que 

ainsi   qu'on  l'a   remarqué  depuis  longtemps  dans  le  Cambridge  and 
Dublin  inatheinatical  Journal.  On  devra  donc  avoir 

n  1„  -+-  in  —  I )  X,  + .. .  +  X„_,  =  p, 
el  par  suite,  en  faisant 

Xo  ■+-  X,  +...  +A„=f>; 
et  ajoutant  les  deux  expressions  de  (j.,  il  viendra 

ce  qui  fait  connaître  l'indice,  et  exige  que  np  soit  pair. 

Avec  le  groupement  nécessaire  des  ternies  ci-dessus  indiqué,  il  est 

{*)  La  constante  jj.  a  été  appelée  par  M.  Transon  l'indice  de  /a/onction  homogène  2.  '■ 

elle  indique,  comme  on  peut  le  voir  aisément  et  comme  M.  Brioschi  l'a,  je  crois ,  établi 
le  premier,  le  degré  de  la  fonction  par  rapport  aux  racines  de  l'équation 

/(.r,  i)  =  o. 
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clair  qu'il  suffit  d'employer  l'une  ou  l'autre  des  équations  différen- 
tielles (2)  dans  la  recherche  des  coefficients  A  de  la  fonction  intégrale. 
En  adoptant  la  première,  j'ajouterai  une  remarque  qui  ne  contribue 
pas  peu,  dans  l'application,  à  l'abréviation  du  calcul.  Elle  consiste  en 
ce  que,  pour  savoir  ce  que  la  fonction  (3)  fournit  à  la  substitution  dans 
l'équation  mentionnée,  il  suffit  d'opéier  une  sorte  de  différentiafion 
mixte,  portant  à  la  fois  sur  l'exposant  et  sur  l'indice  de  chaque  lettre. 

Ainsi  la  lettre  isolée  a}  donnerait 

ù  étant  le  symbole  de  cette  différentiation.  Cette  régie,  d'une  facile 
traduction  en  langage  ordinaire,  dispense  en  particulier  d'avoir  l'équa- 
tion différentielle  constamment  présente  aux  veux  ou  à  l'esprit.  Comme 
on  doit  finalement  écrire 

c?.  ©  =  o, 

on  exprime  une  certaine  condition  de  maximum  dont  la  nature  in- 
time m'échappe,  mais  qui  doit  être  soumise  à  de  certaines  lois  déter- 
minées. 

Pour  faire  une  application,  je  rappellerai  qu'on  a  l'invariant  qua- 
dratique de  M.  Cayley  («  =  an'), 

\  =  o 

que  fournit  immédiatement  l'emploi  des  coefficients  indétermmés.  Pour 
obtenir  l'invariant  cubique,  comme  p.  :=  3  n',  on  écrira 

I3  =  «2«'  2  A.."  aia,/_i^  <7^„'_,  2  a',  ai  a„'^,_i  -4-.... 
1  =  0  ' 

La  différentiation  par  c?  diminuant  les  indices,  il  faudra  que  le  â  du 

premier  ^  donne  un  résultat  identiquement  nul,  et  comme  on  écrit 

alors  les  relations  entre  les  A'^"'  qui  correspondent  a  l'invariant  qua- 
dratique pour  la  fonction  du  «'"''"«  degré,  il  faut  que  «'  =  2  n",  ce  qui 


344  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

constitue  en  passant  un  des  beaux  résultats  de  M.  Cayley.  Différeiitiant 

ensuite  le  premier  ternie  en  dehors  du  V  et  le  second  en  dedans  du 


^  .  on  devra  avoir 


■?.  n  2,  A,    (hn„<_i  =  2,  A,    (,rt._,  a„'^,_i  +  «  +  i  -  i.Ui  «„-_,) , 

ce  qui  fera  connaître  une  seconde  série  de  coefficients.  La  continuation 
de  ces  différentiations  alternatives  par  <■)  donnera  d'antres  séries,  et 
ainsi  de  suite.  L'application  de  ces  remarques  très-simples  m'a  permis 
de  calculer  certains  invariants  beaucoup  plus  rapidement  que  je  ne 
l'avais  fait  dans  le  principe  où  je  substituais  directement  dans  l'équa- 
tion différentielle  sans  suivre  un  procédé  empreint  d'une  certaine  régu- 
larité. 

J'invoquerai  tout  à  l'heure  un  théorème  de  M.  Cayley,  publié  par 
M.  Sylvester  et  qui  consiste  en  ce  que  le  degré,  quant  aux  coefficients, 
d'une  fonction  symétrique  des  racines  x,,  a:2;.--,  Jc„  de  l'équation 

J'{x,  i)—  o 

(où  je  supposerai,  pour  un  moment,  rto  =  0'  *^^^  précisément  égal  à  la 
puissance  la  plus  haute  de  l'une  quelconque  de  ces  racines  dans  la 
fonction  symétrique  considérée  [*J.  Ce  théorème  pouvant  être  utile 
dans  d'autres  circonstances,  j'en  donnerai  la  démonstration  nouvelle 
suivante  qui  me  paraît  assez  simple  : 

P,  désignant  la  somme  des  produits  /  à  /  des  n  —  i  racines  x«,  a-^,..., 
jc,„  on  a,  abstraction  faite  du  signe  et  des  facteiu's  binomiaux, 

rt,  =  X,  +  P,, 


<ïn  ^^  ^1   'n—li 


[']  PhUosophical  Magazine,    mars  i853.  Je  crois  que  M.  Sylvester  a  établi  seule- 
ment que  ce  degré  ne  pouvait  pas  surpasser  la  plus  haute  puissance,  etc. 
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<Voù 

Les  puissances  de  jc,  allant  en  diminuant  dans  la  partie  non  écrite,  le 
degré  du  ternie  a  '•••«„"  est  précisément  égal  à  la  plus  haute  puissance 
de  .r,  dans  la  fonction  symétrique  qui  lui  répond.  D'ailleurs,  dans  un 
autre  terme  a  ' . .  .a''  pour  lequel  on  aurait 

X',  +  X'2  +  .  .  .  +  X'„  =  X,  H-  ...  4-  X„, 

les  X'2,  X'a,.-,  X'„  ne  pouvant  être  égaux  respectivement  aux  X^,  X,,...,  /„, 
sans  quoi  ce  terme  coïnciderait  avec  le  premier,  les  produits 

P^'...P'^"        et      P^'\..P'"   , 

où  l'on  peut  prendre  P,,  Po,...,  P„_,  pour  variables  tout  à  fait  indé- 
pendantes, seront  parfaitement  dissemblables,  et  il  ne  pourra  s'opérer 
aucune  réduction  dans  les  deux  premiers  termes  des  fonctions  symé- 
triques qui  correspondent  à  n  '. ..  a  "  et  à  a  '.  .  .a".   Donc,   dans  un 

polynôme^'  Art,'. .  .  a"  ,  le  degré  sera  bien  égal  à  la  plus  haute  puis- 
sance de  l'une  quelconque  des  racines  dans  la  fonction  symétrique 
correspondante. 

III. 

M  Brioschi  a  eu  le  premier  l'idée  de  faire  dépendre  immédiatement 
les  invariants  des  racines  x,,  x..,...,  x„  {*].  Il  fait  usage,  à  cet  effet, 
d'une  formule  de  transformation  qu'on  peut  déduire  sur-le-champ  des 
relations  précédentes.  Ces  relations  donnent  effectivement,  en  remettant 

1       r  1  •  ■  '      ■  /  n{"  —  I  ) . .  ■  (n  —  '-(-•) 

les  lacteurs  bmomiaux,  et  écrivant  ensuite  hj  pour  -= -. a,, 

f^'  -  +  p. 

c'est-à-dire  que  -^  est  égal  au  coefficient  de  x'  dans  le  quotient  '— ^'  ^  • 

[*]  Annales  de  Math,  et  de  Pins,  de  M.  Tortolini,  juin  i854- 
Tome  XX.  —Novembre  i855.  ^4 
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Ainsi 

;f^=-  (*'-.  +-  ''^<-2  x-i  ■+-  f>i-3  J^?  +  . . .  +  /'o  X'--). 

De  là,  par  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les  racines  et  les  sommes  de 
leurs  puissances  semblables,  on  déduit  tout  de  suite,  avec  M.  Brioschi, 

d.v,         dxi  ftr„  \    "  da,  da-,  da„ 


„  dts>  ,  dtù 

•'-^r  TT^  -+-  J^i  -r-  +  •  •  ■  +  ■^" 

'  ojr,  ^  dx. 


.    .     ,  —,  — V  "  dx„  '    \    '  <^a,  ■■■  "  da,J 

(a)  ' 


("  -  V'  ^=  ;yf  +  ("  -  2)  «3;7r  +  (w  -  3)rt,  -^  +  . . .  +  «„ 


OÙ  s,  =  JT,  +  jTj  +  . . .+  Jf„.  Puis,  en  supposant  (^  homogène  et  de 
degré  p,  par  rapport  aux  coefficients  rt^,  a,,...,  a„  et  se  reportant  aux 
équations  différentielles  (2),  on  voit  que  leurs  transformées  sont 

«  ©  do  do 

,        )  a^i         dx-,  dx„ 

i       ■,  do  ,,  dto  do  ,  , 

Enfin,  on  trouve  par  la  même  formule  de  transformation 

/  o  ,  d'D  do  do  do  rf »        r  j,  n 

et,  en  s'appuyant  sur  cette  équation 

dm  do  do         pu 

fif-r  -+-  2^0-7^+...+  na„  —  =  —  f, 

que  M.  Cayley  a  fait  voir  être  une  conséquence  des  équations  (2  j,  on 
en  conclut 

,     ,  do  da  do  np 

tels  sont   les  résultats  obtenus  par  M.   Brioschi.  De  l'inspection  des 

[*]  Si  l'on  remplace  a,  par  a\',  comme  une  fonction  quelconque  ç,  dépendant  succes- 
sivement des  variables  x^  et  «,',  est  exactement  de  même  degré  par  rapport  à  ces  deux 
systèmes  de  variables,  on  obtient  immédiatement,  par  ce  seul  fait,  l'équation  (p). 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  3/,7 

équations  transformées,  ce  géomètre  conclut  sur-le-champ  que  toute 
fonction  symétrique  des  racines  qui  est  en  même  temps  une  fonction 
des  différences  des  racines,  dans  chacun  des  termes  de  laquelle  toutes 
les  racines  entrent  un  même  nombre  de  fois,  est  un  invariant  de  ht 
foncfiony^(x,  7). 

Il  restait  à  faire  voir  que,  réciproquement,  tout  invariant  est  réduc- 
tible à  une  pareille  fonction  des  différences. 

J'étais  arrivé  à  ce  dernier  résultat  et  aux  précédents  en  faisant  usage 
de  l'analyse  suivante,  avant  d'avoir  eu  connaissance  du  Mémoue  de 
M.  Brioschi.  ^ 

La  fonction  (0  étant  mise  sous  la  forme 

(«)  /{x,j)  =  a{jc  —  x,j)(a:-  x,jr)...  {x  ~  x„j), 

si  l'on  reprend  la  substitution 

X  =^  X  —  £/,     j  =^', 

son  unique  effet  est  de  changer  x,,  jt,,...,  x„  en 
I  /   I 

•X*  j     X^    H—    c,  X '2    ' ^2     ~^    ^î''-5  ^n     ——     ^n    ~^     ^î 

a  restant  le  même.  11  faut  donc  que  l'on  ait 

d<f{x\,  ...  ,  x'„)  

dB  ~    °' 

c'est-à-dire 

d  f^  dm  d  tû 

dx,  dx',         '    '        dx'„  ' 

OU,  en  supprimant  les  accents, 

dtîi  da  d<9 

—'-H -h..  .-\ =:  O. 

dxi  </x,  dXr, 

Ensuite,  la  seconde  substitution  partielle 

X  =  X,      J  =^  J'  —   EX, 

transforme^  dans 


i  =  a{i+Ex,)...{i+Ex„)(x--^r)---y^-T:fT:^J 

44. 


348  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

et  n'a  conséquemment  d'antre  effet  que  de  changer  rt,  x,,  x^,---,  x„ 

respectivement  en 

a'  =  a(i  -h  ix,)...{i+  ix„);     x',  =  — p— ,■■■■,     x'„  =  — ^ — 

H  faut  donc  aussi  que  l'on  ait 

do  fia'         du)    dx , 


Mais 


da'  de      '     dx,    d$      ' 


—  =  a{x^-}-x,^  +  ...-hx„),       —  =  -X-,...; 


par  conséquent,  en  substituant  et  supprimant  les  accents  (ce  qui  cor- 
respond toujours  à  un  changement  de  variables,  si  l'on  veut),  on  aura 

Lorsqu'on  suppose  ç  une  fonction  homogène  des  coefficients  de  J, 
les  racines  j:,  ,  x^,...,  j:„  dépendant  uniquement  des  rapports  arbi- 
traires —■,  — 5--)  — ;  -r  représente  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  con- 

a     a  a     da      '  ' 

sidérée  en  tant  que  a  n'entre  point  dans  ces  rapports,  et  il  importe  de 
ne  pas  la  confondre  avec  -p-  On  a  donc  dans  ce  cas 

drf 

da 

p  étant  toujours  le  degré  de  (p  par  rapport  aux  coefficients.  L'équation 
précédente  devient  alors  la  seconde  {b). 

La  première  équation  (è)  faisant  dépendre  çp  arbitrairement  des  dif- 
férences 

X^  —  Xf  =  M) ,       X^  X  f  =^  Mj,.. . ,       X„         X|  =  li/i—t  5 

en  introduisant  ces  ("  —  i)  variables  dans  la  seconde,  il  viendra 

Il,  {u,-h  2X,)^   +...-t-M„_,  {U„.,   H-  IX,]  ^^^ 

=  p{u,  -h...-^  u„_,  +  nx,)(p; 
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et  comme  (p  ne  peut  dépendre  que  de  u,,  u^,...,  Un-\,  et  que  x,  reste 
conséquennnent  tout  à  fait  arbitraire,  cette  équation  se  partage  dans 
les  deux  suivantes  : 

dm  d m  np 

u,    -p-   +  .  .  .  +   Ji„_,  -7-^   =  —  Ç. 

La  dernière,  à  cause  de 


[e) 


disj                 rfip 

d<ij 

dis) 

dx^                </«, 

dui 

<lUn-,  ' 

^(p             «/(p 

rfjT,,  '/««_  1 


redonne  l'équation  (c)  [*]. 

Maintenant  je  considère  la  première  équation  (/>»)  et  l'équation  [b'), 
qui  sont  tout  à  fait  générales  et  ne  préjugent  rien  sur  l'homogénéifé 
de  y.  J'introduis  encore  dans  [h')  les  variables  i/,,...,  «„_,,  et,  à  cause 
que  X,  reste  toujours  arbitraire,  j'obtiens  les  deux  équations 


u\ 

df 
dû, 

+  . 

..+  «,?- 

dvj 

= 

{u, 

+  . 

.  .  +  M„_ 

.) 

da 

u, 

d  (f 

lû, 

-t-., 

..+  Un- 

dfD 

n 

-a 

1 

d'à 

dû 

[**]• 

[*]  De  ce  que  «p  est  une  fonction  symétrique  des  racines  ^i,...,x„,  homogène 
par  rapport  à  ces  racines,  on  peut  conclure  tout  de  suite  la  constance  de  \^ in- 
dice (ji  dont  il  a  été  question  au  §   II.   Il  suffit  de  remarquer  que-  étant  du  degré  i, 

quant  aux  racines,  1-  )     sera  do  degré  <).,,  et  conséquemment  ^Aa     «,  ...  a„"du 

degré  constant  >.,  -t-  2  >:  -1-  . . .  +  "  ^i- 

[**]  Dans  le  cas  très-particulier  de  «  =  2,  ce  partage  n'est  plus  nécessaire  à  cause 
du  facteur .»,  4-  x,  qui  apparaît  dans  les  deux  membres. 
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La  seconde  oblige  ?  à  dépendre  nrbitrairement  de 

■2  'i 

et  dès  lors,  en   introduisant  les  z,  dans  la  première,  et  faisant,  pour 
abréger, 

ô  =  Z,  4-  Z2+...+  :^„_,, 
il  \  ient 


('') 


^.-^«)î---"=.-.(^.--;«)i^  =  - 


Le  second  membre  de  cette  équation  étant  nul,  il  suffit  de  trouver  n  —  1 
fonctions  particulières  qui  la  vérifient  :  ce  qu'on  obtient  tout  de  suite  en 
prenant  les  divers  produits  des  différences  symétriques 

TZ^  =  à-  [oc.,  —  ^C^)  {X^   —  X\)...  [pC,,  —  JTj) , 


Ces  quantités,  parce  qu'elles  vérifient  l'équation  (<f  ),  spnt  finalement 
réductibles  à  n  —  1  variables  indépendantes,  et  pas  à  un  moindre 
nombre;  car  en  conservant  zô,,  par  exemple,  on  en  déduit,  par  la  di- 
vision, des  expressions  de  la  forme 


Il  — '. 

et  l'on  voit  bien  qu'en  attribuant  pour  un  moment,  à  .r,,  x.,,  x^,  des 
valeurs  fixes  quelconques,  et  donnant  à  /  les  valeurs  /(,   5,...,  «,  on 

pourra  déduire  de  ces  expressions  des  valeurs  arbitraires  des-^-^ '  ré- 
pondant à  des  valeurs  aussi  arbitiaires  des  j,.  On  aura  donc,  en  y 
comprenant  37,,  n  —  1  fonctions  intégrantes  parfaitement  indépen- 
dantes. 

LessT,,  OTavi  qii  on  peut  considérer  comme  les  vrais  éléments  qui 
doivent  concourir  à  la  formation  des  invariants,  renfermant  indivi- 
duellement toutes  les  racines  et  chacune  un  même  nombre  de  fois,  de 
quelque  manière  qu'on  les  combine  à  l'effet  de  former  des  fonctions 
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entières  et  homogènes  des  racines,  ce  double  caractère  se  transmettra 
inlégralement  aux  fonctions  résultantes.  Cela  découle  de  la  parfaite 
indépendance  de  «  —  2  de  ces  quantités.  Et  si  l'on  admettait  même  la 
disparition  possible  de  certains  termes,  qui  tendrait  à  détruire  cette 
double  propriété,  rien  n'empêcherait  de  les  réintroduire  comme  des 
forces  capables  de  se  neutraliser.  Il  est  inutile  de  dire  que,  dans  la 
combinaison  des  fonctions  élémentaires  dont  il  s'agit,  on  ne  doit  pas 
toujours  exclure  la  division.  On  peut  donc  établir  ce  théorème,  qui 
n'est  pas,  ce  me  .semble,  sans  importance  dans  la  présente  théorie  : 

Pour  qu'une  fonction  symétrique  des  racines  représente  un  invariant, 
il  faut  et  il  suffit  quelle  soit  réductible  à  une  fonction  homogène  des 
différences  des  racines  dans  les  divers  termes  de  laquelle  toutes  les 
racines  apparaissent ,  sans  exception ,  et  chacune  un  même  nombre  de 
fois. 

Ce  nond3re  commun  de  fois  indique  précisément,  d'après  le  théo- 
rème de  M.  Cayley,  le  degré  de  l'invariant  par  rapport  aux  coefficienls. 
On  voit  à  quel  problème  de  partition  des  nombres  on  se  trouve  par  là 
ramené.  On  en  traduit  les  conditions  primordiales  par  l'emploi  des 
exposants  indéterminés.  Ainsi  a,,  ao,-.,  «„_,  étant  les  exposants  qui  ré- 
pondent à  JT,  —  x^_,...,  X,  —  .T„;  ^,,.  .,  |3„_2,  ceux  qui  répondent  a 
jTj  —  X3,...,  x.^  —  x„,  etc.,  p  le  degré  de  l'invariant  par  l'apport  aux 
coefficients,  on  doit  avoir 

a,  +  «2  -f-...-f-  a„_,  =  p, 
a,  +  /3,  -f-...-f-  /3„_2  —  p, 


a«-,  +  i3„-2  + . .  .  +  X,  =  /?, 

ce  qui,  par  l'addition  totale,  redonne  —  pour   le  degré,    quant  aux 

racines. 

Si  l'on  conçoit  la  fonction  la  plus  générale  des  différences  des  racines, 
dont  les  exposants  vérifient  les  relations  ci-dessus  et  que  l'on  suppose 
écrits  sur  une  même  ligne  horizontale  les  termes  où,  les  racines  étant 
dans  le  même  ordre,  les  exposants  constituent  des  solutions  distinctes 
des  équations  précédentes,  de  telle  sorte  qu'en  permutant,  dans  cha- 
cun de  ces  termes,   les  racines  de   toutes  les  manières  possibles,   les 
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diverses  séries  des  termes  déduits  ne  puissent  avoir  en  commun  aucun 
de  ces  derniers  termes;  en  supposant  enfin  ces  mêmes  séries  écrites 
chacune  en  colonne  verticale,  et  affectant  individuellement  chaque 
terme  d'un  coefficient  spécial,  on  aura  le  tableau  de  la  fonction  la  plus 
générale  des  différences  remplissant  les  conditions  voulues.  Si,  main- 
tenant, cette  fonction  n'est  qu'une  seconde  forme  donnée  à  une  fonc- 
tion symétrique  des  simples  racines,  elle  devra,  comme  celle-ci,  rester 
indifférente  aux  permutations  imposées  aux  dites  racines.  Et  comme 
ces  permutations  imposées  simultanément  et  de  la  même  manière  aux 
diverses  colonnes  verticales,  n'ont  d'autre  effet  que  d'y  changer  res- 
pectivement les  termes  les  uns  dans  les  autres,  sans  les  transporter 
d'une  colonne  à  l'autre,  l'indifférence  nécessaire  de  forme  devra  se 
manifester  séparément  et  librement  dans  chacune  des  colonnes  men- 
tionnées; c'est-à-dire  que  chacune  d'elles  devra  représenter  une  fonction 
symétrique  des  racines. 

On  aura  donc  autant  d'invariants  distincts  qu'il  y  aura  de  pareilles 
fonctions  symétriques. 

Dans  la  recherche  du  terme  fondamental  de  chacune  de  ces  fonc- 
tions ,  il  ne  suffira  pas  que  la  permutation  de  deux  racines  quelconques 
ne  reproduise  pas  ce  terme  au  signe  près.  Il  faudra  de  plus  que  ce  signe 
ne  change  pas  quand  on  changera  le  signe  de  toutes  les  différences;  ce 
qui  veut  dire  que  le  nombre  des  exposants  impairs  devra  être  pair. 
Cette  condition  résulte  immédiatement  de  l'inspection  des  équations 
précédentes  qui  montrent  que  la  fonction  cherchée  doit  se  réduire  à 
la  même  fonction  des  racines  réciproques  quand  on  la  divise  par  la 
puissance  p  du  produit  des  racines.  C'est  ce  qui  découle  encore  du 

groupement  nécessaire  A  j      "  )  signalé  au  ^  II.  Bien  que  la  so- 

lution  du  problème  arithmétique  précédent  entraîne  généralement  dans 
des  longueurs  que  je  n'ai  pas  encore  trouvé  le  moyen  d'amoindrir,  on 
peut  en  déduire  néanmoins  certaines  conséquences  immédiates  rela- 
tivement a  l'existence  de  certains  invariants.  D'adleurs  les  w,,  stj,..., 
donnent  tout  de  suite  par  l'addition  de  leurs  puissances  i  i  des  inva- 
riants de  degré  ^i  (par  ra|)port  aux  coefficients)  pour  les  fonctions 
de  degré  quelconque  n.  Et  l'on  voit  aisément  que,  par  d'autres  com- 
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binaisons  de  ces  quantités,  ou,  ce  qui  est  aussi  simple,  par  des  grou- 
pements directs  des  racines,  on  peut  former  d'autres  types  pour  les 
invariants  du  degré  mentionné. 

Pour  reproduire  l'invariant  quadratique  qui  se  rapporte  aux  fonc- 
tions de  degré  pair,  il  suffit  évidemment  de  prendrede  deux  en  deux  les 

différences  des  racines.  Ee  produit  de  ces-  différences  donnera  par  son 

carré  le  terme  fondamental  de  la  fonction  symétrique  cherchée.  \  On 
peut  d'ailleurs  obtenir  ce  terme,  comme  cela  doit  toujours  être,  en 
combinant  les  25,,  sr,,...,  par  simple  multiplication  et  division.) 

Dans  le  cas  très-particidier  de  quatre  racines,  on  peut  former   le 
groupe 

{jc,  —  X.,)-  [JC^  —  .Xj,y  {x,  —  x„)  {x„  —  X,), 

qui  correspond  à  l'invariant  cubique  pour  la  fonction  du  quatrième 
degré.  Soit  actuellement  }i=^^i.  Si  l'on  jiartage  les  n  racines  en 
i  groupes  contenant  chacun  quatre  racines  distinctes,  le  produit 

[{x,  —  Xo)  (xs  —  j:,)]  '''  [{x,  —  x.j)  {x.,  —  X,,)] 


ou 


[{xj  -  x^)  {x^  —  x^)f'''  [(^5  —  jc,)  {x^  —  .r,)]" 
■2a  -h  ^  ~  la'  -h  ^'  =  p 


(les  a  étant  différents  de  zéro),  correspondra  à  un  invariant  de  degré 
quelconque  p  [un  excepté)  pour  les  fonctions  de  degré  4  '■  En  prenant 
les  diverses  solutions  de  l'équation 

a  a  -h  [i  —  p, 

et  affectant  un^  deux,  trois  des  groupes  dont  il  s'agit  d'une  même  so- 
lution ou  de  solutions  différentes  (en  se  bornant  bien  entendu  aux 
groupements  qu'on  ne  peut  pas  déduire  les  uns  des  autres  par  la 
simple  permutation  des  racines),  on  donnera  lieu  à  autant  d'invariants 
de  même  degré/?  se  rapportant  à  la  fonction  considérée  [*]. 

[*]  Pour  le  cas  de  n  :=  5  ,  p  =  i8  ,  il  m'a  semblé  qu'on  ne  pouvait  pas  satisfaire  aux 
conditions  de  partition  indiquées ,  sous  la  condition  d'avoir  un  nombre  pair  d'expo- 
Tome  XX.  —  Novemuke  i855.  4'^ 
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n  étant  quelconque,  si  on  le  suppose  partagé  en  h  parties  t»;lles, 
que 

;/,  +  n.,  +...  +«/,  =  //, 

et  qu'on  ait  formé  avec  les  n,  premières  lettres,  puis  a%'ec  les  tu  sui- 
vantes, etc.,  h  types  ou  produits  particuliers  pouvant  respectivement 
donner  lieu  à  des  invariants  d'un  même  degré  q  pour  les  fonctions  des 
degrés  «,,  n^,---,  "*;  en  multipliant  tous  ces  produits  entre  eux,  on 
obtiendia  évidemment  le  terme  caractéristique  d'une  fonction  symé- 
trique propre  à  représenter  des  invariants  du  même  degré  q  pour  la 
fonction  de  degré  «;  et  si,  pour  une  même  valeur  de  q,  les  types  par- 
ticuliers sont  susceptibles  de  plusieurs  formes  différentes,  il  en  naîtra 
généralement  pour  le  type  résultant  un  nombre  de  formes  égal  au  pro- 
duit des  nombres  des  formes  particulières. 

(In  comprend  que  je  ne  me  suis  pas  proposé  de  trouver  ici  com- 
bien, pour  une  valeur  donnée  de  n,  il  existe  d'invariants  d'un  même 
degré  p,  linéairement  indépendants,  j)as  plus  que  le  nombre  et  le 
degré  des  mvAv'xAnii,  fondamentaux ,  c'est-à-dire  des  invariants  par  les- 
quels on  peut  exprimer  rationnellement  tous  les  autres.  J'ai  eu,  comme 
on  voit,  principalement  en  vue  les  notions  primordiales  qui  président 
à  la  théorie  des  invariants. 

IV. 

J'ajouterai  quelques  mots  sur  les  invariants  qui  naissent,  des  substi- 
tutions orthogonales.  Ils  sont  déterminés  ici  par  l'équation  unique 


2 '■('''■-' S-''" 


■h 


<l"„-i 


=    O. 


Pour  les  rapporter  aux  variables  a,  x^,  x.,,...,  j'introduis  directement 
dans  la  fonction  \a)  du  précédent  paragraphe  la  substitution  ortho- 


sants  impairs.  Ce  qui  se  trou. erait  en  contradiction  avec  un  résultat  de  M.  Hermite, 
résultat  dont  le  manque  de  certains  détails  empêche  de  vérifier  la  complète  exactitude. 
Voir  la  Théorie  des  Fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées.  Cambridge  and  Dubliu, 
1854. 
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gonale 


jc  =^  oc  cos  £  — j  sin  £, 
j  ■=  X  s,m  i  +  J  cos  e, 

ce  qui  revient  à  changer 

dans 

,                         •       \       /                         ■      \           ,         siu  £  +  J,  cos  I 
a'  =  a  (cos  £  —  X,  sin  e)...  (cos  £  —  jc„  sin  £),     x .  = ; — i--- 

Donc,  en  observant  que 

V 

^'^'2  l     f         I  f  I     \  dx .  -  n 

j-^  =  -a  {x^  +  J7, +...+  J?„),     — '  =  i  +  j:  ?,..., 
l'invariabilité  de  forme  de  la  fonction  (p  sera  assurée  par  cette  équation 

('  +  -^'^  ^  +;••  +  ('  -^  •^").7;-„  =  ^-  ^^-  +  -^^  +  -  +  ^"^i' 

qui  est. satisfaite  en  prenant  pour  cp  une  fonction  arbitraire  des 

v=z  a^i-h  x^)...  (i  -h  x^), 


XhX, 


On  a  donc  en  particulier,  et  pour  une  valeur  quelconque  de  «,  l'in- 
variant quadratique  v  qu'on  peut  aisément  exprimer  par  les  coefficients 
de/.  Pour  obtenir  d'autres  invariants  entiers  et  rationnels,  on  peut, 
par  exemple,  former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  w^  ,.  Quant  aui 
invariants  simplement  rationnels,  leur  formation  s'aperçoit  d'elle-même. 
Si  l'on  considère  la  substitution  très-simple 

•3?=  -7.7»     J  =  ^x, 
son  introduction  dans  l'équation  (i),  §  II,  change  immédiatement 

45. 
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en 


«;,  =  a„f,    a,  =  -  «„-.  H<"-=>,...,     «L.  =  :^  «.  s"'"-^',    «'-  =  ±  «o^"", 
d'où  résulte,  en  prenant  2  j  =  n, 

(/;  ^  '  rfe 

Pour  que  9  échappe  à  l'influence  de  la  substitution  précédente,   on 
devra  donc  avoir,  en  ne  tenant  pas  compte  des  accents, 


I 

Cette  équation  s'intègre  immédiatement  et  reproduit  pour  n  =  5  un 
résultat  énoncé  par  M.  Hermite  dans  le  Mémoire  déjà  cité. 


Soient,  en  général, 


Ti  -h  I  variables  parfaitement  indépendantes,  etz',  z^,  z^,...,  z'„,  n  -hi 
autres  vaiiables  qui  leur  correspondent;  soit  enfin  e  un  paramètre  ou 
variable  tout  à  fait  arbitraire,  et  considérons  les  équations 

^  =  6  {z',  z;,...,z:,), 

(a)  /^  =  e,{z\z„...,z:.), 


g  =  Ô„(z',  z,,...,z'„), 


6,  ô, ,..,  5„  désignant  des  fonctions  données  de  z',  z, ,...,  z,. ,  et,  si  l'on 
veut,  des.  En  intégrant  ces  équations  et  remplaçant  les  n -h  i  con- 
stantes qui  s'introduisent  par  des  fonctions  quelconques  desz,  z,,  Zj,..., 
z„,  on  formera  un  système  de  «  +  i  équations  au  moyen  desquelles  il 
sera  permis  d'exprimer  les  z.  par  les  z,-,  et  vice  versa.  Je  désignerai  ce 
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système  d'équations  par  (b).  Suivant  la  nature  des  fonctions  6*, .  et 
aussi  suivant  la  nature  des  fonctioiis  de  z,  z,,---,  ^v,  par  lesquelles  on 
aura  remplacé  les  constantes  de  l'intégration,  les  expressions  des  z,  en 
z,  z,,...,  z„  et  £  fournies  par  le  système  (1))  et  conçues  développées 
suivant  les  puissances  de  s,  auront  des  formes  différentes  et  se  rédui- 
ront, pour  £  =  o,  à  de  certaines  fonctions  x,  x,,  k„,...,  •/„  de  z,  z,,.., 
z„.  (^ela  posé,  on  pourra  très-bien  se  deuîander  qu'une  fonction  y  des 
variables  z,  z,,...,  z„jouisse  de  la  propriété  de  se  réduire  à  ip  (x,  x,,...,z„) 
identiquement,  lorsque,  dans  ©  (s,  z,,...,  z^),  envient  à  remplacer 
z,  z, ,...,  z„  respectivement  par  les  expressions  de  z'  en  z,  z,,  z„,  s  dé- 
duites du  système  (b).  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
cette  circonstance  ait  lieu  étant  évidemment  qu'après  la  substitution 
on  ait 


do 


au  moyen  des  relations  (a),  on  écrira  sur-le-champ  l'équation  diffé- 
rentielle qui  assure  à  ç»  la  propriété  demandée.  Puis,  au  moyen  du  sys^ 
tème  (b),  où  s  jouera  le  rôle  de  paramètre  arbitraire,  on  substituera, 
dans  l'équation  différentielle  en  z'.  ,  les  variables  z,-  aux  variables  £■ , 
substitution  qui  se  fera  dans  bien  des  cas  p.ir  la  simple  suppression 
des  accents. 

Une  seconde  hypothèse  faite  sur  la  forme  des  fonctions  0,  et  sur  celles 
qu'on  substitue  aux  constantes  de  l'intégration  du  système  (a)  con- 
duira à  une  autre  équation  différentielle  qui  sera  l'expression  d'inie 
propriété  de  la  fonction  y  d'un  genre  analogue  au  précédent.  Autant 
on  fera  de  pareilles  hypothèses,  autant  on  aura  d'équations  aux  dif- 
férences partielles  que  la  fonction  ^  devra  vérifier  simultanément.  On 
voit  que  ceci  comprend  comme  cas  très-particulier  l'idée  première  de 
la  théorie  des  invariants,  considérée  au  point  de  vue  le  plus  général, 
théorie  dans  laquelle  les  substitutions  linéaires  qu'on  peut  partager  en 
substitutions  partielles,  à  paramètre  variable  unique,  sont  le  moyen 
intermédiaire  qui  permet  d'arriver  à  la  modification  des  coefficients, 
modification  qu'on  se  donne  d'ailleurs  d'avance,  et  qui  revient  à  con- 
sidérer immédiatement  le  système  (b)  pour  en  déduire  le  système  (a). 
Remarquons  qu'au  lieu  de  concevoir  les  expressions  des  z-,  en  z,  z,,.. .,  £ 
développées  suivant  les  puissances  de  £  en  prenant  pour  premier  terme 
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ce  que  4  devient  pour  e=  o,  on  peut  prendre  une  autre  valeur  ini- 
tiale répondant  à  s  =  A",  k  étant  une  quantité  fixe  et  déterminée.  Re- 
marquons aussi  que  lorsque,  après  avoir  formé  l'équation  différen- 
tielle en  Z;  ,  on  reviendra  aux  variables  z,  au  moyen  du  système  (b), 
c  pourra,  dans  certains  cas,  se  trouver  mêlé  et  en  évidence  dans  les 
divers  termes  de  l'équation  différentielle,  laquelle  alors  se  partagerait 
en  plusieurs  autres. 

On  peut  se  convaincre  aisément  que  toutes  les  équations  différen- 
tielles, considérées  dans  les  précédents  paragraphes,  peuvent  s'obtenir 
par  cette  méthode,  dont  on  peut  déduire,  par  des  hypothèses  conve- 
nables, certains  résidtats  présentant  quelque  intérêt. 
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KÉDK/iîON 
INTÉGRALE    MULTîPLi:, 

QUI  COMPREND  l'aRC  DE  CEUCLE   ET  LAIRE  DU  TRIANGLE   SPHERIQUE 
COMME  CAS  PARTICULIERS  ; 

Pau   m.  Loms   SCHLAEFLl, 

Piciresseur  à  l'Université  de  Berne. 


On  a  réduit  depuis  longtemps  l'intégrale  niulti|)le 

tU-  (ly  dz. . . ,     (.r-  +  j^--  +  3-  H-  . . .  <  I ), 


/' 


c'est-à-dire  l'intégrale  /  dxdydz...  prise  pour  toutes  les  valeurs 
positives  ou  négatives  de  .r,   y,  r,...   remplissant  la   condition 

M 

S 

à  l'exjjression  — r-  qui,  pour  n  =  2,  représente  l'aire  du  cercle, 

et,  pour  n  =  3,  le  volume  de  la  sphère  de  rayon  i.  Mais  si  l'on  de- 
mande que  l'intégrale  proposée  représente,  pour  «  =  2,  un  secteur 
de  cercle,  ou,  pour  7j  =  3,  une  pyramide  sphérique  triangulaire, 
il  faut  ajouter  encore  des  limites  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
à  toutes  les  variables,  comme  as  -t-  bj  +. . .  >  o;  et  l'on  a  besoin 
au  moins  de  n  inégalités  partielles,  si  l'on  veut  que  la  formule  pro- 
posée ne  se  réduise  pas  dès  le  premier  abord  à  un  nombre  moindre 
d'intégrations.  Lorsque,  au  contraire,  le  nombre  des  polynômes- 
limites  linéaires  surpasse  n,  on  peut  toujours  partager  l'intégrale  mul- 
tiple en  plusieurs  autres,  où  ce  nombre  est  précisément  n.  C'est  donc 
le  cas  de  n  limites  linéaires  qui   excite  surtout  notre  attention;    et 
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comme  il  ne  m'est  pas  connu  que  l'on  ait  déjà  traité  cette  intégrale  ainsi 
limitée,  j'en  signalerai  quelques  propriétés  remarquables  dans  ce 
Mémoire. 

Je  commence  par  un  aperçu  général  de  ces  propriétés. 

i".  Quant  au  nombre  des  intégrations  indispensables  à  exécuter, 

on  peut  le  ramener  a      ou  ;  suivant  que  le  nombre  n  est  pair  ou 

impair;  et  parmi  ces  intégrations,  la  première  revient  à  la  rectification 
du  cercle. 

■i".  Quant  au  nombre  des  (irguments  dont  dépend  la  valeur  de 
l'intégrale  définie,  on  comprend  d'abord  qu'il  n'est  yjas  égal  au  nombre 
jï'  des  coefficients  des  variables  dans  les  polynômes-limites,  mais  qu'il 
éprouve  une  forte  réduction  à  cause  des  transformations  linéaires 
qu'on  peut   faire  subir   aux  n  variables,    sans  changer  la  forme  de 

l'expression  x'--+-j?'^  + En  effet,  ce  nombre  est Mais  il  y 

a  plus  :  on  peut  partager  ia  fonction  générale  qui  équivaut  à  l'inté- 
grale proposée,  de  n  manières  différentes,  en  i.2.3...(/i  —  i)  fonc- 
tions particulières  du  même  genre,  dont  chacune  ne  compte  que 
Il  —  I   arguments  indépendants., 

3°.  Pour  chaque  valeur  tle  n  plus  grande  que  a,  il  y  a  un  nombre 
déterminé  de  cas  où  l'intégrale  limitée  par  des  polynômes  linéaires 
a   un   rapport    rationnel   avec    l'intégrale    totale    de    même   espèce, 

7Z 

t 

C'est  dans  ces  cas  que  rentre,  pour  «  =  3,  la  question  des 


n^-M 


polyèdres  réguliers,  puisqu'elle  fournit  le  moyen  de  partager  la  sphère 
(ou  son  septuple)  en  parties  superposables.  Pour  «  =:  4  on  trouvera 
plus  bas,  entre  autres,  un  exemple  où  l'intégrale  totale 

I    i  f   f  flw  dx  (Ij  dz,     {oc^  +  j"^  -\-  r^  +  w"  <_  i  ) . 

est  partagée  en  i44oo  intégrales  partielles,  séparées  par  des  limites  li- 
néaires et  homogènes,  et  superposables  au  moyen  de  substitutions  de 
la  même  forme. 
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§  I- 
Arguments  primitifs  et  dérivés  d'un  plngioschème  sphérique. 

Soient  p,,  p„,  ...,  p„  des  polynômes  linéaires  et  homogènes  par  rap- 
port aux  n  variables  x,  j,  ...,  que  je  suppose  tous  indépendants  entre 
eux;  et  soit  proposée  l'intégrale 

Pr=     /      dxdj  ...^ 

^x^^  r^+  ...  <i^     p,>o,     p,>o,  ...  p,>o); 
elle  est  liée  par  la  relation  P  =  is  à  cette  autre, 


=  /' 


dy  dz 


X 

,.2     ,       -.2,-2. 


(Jr'='+ J'4-Z'+...  =  I,      p,>o,      p.,  >(},....      p„>o), 

ainsi  que  la  pyramide  sphérique  est  le  tiers  du  triangle  qui  lui  sert  de 
base,  le  rayon  étant  i . 

Ayant  besoin,  dans  la  suite,  d'une  distinction  analogue  à  celle  des 
triangles  obliquangle  et  rectangle,  je  nomme  S ,  généralement,  pla- 
g;oJcAè/ne^/;/?e77(^iie  d'ordre  «(car  il  faut  considérer  n  variables,  ou  « 
dimensions,  l'intégrale  étaiit  toutefois  d'ordre  ii — i  seulement),  et 
pour  un  de  ces  cas  particuliers  je  me  réserve  le  nom  d'orthoschème  ; 
enfin  j'emploierai  le  nom  de  poljschème ,  quand  le  nombre  des  limites 
linéaires  surpasse /z.  La  fonction  primordiale  P  pourrait  s'appeler  (la 
plus  simple)  pjram,ide  sphérique  d'ordre  n. 

Il  est  indifférent  par  quel  facteur /;oi^/<// on  multiplie  chaque  poly- 
nôme-limite ;  disposons-en  donc  partout  de  manière  que  la  somme  des 
carrés  de  tous  les  coefficients  soit  égale  à  i  .  Cela  fait,  je  pose 

p,  =  a^x  -\-  bf  j  +  ...,     p^^=  a.;.x  -\-  h^j-i-..., 
fl,  a,  +  ^,  ^2  +  •••  =  —  cos(i  2),  etc. 

Ces  sommes  de  produits,  au  nombre  de  ,    ne   changeront  pas 

de  valeur,  quelles  que  soient  les  substitutions  linéaires  et  homogènes, 

Tome  XX.  —  Novehdre  i8ï5.  4" 
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par  lesquelles  on  transforme  les  variables,  pourvu  qu'elles  n'altèrent 

pas  la  forme  (le  l'expression  x--i-j^-^ Or,  grâce  aux  substitutions 

permises,  le  nombre  des  constantes  essentielles  à  la  formule  intégrale 

se  rédiiir  aussi  à  — '■■  On  est  donc   le  maître  de  les  égaler  à  ces 

2  ~ 

sommes  de  produits.  Cependant,  l'emploi  des  notations  trigonomé- 
triques  nous  étant  très-commode  pour  la  suite,  j'introduirai,  au  lieu 
des  sommes  de  produits,  les  angles  dont  elles  sont  les  cosinus  négatifs  ; 
et,  tout  en  regardant  ces  angles  comme  les  variables  indépendantes  de 
la  fonction  S,  je  ne  les  nommerai  jamais  variables,  mais  arguments ^ 
afin  de  les  distinguer  des  variables  explicites  x,  J",---,  dont  il  ne  reste 
plus  de  traces  après  les  intégrations.  Je  me  permettrai,  en  outre,  de 
dire  en  bref:  tel  et  tel  argument  esl  compris  e?itre  les  deux  polynômes- 
limites  qui  s'y  rapportent.  Il  est  bon  d'observer  que  toutes  les  fois 
qu'un  argument  est  nul,  les  deux  polynômes  respectifs  seront  identi- 
quement opposés,  et  que,  par  suite,  la  fonction  S  s'annulera. 

(Je  nomme  orthogonale  chaque  transformation  des  variables  qui 
laisse  l'expression  jc'^  -h  j^  -h  z'  -h . . .  telle  qu'elle  est.  Deux  polynômes- 
limites  seront  dits  orthogonaux  l'im  à  l'autre,  quand  l'argument  com- 
pris entre  eux  est 

On  peut  toujours  transformer  orthogonalement  les  n  variables,  en 
sorte  que  les  m  polynômes^,,  p^,  /'s,-.,  /',„ne  contiennent  pas  pi  us  de  m 
des  nouvelles  variables.  Cela  fait,  après  avoir  effacé  ces  m  variables 
dans  les  autres  polynômes,  je  désigne  par  S  (  [a3...  m)  le  plagioschème 
d'ordre  n  —  m^  formé  par  les  limites  p,„+{  >  o,  pm+i  >  Ovi  Pn'>  ^ 
[ou  bien  p,„+,  {\-i'i...m)  >o,...,  si  l'on  veut  indiquer  que  ces  n  —  m 
nouveaux  polynômes-limites  sont  actuellement  orthogonaux  aux  m 
anciens  /;,,  /Jo,--.  Pm\\  et  afi"  d'exprimer  son  rapport  avec  le  plagio- 
schème primitif  S,  je  l'appellerai  un  de  ses  périschèmes  d'ordre 
n  —  ni  ou  du  m'""'"  rang.  (Ainsi  les  périschèmes  du  premier  rang 
d'un  triangle  sphérique  en  seraient  les  côtés,  et  ceux  du  second  les 

sommets.)  Puis,  je  désigne  les  ^  [n  —  m)  [n  —  m  —  i)  arguments  de  ce 

périschème  par  [i23...m,  (m  +  i)  (/«  +  2  )  J,...,  et  les  nomme  ar- 
guments dérivés  j?/'^"'"  du  plagioschème  S.  Chaque  périschème  d'or- 
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dre  2  a  un  seul  argument  et  se  confond,  par  suite,  avec  celui-ci;  je 
distingue  donc  les  arguments  dérivés  de  r;ing  n  —  7.  par  le  nom  de 
côtes  du  plagioschénie  S.  Voici  vuie  proposition  qui  s'y  rapj)orte  : 

Les  mêmes  équations  qui  expriment  les  côtés  en  fonctiou  des  argu- 
ments, subsisteront  encore  lorsque  l'on  aura  remi)lacé  les  côtés  par 
les  siipj)léments  des  arguments,  et  les  arguments  par  les  suppléments 
des  côtés. 

Les  trois  arguments  dérivés  du  premier  rang  (i,  23),  (2,  i3),  (3,  12) 
dépendent' tellement  des  trois  argiunents  primitifs  (23),  (i3),  (12),  que 
l'on  peut  prendre  les  premiers  pour  les  côtés  d'un  triangle  sphérique 
dont  les  derniers  sont  les  angles.  On  trouvera,  par  conséquent,  fous 
les  arguments  du  périschème  S  (i),  au  moyen  de  la  formule 

cos(7,.A-)="''<'^^  +  '^°'^"^""'''^'^ 


sin  (  I  /  )  sin  (  i  /-  )  ' 

puis  ou  aura  des  formules  semblables  pour  les  arguments  du  péri- 
schèmeS(i2)  en  fonction  de  ceux  du  périschème  S(i);  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  aux  côtés  du  plagioschéme  S. 

Il  va  sans  dire  que  les  expressions  immédiates  de  cos^(i2  . .  .  m,  ik) 
et  sin'(i23  . . .  m,  ik)  sont  des  fractions  rationnelles,  dont  le  dénomi- 
nateur commun  est  le  produit  de  deux  déterminants  à  m  -+-  1  rangs, 
tandis  que  le  numérateur  de  la  première  est  le  carré  d'un  déterminant 
à  /«  +  I  rangs,  et  celui  de  la  seconde  le  produit  d'un  déterminant 
à  m  rangs  et  d'un  autre  k  m -h  1  rangs.  Tous  ces  déterminants  sont 
formés  de  cosinus  d'arguments  primitifs,  et  d'unités. 

§"• 

Théorème  fondamental  sur  les  plagioschèmes  sphériaues. 

«  La  fonction  dérivée  du  plagioschéme  S,  relative  à  l'un  quelconque 
»  de  ses  arguments,  est  la  [n  —  2)"^'"*  partie  du  périschème  (de  rang  2), 
«  provenant  de  la  suppression  des  deux  polynômes-limites,  entre  les- 
»  quels  cet  argument  est  compris.  » 

Pour  le  dire  plus  proprement,  cette  suppression  concerne  les  deux 

46.. 
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nouvelles  variables  qui,  après  une  transformation  convenable,  figurent 
seules  dans  les  deux  polynômes  mentionnés  tout  à  l'heure. 

Donc  la  différentielle  complète  du  plagioschème  S  s'exprime  par  cette 
formule  : 

_^  j  S(i^).r/(i2)  + S(i3).<f(i3)  +  ...  I 

""^   (  +S[[n-i)n].d[{n-i)H]  i 

Lors  de  l'intégration  du  second  membre,  on  peut  supposer  constants 
tous  les  arguments  moins  un,  et  commencer  avec  une  telle  valeur  de 
celui-ci,  qu'elle  anéantisse  tous  les  côtés  du  plagioschème,  et  établisse, 
par  conséquent,  une  dépendance  entre  les  polYnômes-limites. 

Pour  ?i  =  2,  on  a  S  =  (12),  c'est-à-dire  que  l'arc  de  cercle  de  rayon  j 
est  identique  avec  son  argument;  et,  pour  n  =  3,  on  a 

dS  =d {i^)  +  (i [i3)  -h  d {i3). 

Dans  ces  deux  cas,  l'emploi  de  l'argument,  au  lieu  de  son  cosinus, 
doit  être  compté  pour  une  intégration.  Il  suit  donc  du  présent  théo- 
rème, que  l'évaluation  de  S  exige  seulement  -  ou  — —  intégrations 

successives,  suivant  que  l'ordre  n  est  pair  ou  impair. 

Ainsi  que  l'angle  droit  sert  de  mesure  naturelle  aux  autres  angles, 
et  le  triangle  trirectangle  aux  autres  triaugles  sphériques,  de  même  le 

plagioschème  qui  a  tous  les  arguments  égaux  à  -;  sert  de  mesure  ua- 

n 
I  TT^ 

turelleaux  autres  plagioschèmes;  sa  valeur  est—,  — Â«\"  '  ^^  ^^^^^  ^^^ 

n 

la  pyramide  correspondante -, r--  Conduit  par  cette  réflexion, 

et  voulant  débarrasser  les  formules  ultérieures  des  fonctions  T,  j'in- 
troduis une  nouvelleyoraci/on  sphérique  f^  définie  par  l'équation 

n  n 

S=— -^/    ou      P=-         "\  / 

2"-'         I  n\  -^  1"        I  n  \    -' 
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Elle  sera  dite  comprise  entre  les  j)olynôines  p,,  p.,  .  .  .,p„;  et,  quand 
il  en  sera  besoin,  Je  la  désignerai  par /(/>,,  p^,  .  .  .,/>„),  ou  plus  sim- 
plement par /(laS ...  n).  En  employant  cette  notation,  on  a,  par 
exemple, 

i^)  /  [Pi,  Pi,  P:,,-  ■  -,  P»)  +/{-  p,,  Pi,  p„.  ■  ■.Pn)  =  'ifiPi,P3,--,pnh 

où,  dans  le  second  membre,  je  suppose  qu'une  transformation  ortho- 
gonale a  précédé,  en  vertu  de  laquelle  les  polynômes  p^,  p^,.  .  .,p„  ne 
contiennent  plus  quen  — i  nouvelles  variables.  L'arc  de  cercle,  me- 
suré par  le  quadrant,  s'exprime  par 

/(■-)  =  ;  (12), 
le  triangle  sphérique,  mesuré  par  le  triangle  trirectangle,  par 

y(.23)=/(i2)+/(i3)+/(.^)-.. 

A  l'occasion  de  la  dernière  formule,  il  convient  de  remarquer  que 
l'on  a  pareillement 

/(12345)  =/(2345)  +  ...  -  a  {/(12)  +  ...  I  +  ,6, 

formule  que  l'on  verra  généralisée  au  paragraphe  suivant.  ' 

L'équation  différentielle  fondamentale  devient 

df{iï5  ...n)  =f{T^,  34. .  .  n).c/(i2)  +  .... 

Lorsque  chacun  des  polynômes  p,,  p^, . .  .,p,„  est  orthogonal  à  cha- 
cun des  autres  /?„+,,  Pm+2, .  .  -,  p„,  on  a 

{b)       /(i23...«)=/(i23.../«)./[(m+i)(7W  +  2)...«]; 

et  quand  p,  seul  est  orthogonal  à  tous  les  autres  polynômes,  on  a 

{c)  f{ii?>...n)=J\^-5...n). 

§  IIL 
Rédaction  des  ptagioschèines  d'ordre  impair  à  ceux  d'ordre  pair. 
Les  nombres  entiers  «oi  '^n  «a?  ■  •  •  étant  définis  par  le  développe- 
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ment 


{d)  tangX  =  21  «<  -r^^ 


'■+t 


on  a  le  théorème  suivant. 

Marquons  l'ordre  d'une  fonction  sphérique  par  un  indice  placé  au 
bas  de  la  lettrey;  de  la  sorte  soityj,,^,  la  fonction  comprise  entre  les 

polynômes  p,,  p^,  ■  ■  ■  p2n+<  ^t  ^^f^m  ^^  somme  de  tontes  les  fonctions 

comprises  chacune  entre  j.m  de  ces  mêmes  polynômes  (sons-entendu 

quc/o  =  I ,  ]^  /o  =  i)  ;  alors  on  a 

1  =  0 

(  Le  nombre  entier  a,  est  pot^itif  et  divisible  par  2'.  ) 

Lorsque  l'on  suppose  qu'un  des  polynômes-limites  est  orthogonal  à 
tous  les  autres,  on  est  conduit  à  la  formule 


in 


qui  exprime  une  des  nombreuses  relations  connues  entre  les  nombres 
de  Bernoulli. 

§  IV. 
Partager  le  plagioschème  en  orthoschèmes. 

Si  l'on  peut  ranger  les  polynômes-limites  p,,  P2,  ■  ■  -,  Pn  en  sorte 
que  chacun  soit  orthogonal  à  fous  les  autres,  sauf  celui  qui  le  précède 
ou  le  suit  immédiatement;  si  donc,  l'ordre  actuel  étant  d'accord  avec 
l'hypothèse,  les  ^z  —  1  arguments  (12),  (aS),  (34),  .-•[(«  —  i)n]  seuls, 
dont  chacun   est  compris  entre   deux  polynômes  consécutifs,  restent 

quelconques,  tandis  que  tous  les  autres  arguments  sont  égaux  à  - , 

je  nomme  l'intégrale  S  un  orthoschème,  et,  en  parlant  de  ses  argu- 
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monts,  je  n'entends  ^110  les  n  —  1  premiers.  Il  est  clair  qu'on  peut 
renverser  l'ordre  des  polynômes,  mais  non  pas  le  changer  autrement. 

C'est  anssi  définir  l'orthoschème  que  d'admettre  une  transformation 
orthogonale  des  variables,  telle  que/j,  coïncide  avec  la  première  des 
nouvelles  variables,  que  p.,  n'en  contienne  que  la  première  et  la 
deuxième,  />;,  la  deuxième  et  la  troisième,  p^  la  troisième  et  la  qua- 
trième, et  ainsi  de  suite,  et  qu'enfin  p„  ne  contienne  que  les  deux  der- 
nières variables.  Au  surplus,  cette  chaîne  de  variables  s'attache  à 
l'ordre  des  polynômes-limites;  pour  l'ordre  inverse  elle  change  tout 
à  fait. 

Une  autre  propriété  de  l'orthoschème  consiste  en  ce  que  tous  ses 
périschèmes  sont  des  orthoschèmes  inférieurs,  et  que  les  polynômes- 
limites  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  suivent,  abstraction  faite  de 
lacunes,  le  même  ordre  que  ceux  primitifs  correspondants.  Voici  les 
formides  qui  servent  à  calculer  les  arguments  dérivés  : 

r —    ,  .  ,  ,-]        cos[(m  —  2)(ot  —  i)] 

•-      '  *  '  ^  '■'  ■im[[m  —  i)  m\ 

cosi  7»,  (m  +  \](m  +  'i.)\= K'  r     ,      — -TT-^^ 

■-      ^  ^  -•  sin  [  w  (  m  -H  r)  ] 

cos[m,(/«  —  \){n!  +  i)]  =  cot[(m  —  i)m]  cot  [m  [m  -f-  i)]; 
loin  de  la  lacune,  quand  /  <  /«  —  2   ou   >  m  +  i,   on  a  simplement 

[m,  i[i+  j)  j  =  [/('+  >)]• 

Bien  que  ces  formules  ne  fournissent  immédiatement  que  les  arguments 
du  périschème  S(w),  c'est-à-dire  les  premiers  arguments  dérivés,  on 
n'a  pourtant  qu'à  continuer  de  la  manière  indiquée,  pour  obtenir  en- 
core ceux  des  rangs  suivants. 

Après  ces  préparatifs  nous  sommes  à  même  de  partager  le  plagio- 
schème  S  en  orthoschèmes.  Concevons  une  solution  quelconque  A  de 
l'équation 

■r^  +j-  +  ...  =  !, 

et  désignons  par  fl(i),  a[i),  n(3),...,  <z( h)  les  valeurs  correspon- 
dantes des  polynômes-limites;   alors,   au   moyen  des  équations  suc- 
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cessives 

/-         \  «(l)cos(lCT)4-a(w)  Tm—   o    ^    /■  7,1 

/—        N         a(i,3)cos(i,2m)  +a{i,m)  r ,»  — '^    /.  »1 

a{i-2,iii)= — ^ r '  [m  =  i,li,  ..  .fi\ 

sin  (^  1 ,  2  m  ) 

/ — TT       \        <ï(i2,  3)cos(  12,  3m)  +  a(i2,m)         .  ^  -, 

rt(i23,  m)  =    ^        ^ — :  '  i ,     [7rt  =  4,  5,.../î|.... 

sin  (i2,  i»j  j 

a  [i  2  ...  (h  —  i),  n] 
_  a[i2..  ■(«  —  2),  /?  —  i]cos[i2.  .  .(n  —  2),{n~i)n\  +  a[ii.    .(/;  —  2),  w] 
sin[  laS.  .  .(n  —  2),  («  —  i)  « J 

rt(i^  r,  "(iiS)  „  «(12,3) 

«[1,2)  a(,i2,  3j  «(^123,4; 

,  «     123     ..(«  2'),/!  —  I 

tangp„_, r     „       ,  --y-' 

«[123. . .(«  —  1),  «J 

on  obtiendra 

cosp,,  sin/3,cosp2,   sin/SaCos/Bj,   sin/Bj  cos/S^,  . . .,   sinp„_2  cos/3„_,, 

comme  cosinus  des  arguments  de  l'orthoschème  correspondant  à  la 
permutation  i23  .  .  .  «.  En  traitant  de  la  sorte  chaque  permutation,  on 
obtiendra  un  ensemble  de  1.2  .3  .  .  .  {n  —  i).n  orlhoschèmes,  qui 
remplit  le  plagioschème  donné  S.  H  se  partage  en  n  groupes,  dont 
chacun  compose  un  plagioschème  qui  a  la  solution  A  pour  sommet  et 
un  des  périschèmes  S(r),  8(2),  S(3),...,  S{n)  pour  base  ;  on  verra 
donc  sans  peine  que  ,  si  la  solution  A  coïncide  avec  le  sommet 
(p.,  =  o,  «3  —  o^ .  . .,  Pn=^  o)  du  plagioschème  entier  S,  il  ne  restera 
que  le  premier  groupe  ayant  S(i)  pour  base,  et  que  tous  les  autres 
s'anéantiront.  -Dans  ce  cas,  on  aura  partagé  S  en  1 .  2  .  3  .  .  .  («  —  i) 
orthoschèmes,  et  c'est  évidemment  le  plus  petit  nombre  possible  de 
parties  ;  au  reste,  il  est  visible  que  cette  dissection  ne  peut  être  effec- 
tuée que  de  Ji  manières  différentes. 

Puisque  la  connaissance  des   n  —  i    arguments  de  chaque   ortho- 

schème  doit  suffire  pour  calculer  sa  valeur  au  moyen  de  -  on 


2  2 
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intégrations  successives,  le  but  que  je  m'étais  proposédans  ce  paragraphe 
serait  maintenant  atteint.  Mais,  afin  de  rendre  plus  familières  les 
idtvs  qui  s'attachent  à  notre  objet,  je  vais  encore  ajouter  quelques  re- 
marques. 

L'expression  a{i2.'5  . .  .  i,  m)  ne  change  pas,  quelque  soit  l'ordre 
des  chiffres  sous  le  trait.  Lorsque  les  variables  qu'elle  contient  ne  sont 
plus  attachées  à  la  solution  A,  mais  libres,  je  désigne  par  p{i'î'5  . . .  i,  m) 
ia  même  expression  dans  ce  nouveau  sens. 

La  totalité  des  solutions  qui  font  évanouir  ce  polynôme  p{i.i...i,  m) , 
contient  (ou  passe  par)  le  périschème  S(i23. . .  im),  et  est  orthogonal 
aux  périschèmes  S(i),  Sy-i),...,  S{i). 

A  l'aide  de  ces  nouveaux  polynômes  l'équation 


■r 


se  change  en 


/'(')'+/'(>,  2)' H- p (12,  3)'+/? (123, 4)' 


+  /)     I2...(«  —    l),«"  =  0. 

Les  arguments  de  l'ortoschème  O  considéré  plus  haut  font  connaître 
sa  forme  et,  par  suite,  sa  valeiu",  mais  non  pas  sa  position  comme  partie 
du  plagioschème  entier  S;  pour  cela,  il  faut  avoir  les  polynômes- 
lunites  q,,  q^,  q^,  . . .,  q„  de  O  en  fonction  des  variables  primitives.  En 
voici  les  expressions  : 

rt(l)/j(2)  —  «(2)/>(l)  «(l,2)/j(l,3)— «(l,3)/j(l,  2) 

sin(i2)Va(i)'-+-a(i,  2j^  sin(  i,  23)  V«(i,  2)^  +  n  (12,  3)^ 

a[l2...im—2.),m—i]p[i2....[ni  —  2),m\—a[i2.:.(m~2.),m]p[i2...{m~2),m  —  i] 
sin[  i2...(/«  —  a),  (m  —  i)m]\  a[i2...(m  —  2),m  —  i]'  +a[j2...{//.  -  i),  m]' 

Si  l'on  ne  tient  pas  à  la  condition  que  la  somme  des  carrés  des 
coefficients  soit  égale  à  i,  on  peut  remplacer  l'équation 
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par  celle-ci  : 

-  cos(n).  —  cos(;2).  .  .     —  cos[i{m  —  ■>.)].  n(i).  p{i) 
[/  =  I,  2,  3,  ...  m  —  I,  m] 


=  o. 


Ici  If  premier  niernlire  représente  un  déterminant,  formé  par  m  lignes 
horizontales,  ilont  chacnne  contient  autant  d'éléments;  il  va  sans  dire 
que  —  cos(«)  =  1 .  Pour  abréger,  je  n'ai  écrit  que  la  /'""*  ligne.  Cette 
forme  de  l'équation  (y,„  =  o  fait  d'abord  voir  que  la  totalité  de  ses  so- 
lutions contient  la  solution  A  (excepté  m  =  i)  et  tout  le  périschème 
S(i93 .  .  .  /Ai);  en  second  lieu,  après  une  transformation  convenable, 
que  le  polynôme  (j,„  est  orthogonal  à  tout  polynôme  de  la  forme 

rx,pt  -h  a,p2-i-  ■  ■■  -+-  a,„_.,  /?,„_.,, 

ou  c<i,  et.,,  . .  .,  a,„_2  désignent  des  constantes  arbitraires;  enfin,  que  la 
permutation  des  indices  i,  2,  3,  ...  m  —  2  n'influe  aucunement  sur 
le  polynôme  (jr,„.  Je  laisse  au  lecteur  de  pousser  ces  observations  jus- 
qu'aux dernières  conséquences  que  je  ue  saurais  énoncer  sans  circon- 
iocutions;  mais  il  parviendra  ainsi  assurément  à  s'imaginer  la  dissec- 
tion du  plagioscfième  S  en  orthoschèmes,  avec  la  même  clarté  qu'un 
objet  de  la  géométrie. 

§  V. 
Réduction  des  orthoschèmes  iV ordre  impair  à  ceux  d^ ordre  pair. 

La  proposition  dont  il  s'agit  ici  doiuie  lieu  à  luie  observation 
préalable. 

S\  J\i-2^  .  . .  n)  est  une  fonction  orthoschématique,  les  chiffres  se 
rapportant  aux  polynômes-limites,  et  que  l'on  ôte  quelques-uns  de  ces 
polynômes,  en  sorte  que  leur  ordre  significatif  soit  interrompu  çà  et  là 
par  des  lacunes,  les  polynômes  de  chaque  suite  continue  seront 
orthogonaux  à  tous  ceux  hors  de  cette  suite,  et,  pour  cette  raison,  la 
fonction  dont  il  s'agit  viendra  à  se  décomposer  en  autant  de  facteurs 
orthoschématiques  qu'il  y  a  de  suites  continues  entre  les  lacunes. 
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Par  exemple,  si  /  h-  1  <  ///  <  n,  on  a 

f  [ii3...  im{m  -\-  i)...7i\=J  ii2?>...i).J  \m[m-\-  ï)...n\. 

Proposition.  Soit  j-,„+f  une  fonction  orlhoschématique  d'ordre  im- 
pair, limitée  par  une  suite  totale  de  a/z  +  i  polynômes;  que  l'on  en 
ôte  2  /  -I-  I  polynômes  de  toutes  les  manières  possibles,  pourvu  que 
chaque  suite  continue  entre  deux  lacunes  contienne  un  nombre  pair 
de  polynômes,  et  qu'on  désigne  ensuite  la  somme  de  toutes  les  fonc- 
tions  correspondanles  auxdites  combinaisons   de  polynômes- limites 

par  2 /an-.!  i'    C^s  termes  de   cette    somme    seront   partie  fonctions 

uniques,  partie  produits  de  fonctions,  suivant  que  la  suite  respective 
des  polynômes  sera  continue  ou  interrompue  ])ar  des  lacunes);  alors 
la  réduction  prédite  s'effectuera  à  l'aide  de  cette  formule 

,  1=0 

Si  peut-être  l'énoncé  de  la  proposition  n'est  pas  encore  assez  clair, 
ces  quelques  exemples  y  suppléeront  : 

/(i23)=/(.3)+/(.2)-,, 
/(ia345)  =/(2345) +/(.2)/(45) +/(>234) 

-  1/(45)  +/(34)  +/(23)  +/(i2)  !  +  ., 
/(ia34567)=/(234567)+/(>2)/(4567) 
+/(i.34)/(67)+/(..3456) 

j  /(4567)  +/(34)/(67)  +/(3456)  +/(.3)/(67)  , 
+  +/(23  7(56)  +/(2345)  +/(,2)/(67) 

(  +/(ï2)y(56)+/(.2)/(45)+/(i234)    ) 

+  u  1/(67)  +/(36)  +7(45)  +/(34)  +/(.3)  +/(, 2)  !  -  X 

§  VI. 
Périodes  d'orthoschèmes. 

Dans  l'expression  dey2„+,  que  nous  venons  de  connaître,  les  fonc- 

47-- 
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tions  les  plus  élevées  se  trouvent  seulement  au  nombre  de  deux;  car, 
en  replaçant  les  chiffres  affectés  aux  polynômes-limites,  on  a 

/[i23.  .  .  {2n){in  +  t)]=_/[234  . . .  [in)  (■2n  +3)]  -4-/[c^3.  .  .  (aw)] 

+  une  expression   entière  en  fonctions  infé- 
rieures. 

Or,  si  l'on  assujettit  les  t.ji  arguments  donnés  à  la  condition  que, 
dans  le  premier  membre,  la  fonction  d'ordre  impair  soit  nulle,  la 
somme  des  deux  fonctions  orthoschématiques  d'ordre  2  tz  deviendra 
égale  à  une  fonction  rationnelle  et  entière  d'orthoschèmes  inférieurs, 
dont  tous  sont  aussi  d'ordre  pair.  Je  .suppose  que  Ton  continue  la  suite 
des  arguments,  en  se  servant  toujours  de  la  même  condition,  pour 
trouver,  chaque  fois,  le  dernier  de  in  arguments  successifs;  mais  en 
procédant  de  la  sorte,  on  s'apercevra  bientôt  que  la  série  des  argu- 
ments devient  périodique;  car  après  le  (27/  +  2)'"""  argument  repa- 
raîtra le  premier,  puis  le  second,  et  ainsi  de  suite.  De  plus,  comme 
chaque  équation  de  condition  entre  -in  arguments  successifs  entraîne 
une  équation  qui  exprime  la  somme  de  deux  fonctions  orfhoschéma- 
tiques  d'ordre  2«,  il  en  résultera  une  série  périodique  d'orthoschèmes 
douée  de  cette  propriété  :  «  Quels  que  soient  les  deux  orthoschèmes 
qu'on  relire  de  la  série,  on  saura  toujours  en  exprimer  ou  la  somme 
ou  la  différence,  suivant  le  nombre  pair  ou  impair  des  termes  inter- 
ceptés. »  Si  c'était  la  somme,  et  que  ces  deux  termes  fussent  égaux 
entre  eux,  on  aurait  réussi  à  représenter  un  orthoschème  d'ordre  211 
comme  fonction  rationnelle  et  entière  d'orthoschèmes  d'ordres  pairs  el 
inférieurs. 

Afin  d'amener  l'égalité  de  deux  orthoschèmes  de  la  période,  je  choisis 
le  moyen  le  plus  facile,  la  superposition;  car  autrement  on  s'enga- 
gerait dans  des  difficultés  rebutantes.  Je  suppose  donc  les  arguments 
de  l'un  des  deux  orthoschèmes  respectivement  égaux  à  ceux  de  l'autre. 
Or  il  y  a  deux  cas  :  égalité  suivant  l'ordre  direct  ou  suivant  l'inverse. 

I.  Quant  au  premier  cas,  il  est  d'abord  évident  que  les  2/1-1-2  ar- 
guments de  la  période  doivent  former  un  nombre  entier  de  groupes 
directement  égaux;  en  second  lieu,  puisque  c'est  la  somme  des  deux 
orthoschèmes  égaux  que  l'on  veut  avoir,  mais  non  la  différence,  il 
faut  que  le  groupe  comprenne  un  nombre  impair  d'arguments;  donc 
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la  période  contiendra  un  nombre  pair  de  groupes;  et,  partant,  tous 
les  cas  possibles  rentrent  dans  celui  où  ce  nombre  est  deux ,  en 
sorte  que  le  grou|)e  contient  11  +  i  arguments.  Il  faut  donc  encore 
que  «soit  pair,  c'est-à-dire,  que  l'ordre  des  orthoschèmes  en  question 
soit  divisible  par  4,  pour  que  ce  premier  cas  puisse  avoir  lieu.  .Te  vais 
maintenant  lexaininer  en  détail. 

Que  la  période  des  2^4-2  arguments  soit 

a,  /5,  7,..  .,  £,  r,  ï3,  Ô,  a.  /5,  7, ...  ,  £,  Ç,  r).  6. 

Chacun  des  trois  derniers,  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  doit  être 
la  même  fonction  donnée  des  in  —  1  arginnents  qui  le  précèdent.  Il 
paraît  donc  y  avoir  trois  équations  de  condition.  Mais  toutes  les  trois 
reviennent  à  une  seide  que  voici  : 

acosa  cos/3  C0S7.    .  cos/5  cosô 

I        .  —  cosa..       o       .       o        o       .       o       .  —  cosô    1 

—  cos  a .        I        .  —  cos  |3 .       o        o       .       o       .       o        i 

o        .  — cosj3.        I        .  —  C0S7 0.0.0        I 

o        .       o       .       o       .       o       —  cosÇ.        I       .  —  cos/j  j 

—  cos  9.  o  o  o  o  .  —  COS/7  .  I 

La  forme  même  de  cette  équation  fait  voir  que  celle-ci  ue  change  pas, 
lorsqu'on  remplace  la  suite  a^y .  ..r}d  par  §"/■■■  rida-  D'ailleurs,  les  n 
arguments  a,  /3,  7. .  .Ç,  vj  étant  donnés  arbitrairement,  on  trouvera  le 
(^n  +  x)'"""" 6 ,  en  employant  mie  sorte  de  séries  récurrentes,  dont  la 
loi  est  expliquée  par  les  fractions  continues  que  voici  : 

A(a,  6,.  ..,;;,  y,  )  _  ,  _         cos' g 

A(p,    ..■C,,-i)'  ^  cos'  fi 

cos'  7 
I 


cos'Ç 


=   O. 
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el 


4(p,7,.  . 

■,Ç) 

=^  I  — 

cos'» 

A((î,7,.. 

cos'i; 

cos's 

1— . 

cos'7 

OH  a  ensuite 


A(P,7.--,',C) 


c'est-à-dire,  égal  au  produit  des  deux  fractions  continues.  Si  cette 
équation  unique  {f)  sera  remplie,  et  que  l'ordre  2«  soit  divisible 
par  4i  la  fonction  orthoschèmeyo„(aP'/.  .  .sÇyjôaPy.  .  e)  s'exprimera 
d'une  manière  rationnelle  et  entière  par  des  fonctions  d'ordres  pairs 
et  inférieurs.  (Ici  comme  dans  ce  qui  va  suivre,  je  désigne  l'ortho- 
schème  à  l'aide  de  ses  arguments  sans  séparer  ceux-ci  par  des  virgules. 
S'il  en  sera  besoin,  je  marquerai  l'ordre  par  un  indice  au  bas  de  la 
lettre/) 

Voici  quelques  exemples  : 

Dans  l'ordre  4»  i'  fout  trois  arguments  a,  p,  y,  assujettis  à  vérifier 
l'équation 

(g)  cos* a  -+-  cos^ |3  +  cos^ 7  =  '  ? 

et  l'on  aura 

(h)  ./{a|3y)=/(^r-[.  -f{a)Y-[^-fiy)Y. 

Lorsque  tous  les  trois  arguments  sont  égaux,  il  s'ensuit 


c'est-à-dire, 


/'(a,  a.  a) 


—  1. 


■K 


Dans  l'ordre  8,   il  faut  que  les  cinq  arguments  a,  (3,  -y,  c?,  i  satisfas- 
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sent  à  la  condition 

I  —  cos"  a  —  cos^  /3  —  cos^  7  —  cos'^  0*  —  cos"  £  +  cos*  a  cos"  -y 
-I-  cos^ |3  cos^  (J  +  (OS- 7  cos^ £  -4-  cos" c? cos^ a 
+  cos*£COs^|3  =  o; 

on  aura  alors 

+  [/(«)+/(P)+/(7)]/(«/37)+  [/(s)  +/(«)  +/(^)]/(s«P) 

+/(7)/(0[  («)+/(/3)]-:*/(ap7)-u/(£ap)- 2/(7c?£)+/(<?)^ 

-[/(«) +/(^)+/(7)+/(0r 

+  5[/(a)+/(i3)+/(7) +/(£)] -7. 

Quand  on  égale  toiis  les  cinq  arguments,  la  seule  solution  de  l'é- 
quation (le  condition  qui  rende  l'orthoschème  réel  est 


I 
cos  a  =  


2  cos  — 
10 


alors  l'expression  de  la  fonction  orthoschème  se  réduit  à 

.A  =  -fJ^  -  -fi  +  ^^»  +  ^'ff  -^  ''■  /^  -  ^y*  -  '  5./;  +  2oy,  -  7. 


II.  Dans  le  second  cas  la  période  des  arguments  se  partage  en  deux 
groupes  inversement  égaux.  Partant,  les  orthoschèmes  respectivement 
égaux  suivront  un  ordre  inverse;  il  y  en  aura  donc  deux  consécutifs, 
qui  coïncideront  d'une  manière  inverse.  De  là  on  conclura  aisément 
que  ces  deux  fonctions  orthoschèmes  seront 

J'-ln[^,  7'---'  ■'^'  ^'  ^1   ■'?'•■•'  7)       ^^       finish----  ■'!»  ^»  ^.  'n,   -,   7,    |3), 

et  que  la  période  des  2/^-1-2  arguments  devra  avoir  la  forme 

a/37.  •  •"'55^V!'--7t3a. 
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Les  trois  équations  de  condition  étant 

A  (  a^y .  .  .  -nO^Yj . . .  y)  =  o, 
A(^7...r;59ï;...7/5)  =  o', 
A  (y .  . .  yjôôvj .    .y/3a)  :=  o, 

on  reconnaît  que  la  première  et  la  troisième  rentrent  l'une  dans  l'autre  ; 
donc  il  n'v  en  a  que  deux  essentiellement  différentes;  et  lorsque  les 
n  — 1  arffuments  /3,  y,  ...,  Ç,  >)  seront  donnés,  les  deux  restants  a,  B  en 
dépendront  par  le  moyen  des  relations 

cos=a  =  i  MMl.1^,         eos^S  ^  i  MP.  v.- •  •.  ^.  ».). 

2      à  (7,    .  .,  Ç,  vî)  2     A(p,7,.  .  .,  Ç) 

Voici  des  exemples. 

Dans  l'ordre  4  ?  la  période  des  arguments  est  ajSyy/3a,  les  deux 
conditions  sont  —  cos  2a  =  —  cos  2y  =  cos^]3;  donc  a  =  y;  mais  la 
période  a/3aa/3a  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  période  a/3ya/5y,  déjà 
traitée  plus  haut. 

Dans  l'ordre  6,  la  période  est  aj3y(^d*y|3a,  les  conditions  sont 

cos-  s  .        cos' 7 

—  COS  2  a  =  -r—r  1        —  cos  2  a  =  -^^• 
sin  -  7  sm'  p 

Celles-ci  étant  remplies  ,  on  a 

A  =/(a/3y(?c?)  =  -/(a)/(yW)  +/(/3)/(/3y(?)  -/(y)/(a/3y) 
+/(«/37)  +/(7^W)  +  -./(«)/((?)  +/(a)/(y)  -  i/(P)^ 

Si  les  quantités  a,  /3,  y,  t?,  A,  B,  à  la  fois,  se  changent  respectivement 
en  â,  y,  /3,  a,  D,  C,  la  période  des  orthoschèmes  sera  AiiBADCCD. 
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Quand  tous  les  arguments  sont  rgaux,  il  s'ensuit 


cos  a.  ■=■ 


yo  =  -/j;  +  27.  +  Vi-^y.  +  ^- 


a  cos  q 


Jt"  vais  terminer  ce  paragraphe  en  ajoutant  encore  une  observation 
sur  le  cas  où  tons  les  arguments  de  la  fonction  orthoschème /j,,  sont 

égaux  entre  eux.  Si  a  en  est  la  valeur  commune,  je  pose  cos  a  =  ^7;^' 
eî  marque  ])ar  A,  la  même  fonction  algébrique  qu'auparavant,  1  in- 
dice /  se  rapportant  à  l'ordre  de  l'orthoschéme  déterminé  par  les  i  —  i 
arguments,  sur  lesquels  s'étend  A,.  Cela  admis,  on  aura 

sin  ('■-)- 1)6 


A,- 


fa  cos  9)'  sin  G 


Si,  conformément  aux  conditions  de   réalité  de   l'orthoschéme  /,„, 
les  fonctions  algébriques  A,,  A3  ,...,  ^.„  doivent  être  positives 

Aj„+,  =  o,  la  seule  solution  possible  sera  5  = 


mais 


in 


§  VII. 

Stiv  quelques  orthoschèines  d'ordre  quelconque  qui  oui  ,  à  Vexception 

de  trois  ou  quatre  consécudjs ,  tous  les  autres  arguments  égaux  à  '^  ■ 

Proposition  I.  Si  le  ni''""  argument  d'un  orthoscheme  d'ordre  /i 
est  2(z,  le  précédent  et  le  suivant  étant  a,  et  que  tous  les  autres  argu- 
ments soient^,  cet  orthoscheme  vaut  T^J  fois  autant  que  lorsque  le 
oremier  argument  est  a,  et  que  tous  les  suivants  sont  ^• 

[Je   désignerai    désormais   la    dernière   fonction    orthoscheme   par 

A   l'aide  de  cette  proposition  et  des  formules  [a]  et  [c),  §  IL   on 


trouve 

( 


(7)      ^'' (i)  =  /« (i' i' •  •  •  ' 5' i)  =  \.2.3...  n 


Tome  XX.  —  Déccsibrf,  i85fj. 
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Je  présume  que,  pour  chaque  ordre  supérieur  à  4,  ces  deux  fonc- 
tions orthoschèmes  sont  les  seules  qui  aient  des  valeurs  rationnelles  en 
même  temps  que  tous  les  arguments  sont  commensurables  avec  la  cir- 
conférence du  cercle.  Je  désire  diriger  l'attention  du  lecteur  sur  ce 
point,  dont  la  décision  me  paraît  très-difficile. 

Proposition  II.  Lorsque,  dans  une  fonction  orthosclième  d'ordre  ?i, 
quatre  arguments  consécutifs  sont  |,  a,  a,  |,  le  second  de  ceux-ci  oc- 
cupant le  m--  rang,  tandis  que  tous  les  autres  arguments  sont-,  la 
fonction  vaut  ("-')  fois  autant  que  lorsque  le  premier  argument  est  a, 
le  second  j  et  tous  les  suivants  ^• 

[Je  désignerai    désormais  la  dernière    fonction    orthoschéme   par 

G„  (a).  ] 

Proposition  HT.  La  suite  de  /z  -f-  2  arguments 

3  '   3'  ■  •  •  '   3'  >>,   2/,  >,, 

ou  cos  2X  =  ^,  est  une  période  complète  et  engendre  par  sa  répétition 
une  série  infinie  qui  satisfait  aux  conditions  générales  du  §  VI,  c'est-à- 
dire  que  la  fonction  algébrique  A„,.  qui  s'étend  à  n  arguments  con- 
sécutifs, pris  à  volonté  dans  la  série  périodique,  est  constamment 
nulle. 


Proposition  IV.   De  même,  la  suite  de  n -^  1  arguments 


TT       7r        TT  TT 

3'3"--'3'3'4'  '"-'f^'l^ 


où  cos  tj.  =:  ^ i,  est  une  période  complète. 

Proposition  V.  Si  tous  les  arguments  d'un  plagio.schème  sphérique 
d  ordre  n  ont  la  même  valeur  2  a  (je  l'appelle  alors  régulier)  il  y  a 
une  solution  A  de  l'équation  ^^  +  j=  +  2^  +  .  .  =  i,  qui  se  com- 
porte comme  un  centre,  et  sert,  par  suite,  de  sommet  commun,  à 
partir  duquel  on  pourra  couper  le  plagioschème  en  i.  2.  3.  .  .«  or- 
thoschèmes superposables  et  correspondants  à  la  fonction  Y„U).  En 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  379 

représentant  la  fonction  pliijjioschème  régulière   par /„  (2  a)  on  aura 
ainsi/,  (2  a)  =  [ .  2  .') .  .  .  n.V„{a). 

Si  l'on   substitue  maintenant  cette  sorte  d'expressions  dans  la  (or- 
mule  (e)  du  §  III,  et  que  l'on  détinisse  les  constantes  A  par 

tangjc  =  ^AiX^'  +  ', 

on  obtiendr;i  la  lonmile  de  réduclion 

F.„.,(a)  =  2(-0'A,.F,„_„.{«); 
1=0 

et  de  là,  en  posant  cos  aX  =  —  , 
'  an 

F,„(X)  =  A,F,„_,(X)-A,F,„_,(X)  +  A,F,„_e(X)-...-(-i)«A„. 

Proposition  Ml.  Lorsque  l'intégrale  sphérique  S  d'ordre  n  est  limitée 
par  plus  de  n  polynômes  linéaires  et  homogènes,  je  la  nomme  géné- 
ralement poljschème  sphérique,  et  l'on  concevra  sans  peine  ce  que  ce 
sera  (\i\\m poljschème  régulier.  Or  jem'imagine  un  tel  polyscheme,  dont 
les  limites  linéaires,  au  nombre  de  2""',  sont  symétriquement  arrangées 
autour  d'un  centre  (satisfaisant  à  l'équation  j:"  +  J""  +  .  .  .  =  i)  et  for- 
ment par  leur  concours  autant  de  périschèmes  plagioschématiques  et  ré- 
guliers d'ordre  ii  —  i  ;  deux  contigus  de  ces  périschèmes  [  ce  qui  arrive 
{n  —  i).  2""-  fois]  comprennent  un  argument  dont  la  valeur  soit  aa. 
Partant  ensuite  du  centre  comme  sommet  commun,  je  coupe  le  po- 
lyscheme eu  plagioschèmes  d'ordre  «,  qui  aient  chacun  un  périschème 
pour  base;  laquelle  base  formera,  avec  les  ti  —  i  limites  coupantes 
[latérales),  dea  arguments  tous  égaux  à  a,  tandis  que  les  limites  cou- 
pantes sont  toutes  orthogonales  entre  elles.  Chacun  de  ces  plagio- 
schèmes composants  pourra  être  coupé  de  plus,  à  partir  du  sommet 
commun  (centre),  en  1 .  2  .  3  . . .  (  n  —  1)  orthoschèmes  relatifs  à  la  fonc- 
tion G„(a)  (voir  Prop.  11).  Le  polyscheme  sphérique  régulier  que  nous 
venons  de  considérer  (lorsqu'il  est  rapporté  à  l'unité  sphérique)  vaut 
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(loue 

■2"-'.    1.2. 3.. .(72-  I}.G„((Z). 

ContimuiDl  d'agir  sur  le  dernier  plagioschème  composant,  ainsi  que 
l'on  a  pu  le  voir  dans  la  Prop.  V,  on  trouve  cette  formule  de  réduction 

i=  0 

OÙ  les  constantes  A  sont  les  mêmes  qu'auparavant,  et  où  les  constantes  C 
sont  définies  par  l'équation 


I 


cos  j: 

H  =  0 


^   (j„X   '  '. 


De  là,  en  posant  cosiJ.—U^,  on  tire  cette  autre' formule 

G,,  (p.)  =  A,  Go„_,  (p.)-  A2  G.„_,  fa)  +  A3  G,„_c  (f^)  —...-(-  i )"  C„  . 
Dans  l'ordre  4?  on  a  [J-^-^'^  donc 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

^^)  /(,i'i'i)  =  ^' 

§  VIII. 

Énwnération  desjonctions-orthoschèmes^  d'ordre  4,  à  valeurs  ration- 
nelles et  à  arguments  coniinensurables  avec  n. 

Si  ^  y  (û;,  p}7)  est  un  orthoschème  d'ordre  4?  et  que  «,  Z»,   c  en 

soient  les  côtés,  le  long  desquels  se  forment  les  arguments  a,  /5,  y; 
d'après  les  principes  du  §  II,  la  différentielle  complète  de  la  fonction  / 
sera 

df{o(.,^,y)  =  ~{ada  +  bd^-i'cd^). 
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où 


sin  a  cos  7  ,  cos  a  cos  fJ  cos  7 

oosrt  =    .^        -.— — ,     COS  b  =■ . : 

\/sin'  a  —  cos'  p  \/ sin'  a  —  cos'  p  y  sin=  7  —  cos'  j5 


cos  a  sin  7 
COS  C  = 


y/ sin' 7  —  cos'  f5 
De  plus,  on  observera  que  les  argiimeufs 

constituent   luie  période,  dans  le  sens  du  §  VI.  Donc,  conjointement 
avec  la  fonction  y  (a,  jS,  •y),  on  connaîtra  encore  cinq  autres  fonc- 
tions chacune  de  trois  arguments  consécutifs  de  la  série  périodique. 
Si  l'on  p>ose 

cos  7  sin  a; 


COS  y 


y/sin'x  —  ces' [3 


on  a 


■    f[^-^^ri)^^.frd. 


où  la  limite  inférieure  est  déterminée  j)ar  ^=0.  (  Afin  de  lever  l'indé- 
termination causée  par  l'emploi  de  signes  radicaux  et  trigonométri- 
ques,  je  remarque  que  dans  les  exemples  qui  vont  suivre  on  pourra 
toujours  choisir  comme  variable  de  l'intégrale  te!  argiuneiit  qui  ne 
sorte  pas  du  premier  quadrant.)  L'expiession  à  intégrer  est  remar- 
quable par  sa  forme  :  un  arc  multiplié  par  la  différentielle  d'un  autre, 
lorsque  les  sinus  des  deux  sont  liés  algébriquement  ;  il  est  visible  qu'on 
ne  peut  pas  recoiuir  à  la  méthode  de  l'intégration  par  parties.  Cepen- 
dant, comme  il  y  a  beaucoup  de  manières  différentes  de  représenter  la 
fonction  f  {a,  /3,  -y)  par  une  intégrale  simple,  j'aime  mieux  conserver 
la  notation  primordiale. 

Les  formules  (/)  et  (y)  du  §  VII  donnent  sur-le-champ 

^^)  /(i'i'i)=75' 

et 
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La  coiidition  {g)  §  VI,  cos^  a  -+-  cos^p  +  008-"/  =  i ,  n'a  que  ces  deux 
solutions   rationnelles    (t'-'ôI     6t     1"^'^'^)'    ^    mouis   qu  on    ne 

compte  aussi  celles  (]ui  en  proviennent  par  la  permutation  de  a,  (i,  7. 
La  pi'emiére  solution  fournit,  outre  (a),  encore 

valeur  (|ui  sest  déjà  trouvée  (/^)  §  VIL  I^a  seconde  solution  donne  les 
formules  suivantes  : 

(^)  /(¥'i'i)  =  i' 

Il  suit  de  (rt)  §  II,  que 

/  (t'  T' 3)  +  -/  U'T'  3)  =  ^-Z  (t'  3)  =  75^ 
et  de  là,  en  vertu  de  (G), 

r   I  ^  TZ     2  TT     '''X    __    191 

J    \T'T'3J  ~^" 

En  appliquant  à  (4)  et  à  la  dernière  formule  la  Prop.  I,  §  VII,   on 
trouve 


w  /(¥'i'i)=^' 

,     .  ,   /tt     27T    ff\    _      I  /•/^'^    4"    2;:\    _    191 

(9)      jyrT'sj  -T5o'  ■^\'5''-5't)-t5s- 

changeant  dans  le  dernier  orthoschèrae  le  signe  du  second  polynôme- 
limite,  on  obtient 

/■/3îr   7t   27t\  8         igi  49 

^  VtT'  5'  TJ  ~  5  ~  75Ô  ~  75o' 
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■t  de  là,  p.Ti-  le  cliaiii-emeiil  du  signe  du  premier  polyiiùmc-limile, 


(.o)  fi^^y'  ■ 


I". 

1"'5'3'T'5'3 


5  '5     5  ;  -  i5Ô' 

Vodà  en  loul  dix  fonctions  orthoschènies  (jui  ont  non-seulement 
elles-mêmes  des  valeurs  rarionnelles,  mais  dont  encore  les  arguments 
sont  con)mensurabIes  avec  n  et  compris  dans  le  premier  quadrant.  Je 
doute  fort  qu'il  y  en  ait  encore  d'autres  outre  celles-là. 

Je  termine  par  quelques  observations.  Nous  venons  de  connaître 
trois  périofles  à  termes  comniensurables,  savoir  : 

3'  3'  i'  i'  3'  i'         t'^'  ^^-  ""apportent  les  formules  (a)  et  (3)]; 
"'5'i'T'i'i'      [formules(4),  (5),  (6)1; 
^-         5'T"'5'T'5'  5~'   [fo''mi'les(9)et  (lo)]. 
Mais  les  arguments  dans  (i)  et  (7)  déterminent  des  périodes  à  termes 
en  partie  incommensurables.  Si  l'on  pose  coss).  =  ^,  ces  périodes  sont  : 

3'  3'  3'  ^'  ^^''  ^' 

^-  5'3'3'T'3~^'  X-^- 

Voici  les  expressions  qui  en  dérivent  : 

,■  /77     77     .    \  2  I       2A 

4    2). 

3"T' 


/■  /'77      2  77     77  \  43  ,       2>. 

/■   /2J7  .^       77      77\     _     53  I        2> 

J\?,   ""^'5'3/-3^~3"T" 
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§  IX. 
Poljschèines  linéaires  (juelcoiiqiies ,  et  poljsclièines  linéaires  réguliers. 

.1  eiileiids  par  ce  u\q\.  poljsclièine  linéaire  iiutégrale  multiple 

r    Jxdy...,  [t>  o,t'>  o,  t">  o,...), 

lor.s(jtie  les  polynùiiies-limites  t,  en  nombre  pas  rnointlre  que  n-h  i ,  sont 
tous  linéaires  par  rapport  aux  ji  variables  a.-,  j,...,  l'homogénéité 
n'étant  pas  requise.  Si  l'on  prenait  toutes  les  limites  arbitrairement,  il 
pourrait  arriver  que  tel  ou  tel  polynùme-limite  ne  s'annulât  jamais, 
tant  que  tons  les  autres  seraient  positifs,  qu'il  ne  contribuât  donc 
en  !  ien  à  la  délinition  de  l'intégrale.  Qn.'nid  aucune  limite  semblable  ne 
seraadmise,  l'intégrale,  telle  que  je  l'ai  posée,  sera  bien  définie;  car  elle 
se  composera  seulement  d'éléments  positifs,  dont  aucun  n'est  compté 
plus  d'une  fois.  Je  la  désigne  alors  par  l'attribut  de  convexité ^  bien 
qu'elle  réunisse,  suivant  moi,  les  deux  propriétés  de  convexité  et  de 
simplicité;  mais  en  adoptant  le  dernier  mot,  on  loinberait  en  contra- 
diction avec  la  multiplicité  de  l'intégrale.  Dans  les  cas  contraires,  les 
inégalités-limites  ne  suffiront  plus  à  elles  seules  pour  déterminer  l'inté- 
grale, mais  il  taudra  encore  pour  cela  des  renseignements  ultérieurs 
sur  la  contiguïté  et  la  configuration  des  limites  données,  en  tant 
qu'elles  forment  par  leur  concours  les  derniers  périschènies,  je  veux 
(lire  des  polyschemes  linéaires  d'ordre  n  —  i.  Au  reste,  on  conviendra 
aisément  que,  dans  tous  les  cas,  l'intégrale  sert  plutôt  à  y  attacher  ces 
idées  d'ordre  et  de  configuration,  qu'elle  ne  fiiit  l'objet  principal  de 
la  question. 

Dans  cette  partie  générale,  je  ne  ferai  qu'énoncer  ici  un  théorème 
semblable  à  celui  d'Euler  sur  les  polyèdres  dans  l'espace  [*j 

.Soient  rto ,  <7,  ,  rt^,...,  rt„,.,  respectivement  les  nombres  des 
sommets,  des  côtés  (arêtes),  des  polygones  plans,  etc.,  des  derniers 
périschemcs  du   polyschème  linéaire  en   question,   et  enfin  soit   «„, 

[*J  C'est  dans  une  lettre  à  Goldbacli ,  en  date  du  i;}  noveniljre  i  ^So,  cju'Euler  semble 
en  parler  pour  la  première  fois. 
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ou  l'unité  qui  convient  au  véritable  polyschèine,  tel  que  je  l'ai  défini, 
ou  zéro  qui  marque  In  non-existence  d'un  pareil  polyschème,  lorsque 
les  derniers  périsclicnies  ne  ferment  pas  l'élendue  d  ordre  »,  mais  bien 
constitueiU,  pour  ainsi  dire,  une  calotte  onverle  par  une  seule  lacune 
dont  le  bord  est  représenté  moyennant  une  intégrale  brisée  et  contiiuie 
d'ordre  n  —  i.  Alors  on  aura 

a„  —  rt,  +  fl,-<73  +  rt,  -...  +  (  -  i)"-'rt„_,  +  (—  i)"a„—  I. 

La  démonstration  de  ce  théorème  général  ne  présente  point  de 
difficulté.  Je  présume  même  que  M.  Cauchy  l'a  déjà  donnée  dans  le 
Journal  de  VEcole  Poljtechniijuc,  t.  IX,  cah.  iG,  p.  80.  Car,  d'après 
une  Notice  de  Rliigel's  Math.  IVorterhuch  (art.  Vieleckiger  Korper), 
il  a  étendu,  dans  le  Mémoire  cité,  le  théorème  d'Euler  à  un  réseau  de 
polyèdres,  revient  au  même  qu'une  calotte  ouverte  d'ordre  4  ,  et  peut- 
être  encore  plus  loin  que  ne  le  dit  le  bref  passage  cité. 

Ce  théorème  est  de  nature  purement  conibinatoire,  il  subsiste  encore 
pour  un  polyschème  étoile,  nom  qui  doit  indiquer  qu'il  y  a  des  élé- 
ments dans  l'intégrale  d'ordre  n,  comptés  plus  d'une  fois,  et  que  l'en- 
semble des  derniers  périschèmes  constitue  une  enceinte  répétée.  A  la 
vérité,  cette  notion  n'est  aucunement  opposée  à  la  convexité,  mais 
bien  à  la  simplicité. 

Quant  à  la  deuxième  partie  de  ce  paragraphe,  il  ne  vaut  pas  la  peine 
de  définir  le  polyschème  régulier.  Mais,  pour  en  distinguer  les  espèces, 
il  faut  adopter  des  signes  abrégés.  Or  pour  l'espace  j'entends  par  [m,  n) 
un  polyèdre  régulier  dont  les  faces  et  les  sommets  se  rapportent  res- 
pectivement aux  nombres  rationnels  m  et  n,  de  manière  que  ^^,  — 

m        n 

expriment  les  angles  centraux  respectivement  du  polygone  plan  (face) 
et  du  polygone  sphérique  (sommet).  L'icosaèdre  convexe,  par  exemple, 
a  le  signe  (3,  5),  et  l'icosaèdre  étoile,  dont  la  nappe  fait  le  tour  •;  fois, 

a  le  signe  (3,  -)•  L'inversion  des  deux  chiffres  fait  naître  le  polvédre 

réciproque.  Les  polyèdres  réguliers  se  rangent  en  trois  groupes  : 

i".  (3,  3);  a«.  (3,  4)  et  (4,  3);  3-.  (3,  5),(5,  3),  (3,^),  (^,  3). 
Quant  au  dernier  groupe,  je  dois  remarquer  que  l'icosaèdre  convexe 
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et  l'éloilé  peuvent  ètreconstruiîs  sur  les  mêmes  sommets;  pareillement 
les  deux  dodécaèdres. 

Dans   l'ordre  /j  les  polyschèmes  (linéaires)  ré{T[uliers  se  rangent  en 
quatre  groupes  : 

i".      (3,   3,  3)    a    5    sommets    (tétraèdres    sphériques),    lo    côtés, 
lo   triangles,   j   tétraèdres. 

2".  (3,  3,  4)  a  8  sommets  (octaèdres  sphériques),  i^i  côtés, 
3?.  triangles,   i6  tétraèdres. 

(4,  3,  3)    a    i()  sommets  (tétraèdres   sphériques),    3?.   côtés, 
a')  carrés,  8  hexaèdres. 

3".  (3,  4»  3)  a  24  sommets  (hexaèdres  sphériques),  96  côtés, 
96  triangles,  lu  octaèdres.  —  Réunit  les  sommets 
d'un  (3,  3,  4)  et  d'un  (4,  3,  3)  inscrits  dans  la 
même  sphère  d'ordre  4- 

4°.      (3,    3,   5)   a    120  sommets  (icosaèdres  sphériques),   720  côtés, 
laoD  triangles,  600  tétraèdres. 
(5,   3,   3)  a   600  sommets  (tétraèdres  sphériques),  laoo  côtés, 
720  pentagones,  120  dodécaèdres. 

(3,  3,  -).  Mêmes  sommets  que  pour  le  (3,  3,  5)  et  combi- 
naisons semblables.  Mais  l'enceinte  fait  le  tour 
191  fois. 

(-,   3,    3)-  Mêmes    sommets    et    combinaisons    que    pour    le 

(5,  3,  3).  Pentagones  étoiles.  Une  droite,  partant 
du  centre,  perce  l'enceinte  191  fois. 

(5,   3,  -)et(-,  3,  5)   ont   120    sommets   [communs   avec    le 

(3,  3,   5)],  720  côtés,  720  pentagones,  120  dodé- 
caèdres. 

L'enceinte  fait  le  tour  20  fois. 
Les  cinq  polyschèmes  réguliers, 

(3,3,4),     (4,3,3),     (3,4,3),     (5,3,^),     (f,3,  s),' 
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peuvent  être  à  la  fois  inscrits  et  circonscrits  respectivement  à  deux 
sphères  d'ordre  f\. 

D'ailleurs  cela  n'a  lieu  que  pour  deux  réciproques  à  la  fois. 

Pour  l'ordre  /{  il  y  a  donc  dix  polysclièmes  réguliers. 

Passons  à  des  formules  générales  qui  contiennent  tous  les  détails  que 
nous  venons  de  rapporter. 

Soient 

(/«,  n,  p)  le  caractère  d'un  polysohème  (linéaire)  régulier; 

m',  n' ,  /)'  les  lunnérateurs  des  nombres  m^  n,  p,  s'il  y  en  a  de  frac- 
tionnaires, et  ces  nombres  mêmes,  s'ils  sont  entiers  ; 

//  le  nombre  de  tours  que  fait  l'enceinte; 

A  le  nombre  déterminé  par  K.  /  (  — ?   ")  -  1  =  2 h: 

'  •'     \m     n     p  j 

«0,  «,,  rto,  «3  les  nombres  des  sommets,  des  côtés,  des  polygones, 
des  polyèdres; 

a  l'angle  au  centre  du  polyschème  linéaire,  correspondant  au  côté 
que  nous  prendrons  pour  V unité  de  mesure  linéaire; 

â  l'argument  compris  entre  deux  polyèdres  adjacents; 

R,  /■  les  rayons  des  sphères,  d'ordre  4»  circonscrites  et  inscrites  au 
polyschème  linéaire  ; 

V  enfin  sa  mesure  comme  valeur  de    Vmlés^vaAe  J J  j  J  dwdxdjilz. 

Cela  posé,  on  aura 

a^  — {-,  +  %  — \\k,  a,  =  ^K,  fl,  =  — ,R,   «,  =  (  — -+-^  —  i  )  K, 

cos  —  sm  -  .  sin  —  cos  - 

y.  m         p  .      à  m         p 

COS  -  =  —  ^  sui  -  =  

2 


sin^  —  —  cos'  • 

m  I 


^sin'^^-cos'^  '        y/s 

R  =  -V/ — ^ — ; K   R~  / — ^ ;  / — ~ 

^    1/      sin^  — sin- cos--  l/sin- cos--i/sin- ^  cos  - 

T  m         p  n  y  m  "  \         P  " 


cJnî  _  (■()<-  —  COS  —  cos  -  COS  - 

""  p        ^  «       ,     :  ^  :^ "'        "       P 


77  TT  7: 

COS-"  —  cos-  —  COS  - 

^=48 


sin'  —   sin-  — 
m  \        tn 


«\  /    .     ,    TT       .      ,  r  ,77 

-  I  i  /  sin=  —  sin' nos  - 

nj  y  m         p  n 

49- 


388  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Il  est  visiijle  qtie  lors  d'un  changement  thi  caractère  {m,  ii,  p)  en 
;'p,  n,  m)  les  angles  a,  tt  —  c?  se  remplacent  Tun  l'avjtre  et  que  le  rap- 
port-reste le  même;  la  conséquence  de  celte  observation  se  trouve 

déjà  énoncée  ci-ilessus.  Les  expressions  précédentes  font  encore  voir 
que 


A,     — 1  -;  -  ^  sin^  —  sin^ cos^  -  >  o 

\  m     n    i>  I  m  p  n 

est  une  condition  de  réalité  du  polyschème  linéaire  (»î,  n,  p);  on  con- 
clura de  là  aisément  que,  les  nombres  tu,  n,  p  devant  être  entiers,  il 
ne  peut  y  avoir  d'autres  poiyschèmes  réguliers  (convexes)  que  ceux  que 
nous  venons  d'énumérer. 

Dans  la  même  supposition  l'on  a  , 

/?  =  I ,     donc     k  = 


et  l'on  pourra,  par  suite,  calculer  toutes  les  valeurs  relatives  au  poly- 
schème (/H,  7i,  p)  à  l'aide  de  la  transcendante 


yl    Tt  TT  TT 

1—1       ~5        - 
\  ";       n       p 


Cela  sera  encore  possible  pour  des  valeurs  fractionnaires  de  m,  «,  p,  si 
le  polyschème  (/n',  n',  p')  existe,  et  que,  par  conséquent,  les  deux 
polyschèmes  [m,  u,  p),  (m',  /i\  p')  soient  d'accord  sous  le  rapport 
purement  combinatoire;    on    aura,    par  exemple,    pour   le   premier 

(l'étoile) 


h=         ^"'    "    P 


■K      Tt     r: 


1     I    T^  TT  TT  \ 

J  \^''  ,7'  J') 

Ainsi  on  trouve  â  =  igi  pour  le  (3,  3,  -  )•  Mais  pour  le  cas  où  le 

(/«',  n' ,  p')  n'existe  pas,  j'entends  le  (5,  3,  - ))  nous  manquons  de  tel 
artifice,  et  le  seul  moyen  qu'il   nous  reste  est  la  pure  construction. 
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qui  ne  se  refuse  d'ailleurs  à  aucun  cas.  C'est  par  cette  voie  intuitive 
que  j'ai  d'abord  trouvô  tous  les  résultais  précédents;  mais  l'exposition 
en  serait  fort  longue. 

l'our  les  ordres  supérieurs  à  1,  il  n'y  a  que  deux  groupes  de  poly- 
schèmes  réguliers,  de  sorte  (pie  ceux-ci  existent  au  nombre  de  trois, 
avec  les  caractères 

(3,3,. ..,3,3),     (3,3,. ..,3,4)     et     (1,  3, . . . ,  3,  3). 

Avec  les  mêmes  notations  qu'auparavant,  on  a 
1°.  Pour  le  (3,  3,...,  3,  3), 

/"-*-'  \  ' 

fl/  =    [     .  ]■,        cos  a  ==: : 


R  —  i /      "  L  —  L  V  —         I        .  A  +  ' 

V2(«  +  l)'  R~«'  ^    —    1.2.3.  ..«V~2~' 

'.  Pour  le  (3,  3,...,  3,/,), 


7T                                    0                    /l 

a  =  -5         cos-  =  \/  -■> 
2                2       y  /( 

'^-V'^' 

V  - 

'■'='"■{.: 

I  .  2  .  3  .  .  .  « 

et  pour  le  (4,  3,...,  3,  3), 

.,=  .-.(-).      .i„:  =  y'i 

î  =  \/j' 

V  =  i. 

2  '     ' 


L'énumération  serait  incomplète,  si  nous  passions  sur  les  polv- 
schèmes  réguliers  d'ordre  n,  à  un  nombre  infini  de  périschèmes;  je 
veux  parler  des  manières  diverses  dont  on  peut  remplir  la  totalité  de 
71  —  I  dimensions  par  des  polyschèmes  réguliers  d'ordre  n  —  i . 

Pour  n  =  3,  ces  trois  caractères  (3,  6),  (6,  3),  (4,  4)  indiquent  res- 
pectivement que  le  plan  peut  être  rempli  de  triangles,  d'hexagones,  de 
carrés. 

Pour  n  =  4,  il  n'y  a,  sous  ce  rapport,  que  le  caractère  (4,  3,  4); 


390  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

cest-à-dire  que  l'espace  ne  peut  être  rempli  uniforiiiéuient  que 
d'hexaèdres,  et  que  leur  an-angement  autour  d'un  point  a  trait  à  l'oc- 
taèdre. 

Pour  n  =  :"),  [m,  n.  p,  q)  étant  le  caractère  cherché,  la  condition 

/  77  77         7T         77  \ 

A5        -,       -,      -,      - 

\m      n      p     (j  ! 

1       ■       n     ~  „7r\,.„77  2'^\  •>"  "    "^ 

=     sui" cos-  -       sin- cos-*  -     —  COS"  -  COS"  -  :=  o 

est  nécessaire.  On  y  satisfait  par  les  cinq  caractères  : 

(4,3,3,4),     (3,3,4,3),     (3,4,3,3),    (^5,3,3,^),     (^^  3, 3,  s). 

D'après  les  trois  premiers  caractères  la  totalité  d'ordre  4  n'est  remplie 
qu'une  fois;  mais  d'après  les  deux  derniers  elle  l'est  191  fois. 

Pour  chaque  totalité  supérieure  il  n'y  a  que  le  mode  indiqué  par 
le  caractère  (4,  3,  3, . . . ,  3,  3,  4)- 

On  trouve  dans  les  Comptes  lendiis  àe  1H48  (1"  semestre)  quelques 
propositions  sur  les  polyèdres  réguliers,  qui  m'ont  conduit  à  celles 
qui  vont  suivre. 

1".  Si  l'on  projette  tous  les  rayons,  issus  du  centre  et  aboutissant 
aux  sommets  d'un  polyscLème  (linéaire)  régulier  d'ordre  ?i,  sur  une 
droite  quelconque ,  la  somme  algébrique  de  ces  projections  sera 
nulle. 

a".  Si  l'on  projette  (orthogonalement  )  les  mêmes  rayons  sur  deux 
droites  quelconques  (qui  partent,  par  exemple,  i\ii  centre  du  poly- 
schème),  et  qu'on  fasse  toujours  le  produit  des  deux  projections  d'un 
seul  rayon,  la  moyenne  arithmétique  de  tous  ces  produits  sera  la 
n""""  partie  du  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  droites  fixes, 
le  rayon  du  polyschème  étant  pris  pour  unité  linéaire. 

CeUe  proposition  (loid)le  est  d'ailleurs  susceptible  d'une  plus  large 
extension. 

§  X. 

Polyschèines  splicriques  d'ordre  n. 
Jusqu'à  présent  nous  avons  toujours  supposé  le  nombre  des  limites 
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liiu'airt's  (l'une  intégrale  sphériqiie  égal  au  nombre  d'ordre  n.  Consi- 
dérons encore  les  deux  cas,  oii  le  nombre  des  limites  est  inférieur  ou 
supérieur  à  n. 

Nous  nous  délivrons  dw  premier  cas  en  renvoyant  à  la  formule  [n) , 
§  Tl;  car  elle  donne  |)res(jiie  immédiatement. 

Ju  (P,,    I>1,-  ■  ■  ,  P„-m)  =    •>'"]'„-,„  [P,  ,   p.,---,    P„^,„  )■ 

Dans  le  second  cas  je  nomme  la  portion  respective  de  l'enceinte 
sphérique  d'ordre  h,  poljschèmc  sphéiiqne  de  cet  ordre.  L'arrange- 
ment de  ses  parties  est  tout  à  fait  semblable  à  celui  d'un  poivschème 
linéaire  d'ordre  n  —  \.  Il  est  clair  qu'on  peut  le  partager  en  plagio- 
scbèmes  ou,  si  l'on  veut,  en  ortboscbemes,  procédant,  en  quelque 
sorte,  de  même  que  lorsque  nous  partageâmes  un  plagioschème  donné 
en  orthoschèmes.  Au  moyen  du  §  Il  on  parvient  ensuite  à  la  proposi- 
tion que  voici. 

La  différentielle  complète  d'un  polyscbeme  spbérique  d'ordre  12  est 
égale  à  la  [n  —  2)'"'"'  partie  de  la  somme  des  produits  de  cbaque  pé- 
rischème  d'ordre  «  —  2  et  de  la  différentielle  de  Tarsuraent  corres- 
pondant. 

Il  faut  bien  se  garder  de  prendre  la  [n~-i)''''"^  partie  d'un  pé- 
rischème  avant-dernier  pour  un  véritable  coefficient  différentiel  du  po- 
lyscbeme: cela  ne  serait  juste  que  pour  l'ordre  4;  car  là,  en  effet,  on 
peut  envisager  les  arguments  du  polyscbeme  comme  autant  de  varia- 
bles indépendantes,  qui,  seules,  déterminent  complètement  la  forme 
du  polyscbeme.  Quand  n  —-  3,  ce  n'est  que  l'aire  du  polygone  sphérique 
qui  est  déterminée  par  les  angles,  mais  non  point  la  forme  ;  pour  celle- 
ci  le  nombre  des  variables  indépendantes  est  plus  grand  que  celui  des 
angles.  Quand  n  est  >  4 ,  c'est  le  contraire  qui  alieu  ;  car,  en  général ,  le 
nombre  des  variables  indépendantes  est  moindre  que  celui  des  argu- 
ments, en  sorte  que  ceux-ci  sont  liés  entre  eux  par  un  certain  nombre 
de  relations. 

Concevons  un  polyscbeme  spbérique  d'ordre  ti  ;  que  le  nombre  de  ses 
derniers  périschèmes  soit  r7„_2,  celui  de  ses  sommets  r/o ,  el  que  I.t 
somme  des  nombres  de  sommets  de  cbaque  périschème  dernier  soit 

V^oj  alors  le  nombre  des  variables  indépendantes  qui  déterminent 
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complètement  le  polyschème  sphérique,  sera 

Je  ne  fais  que  présiniier  que,  pour  »>/|,  (à  part  le  piagioschème)  le 
nombre  des  variables  indépendantes  est  injérieiir  à  celui  des  argu- 
ments rt„_3;  mais  cette  induction  a  une  grande  probabilité.  Du  moins 
on  peut  prouver  sans  peine  que  le  premier  nombre  ne  surpasse  jamais 
le  second;  et  connue,  en  général,  il  n'y  a  point  de  raison  pour  qu'ils 
soient  égaux,  on  est  porté  à  croire  que  le  premier  est  moindre  que  le 
second. 

Dans  le  §  III  j'ai  traité  la  réduction  d'un  piagioschème  d'ordre  impair 
à  des  piagioscbèmes  d'ordres  inférieurs  et  pairs.  Je  rappelle  que  là 
nous  n'avions  pas  besoin  de  descendre  aux  arguments  dérivés  pour 
former  le»  piagioscbèmes  inférieurs  contenus  dans  l'expression,  mais 
que  partout  figuraient  seuls  les  arguments  primitifs.  Or  il  en  est  de 
même  des  polyschèmes  sphériques  d'ordre  impair  ;  car  on  peut  les  ex- 
primer aussi  par  des  polyschèmes  sphériques  d'ordres  inférieurs  et 
pairs,  sans  avoir  recours  ni  à  la  dissection  du  polyschème  donné,  ni  à 
des  arguments  dérivés.  J'éclaircirai  cela  par  un  exemple.  Pour  n  =  3, 
et  en  employant  les  fonctions  sphériques  au  lieu  des  polyschèmes 
mêmes,  l'aire  d'un  polygone  sphérique  est  exprimée  par  la  formule 

OÙ  flo  marque  le  nombre  des  sommets  du  polygone,  et^a  l'angle  entre 
deux  côtés  contigus,  mesuré  par  l'angle  droit;  et  visiblement  il  n'est 
besoin  ni  de  partager  le  polygone,  ni  d'en  connaître  les  côtés.  Je  vais 
tracer  maintenant  la  marche  à  suivre,  si  l'on  veut  parvenir  à  l'expres- 
sion de  \a Jonction-poljschème  d'ordre  2«  +  i. 
t.ommençons  par  lui  supposer  la  forme 


\     ...+2A2„_,y„+ A2„H-,- 


Ici  la  sommation  indiquée  dans  le  terme  général  doit  s'étendre  à  tous 
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les  périschcmes  d'ordre  2?w-t-  i,  dont  chacun,  par  sa  seule  consti- 
tution conibinaloire  (sans  le  concours  de  rapports  quantitatifs),  déter- 
mine le  nombre  entier  A2,„+,  (positif  ou  négatif);  puis,  la  fonction 
j-m-imi  qui  est  multipliée  p;u-  ce  nombre  Ao,„+,,  représente  le  poiy- 
schème  sphérique  d'ordre  in  —  2 m,  formé  par  tous  les  polynômes-li- 
mites dey.j,,^.,,  dont  l'évanouissement  détermine  le  périschéme  consi- 
déré. On  a,  par  exemple,  toujours  A,  =  i,  quel  que  soit  le  sonmiet  du 
An+ii  auquel  ce  A,  est  relatif;  et  la  fonctionyoH  représente  alors  le  po- 
lyschème  sphérique  d'ordre  2/2,  formé  de  toutes  les  limites  qui  passent 
par  ce  sommet.  Ensuite  on  a  A3  =:  /|  —  2  fois  le  nombre  de  sommets  du 
périschéme  respectif  (polygone  sphérique);  il  varie  donc  de  l'un  de  ces 
polygones  à  l'autre.  —  Passons  à  un  périschéme  d'ordre  5,  et  soient  «„ 
le  nombre  de  ses  sommets,  a^  celui  de  ses  polygones,  puis  Cq  le  nombre 
de  sommets  de  l'un   quelconque  parmi  ses  polygones;  alors  le  signe 

sommatoire  |  se  rapportant  à  tous  les  polygones  du  périschéme  con- 
sidéré, on  aura,  relativement  à  ce  dernier, 

A5  =  I  G  —  8  flo  —  '•     I  (  4  —  2  (.'o  )  =  1 1)  —  H  «0  —  i^  «2  -H  4    Mo' 

Ce  peu  d'exemples  suffit  déjà,  je  crois,  pour  donner  une  idée  de  1^ 
nature  des  nombres  A,  et  notamment  pour  faire  entrevoir  qu'ils  sont 
sujets  à  une  sorte  de  loi  de  récursion.  Pour  fortifier  cette  induction, 
je  me  borne  à  dire  qu'il  faut  traiter  l'équation  difféienlielle  de  (/) 
comme  identique  par  rapport  aux  différentielles  de  tous  les  argu- 
ments; on  aura  alors  autant  d'équations  finies  relatives  a  l'ordre 
2«—  I,  où  toutes  les  constantes  nous  doivent  être  connues  d'avance 
(en  vertu  de  la  marche  ascendante);  lors  de  l'intégration,  ces  con- 
stantes passeront  dans  l'équation  (/),  sans  éprouver  le  moindre  chan- 
gement, de  manière  que  dans  celle-ci  il  ne  reste  que  le  nombre  A,,,^, 
qui  nous  soit  inconnu.  Afin  de  le  déterminer,  faisons  coïncider  totis 
les  polynômes-limites  de y^n+i  (y  compris  leurs  signes),  nous  obtien- 
drons/an+i  =  ^^"i  même  pour  les  polyschemes  inférieurs  provenant 
d'omission  de  limites,  et  nous  aurons 

2^"  =   2="-'  rto  +   ••i'""'  2  '^5  +•••    +   ''  2  ^^''-'  -^  ^-"^^  ' 
■fome  XX.  —  IDECiiMDUE   i855.  ^•' 
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où  «0  est  le  nombre  de  sommets  diij^n+i-  Cette  équation  fait  clairement 
voir  la  loi  de  réctn-sion  cpii  régit  la  formation  des  nombres  A. 

Parmi  les  démonstrations  que  l'on  a  données  de  la  formule  d'Euler, 
relative  aux  polyèdres,  l'une  repose  sur  l'expression  de  l'aire  du  poly- 
gone spiiérique.  Un  pareil  usage,  il  me  semble,  pourrait  se  faire  de  la 
formule  (/);  au  moins,  pour  2/i+  1  =  5,  j'ai  réussi  à  en  dériver  l'é- 
quation rtg  —  <z,  -f-  «2  —  <73  +  rtj  ^=  2  pour  un  polyschème  linéaire  d'or- 
dre 5.  Mais  il  suffira  d'avoir  signalé  ce  procédé,  qui,  du  reste,  est 
beaucoup  plus  pénible  que  la  méthode  purement  combinatoire,  et 
n'est  point  applicable  aux  ordres  jjairs. 

Je  vais  terminer  ce  paragraphe  eu  indiquant  une  propriété  remar- 
quable de  deux  poljèHres  sphericjues  complémentaires  d'ordre  4i  t'ont 
voici  la  définition.  Concevons  un  polyèdre sphérique  quelconque  de  cet 
ordre,  exprimé  par  la  fonction  /i.  Orthogonalement  à  tous  ses  poly- 
nômes-limites et  en  sens  positif,  tirons  des  rayons  de  la  sphère  d'or- 
dre 4,  dont  les  extrémités  doivent  être  les  sommets  d'un  nouveau 
polyèdre  sphérique,  exprimé  par  la  fonction  F^,  en  telle  sorte  que  les 
sommets,  côtés,  polygones  de  celui-ci  répondent  respectivement  aux 
polygones,  côtés,  sommets  de  celui-là,  et  que,  partant,  chaque  argument 
de  Fj  sera  le  supplément  du  côté  correspondant  de  y^,  et  vice  versa. 
Or,  si  l'on  désigne  par  a  un  argument  quelconque  de  y^,  et  par  a 
le  côté  correspondant,  on  parviendra  aisément  à  la  proposition 


y.  +  F,  =  8-2(^-^-;f)^V' 


ou  bien,  en  remplaçant  les  fonctions  par  les  polyèdres  Si  et  S,  eux- 
mêmes, 


=  n^  -  \'^[n  —  a)a. 
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DISCOl  HS    DK  M.  ,1.  LIOl  VILLE, 

PRONONCÉ    AUX     FUNÉRAILLES    DE   M.    STURM  , 

I.I'!  JlillDI,  20  DKCEMIiKI'  18«5. 


Messieurs, 

Le  géomètre  supérieur,  rhonimc  excellent  dont  nous  accompagnons 
les  restes  mortels,  a  été  pour  moi,  pendant  vingt-ciiuj  ans,  un  ami 
dévoué;  et  par  la  bonté  même  de  cette  amitié,  comme  par  les  traits 
d'un  caractère  naïf  uni  à  tant  de  profondeur,  il  me  rappelait  le  maître 
vénéré  qui  a  guidé  mes  premiers  pas  dans  la  carrière  des  mathéma- 
tiques, l'illustre  Ampère. 

M.  Sturm  était  à  mes  yeux  un  second  Ampèie  :  candide  comme  lui, 
insouciant  comme  lui  de  la  fortune  et  des  vanités  du  monde;  tous 
deux  joignant  à  l'esprit  d'invention  une  instruction  encyclopédique; 
négligés  ou  même  dédaignés  par  les  habiles  qui  cherchent  le  pouvoir, 
mais  exerçant  une  haute  influence  sur  la  jeunesse  des  écoles,  que  le 
génie  frappe;  possédant  enfin,  sans  l'avoir  désiié,  sans  le  savoir  peut- 
être,  une  immense  popularité. 

Prenez  au  hasard  un  des  candidats  à  notre  École  Polytechnique,  et 
demandez-lui  ce  que  c'est  que  le  théorème  de  M.  Sturm  :  vous  verrez 
s'il  répondra  I  La  question  pourtant  n'a  jamais  été  exigée  par  aucun 
programme  :  elle  est  entrée  d'elle-même  dans  l'enseignement,  elle  s'est 
imposée  comme  autrefois  la  théorie  des  couples. 

Par  cette  découverte  capitale,  M.  Sturm  a  tout  à  la  fois  simplifié  et 
perfectionné,  en  les  enrichissant  de  résultats  nouveaux,,  les  éléments 
d'algèbre. 

Ce  magnifique  travail  a  surgi  comme  un  corollaire  d'importantes 
recherches  sur  la  mécanique  analytique  et  sur  la  mécanique  céleste, 
que  notre  confrère  a  données,  par  extrait  seulement,  dans  le  Bulletin 
rtes  Sciences  de  M.  Férussac. 

5o.. 
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Deux  beaux  Mémoires  sur  la  discussion  des  équations  différentielles 
et  à  différences  partielles,  propres  aux  grands  problèmes  de  la  pbysique 
mathématique,  ont  été  du  moins  publiés  en  entier,  grâce  à  mon  insis- 
tance. «  La  postérité  impartiale  les  placera  à  côté  des  plus  beaux 
»  Mémoires  de  Lagrange.  »  Voilà  ce  que  j'ai  dit  et  imprimé  il  y  a 
vingt  ans,  et  ce  que  je  répète  sans  craindre  qu'aujourd'hui  personne 
vienne  me  reprocher  d'être  trop  hardi. 

M.  Sturm  a  été  le  collaborateur  de  M.  Colladon,  dans  des  expé- 
riences sur  la  compressibilité  des  liquides,  que  l'Académie  a  honorées 
d'un  de  ses  grands  prix. 

Nous  lui  devons  un  travail  curieux  sur  la  vision,  un  Mémoire  sur 
l'optique,  d'intéressantes  recherches  sur  la  mécanique,  et  en  particu- 
lier un  théorème  remarquablesur  la  variation  que  la  force  vive  éprouve 
lors  d'iui  changement  brusque  dans  les  liaisons  d'un  système  en  mou- 
vement. Quelques  articles  sur  des  points  de  détail  ornent  nos  recueils 
scientifiques. 

Mais,  bien  qu'il  y  ait  de  quoi  suffire  à  plus  d'une  réputation  dans 
cet  ensemble  de  découvertes  solidement  fondées  et  que  le  temps  respec- 
tera, les  amis  de  notre  confrère  savent  que  M.  Sturm  est  loin  d'être  là 
tout  entier,  même  comme  géomètre.  Puissent  les  manuscrits  si  précieux 
que  quelques-uns  de  nous  ont  entrevus  se  retrouver  intacts  entre  les 
mains  de  sa  famille!  En  les  publiant,  elle  ne  déparera  pas  les  chefs- 
d'œuvre  que  nous  avons  tant  admirés. 

L'originalité  dans  les  idées,  et,  je  le  répète,  la  solidité  dans  l'exécu- 
tion, assurent  à  M.  Sturm  une  place  à  part.  Il  a  eu  de  plus  le  bonheur 
de  rencontrer  une  de  ces  vérités  destinées  à  traverser  les  siècles  sans 
changer  de  forme,  et  en  gardant  le  nom  de  l'inventeur,  comme  le  cy- 
lindre et  la  sphère  d'Archimède. 

Et  la  mort  est  venue  nous  l'enlever  dans  la  force  de  l'âge  !  Il  est 
allé  rejoindre  Abel  etGalois,  Gbpel,  Eisensfein,  Jacobi. 

Ah  !  cher  ami,  ce  n'est  pas  toi  qu'il  faut  plaindre.  Échappée  aux 
angoisses  de  cette  vie  terrestre,  ton  âme  iînmortelle  et  pure  habite  en 
paix  dans  le  sein  de  Dieu,  et  ton  nom  vivra  autant  que  la  science. 

Adieu.  Sturm,  adieu. 
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PRIX    PROPOSÉS 


L'ACADÉMIE   DES  SCIENCES  f*' 


l^'Acailémie  a  proposé,  sur  des  questions  mathématiques,  plusieurs 
i^rands  prix  dont  nous  croyons  devoir  donner  ici  les  programmes.  La 
solution  des  questions  auxquelles  ils  se  rapportent  serait  sans  auc(ui 
doute  d'un  très-haut  intérêt  pour  les  géomètres.  Tous  ces  prix  con- 
sistent en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de  3  000  h-ancs;  les  noms 
des  concia-rents  doivent  être  renfermés  dans  un  billet  cacheté  qu'on 
n'ouvrira  que  si  la  pièce  est  couronnée.  Le  terme  de  rigueur  pour  le 
dépôt  des  Mémoires  (qui  doivent  être  adressés  francs  de  port  au  Secré- 
tariat de  l'Académie)  est  seul  différent.  \'oici  les  programme.^  de  ces 
prix  au  nombre  de  six. 


THÉORIE  DES  PHÉNOMÈNES  CAPILLAIRES. 

«  Reprendre  l'examen  comparatif  des  théories  relatives  aux  pliéno- 
»  mènes  capillaires  ;  discuter  les  principes  mathématiques  et  physiques 
»  siu-  lesquels  on  les  a  fondées;  signaler  les  uiodification^s  qu'ils  peu- 
»  vent  exiger  pour  s'adapter  aux  circonstances  réelles  dans  lesquelles 
..  ces  phénomènes  s'accomplissent,  et  comparer  les  résultats  du  calcul 
..  à  des  expériences  précises  faites  entre  toutes  les  limites  d'espace  me- 


[*  ]  Voyez,  pour  plus  ilc  détails,  les  Comptes  rendus,  tome  XLII,  séance  du  28 jan- 
vier i856. 


SgS  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

»  siirables,  dans  des  conditions  telles,  que  les  effets  obtenus  par  clia- 
..  cune  d'elles  soient  constants.  » 

Terme  de  rigueur  :   le  i"''  avril  i  856. 

II. 

THÉORÈME  DE  FERMAT. 

<i    Trouver,  pour  un  exposant  entier  quelconque  «,  les  solutions  en 
»   nombres  entiers  et  inégaux  de  l'équation 


^/l  ,  -.H      r.N 


JC"  -hj"  =  Z", 

»   ou  prouver  qu'elle  n'en  a  pas,  quand  n  est  >  2.  » 
Terme  de  ligueur:  le  1"  avril  i856. 

III. 

THÉORIE  DES  MARÉES. 

w  Perfectionner  dans  quelque  point  essentiel  la  théorie  matlu-nia- 
»   tique  des  Marées.  » 

Terme  de  rigueur:  le   i^'  mai   i(S56. 

IV. 
MOUVEMEINTS  GÉNÉRAUX  DE  L'ATMOSPHÈRE. 

«  Établir  Jes  équations  des  mouvements  généraux  de  l'atmosphère 
»  terrestre  en  avant  égard  à  la  rotation  de  la  terre,  à  l'action  calori- 
»   fique  du  soleil,  et  aux   forces  attractives  du  soleil   et  de  la  lune.  " 

Les  auteurs  sont  invités  à  faire  voir  la  concordance  de  leur  théorie 
avec  quelques-ims  des  mouvements  atmosphériques  les  mieux  con- 
statés. 

Lors  même  que  la  question  n'aurait  pas  été  entièrement  résolue,  si 
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rauteur  d'un  Méiiioirtî  avait  init  quelque  pas  important   vers  la  solu- 
tion. l'Académie  pourrait  lui  accorder  le  prix. 

Terme  de  rigueur:  le  T'  janvier  i85-. 

V. 

ÉQUILIBRE  INTÉRIEUR  DES  CORPS  ÉLASTIQUES. 

«  Trouver  les  intégrales  des  équations  de  l'équilibre  intérieur  d'un 
»  corps  solide  élastique  et  homogène,  dont  toutes  les  dimensions  sont 
»  finies,  par  exemple,  d'un  parallélipipède  ou  d'un  cylindre  droit  ; 
»  en  supposant  connues  les  pressions  ou  tractions  inégales  exercées 
»   aux  dilïérents  points  de  sa  siu'lace.   » 

Ternie  de  rigueiu-  :  le  i"''  avril   iSS^. 

VI. 
MOUVEMENT  DE  LA  CHALEUR  DAIMS  UN  ELLIPSOÏDE. 

"  Trouver  l'intégrale  de  l'équation  connue  du  mouvement  de  la 
»  chaleur,  pour  le  cas  d'un  ellipsoïde  liomogene,  dont  la  surface  a  un 
»  pouvoir  rayonnant  constant,  et  qui,  après  avoir  élé  primitivement 
»  échauffé  d'une  manière  quelconque,  se  refroidit  dans  un  milieu 
»   d'une  température  donnée.  » 

Terme  de  rigueur  :  le  i*"^  octobre  1857. 


Nous  ajouterons  encore  le  programme  du  prix  Bordiii.  Quoique  la 
question  proposée  se  rattache  surtout  à  la  physiqiu'  expérimentale  pro- 
prement dite,  elle  n'est  pourtant  pas  sans  quelque  liaison  avec  les 
questions  mathématiques  qui  précèdent,  par  exemple  avec  celle  des 
mouvements  généraux  de  l'atmosphère. 

PRIX    RORDIN. 

Feu  M.  Bordin,  ancien  notaire,  ayant  légué  à  l'Académie  une  rente 
de  trois  mille  francs  pour  la  fondation  d'un  prix  annuel   «  à  la  meil- 


4oo    .10URNAL  DE  MATHÉMATIQUES  PURES  ET  APPLIQUEES. 

leure  composition  sur  des  sujets  ayant  pour  but  :  l'intérêt  public,  le 
bien  rie  l'humanité,  les  progrès  de  la  science  et  l'honneur  national  », 

L'Académie  a  décidé  que  ce  prix  serait  décerné  alternativement  dans 
les  Sections  des  Sciences  mathématiques  et  dans  celles  des  Sciences 
physiques. 

Elle  propose  en  conséquence,  pour  l'année  i85(),  la  question  sui- 
vante pour  sujet  de  prix  dans  les  Sections  des  Sciences  mathématiques  : 

«  Un  thermomètre  à  mercure  étant  isolé  dans  une  masse  d'air  at- 
«  mosphérique,  limitée  ou  illimitée,  agitée  ou  Iranquille,  dans  des 
»  circonstances  telles,  qu'il  accuse  actuellement  une  température  fixe, 
»  on  demande  de  déterminer  les  corrections  qu'il  faut  appliquer  à  ses 
»  indications  apj)arentes,  dans  les  conditions  d'exposition  où  il  se 
»  trouve,  pour  en  conclure  la  température  propre  des  particules 
»  gazeuses  dont  il  est  environné.    » 

Ce  prix  consistera  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de  trois  mille 
francs . 

Les  Mémoires  devront  être  déposés,  francs  de  port,  au  Secrétariat 
de  l'Institut  avant  le  i*'"^  octobre  i85G,  terme  de  rigueur. 
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—  Sur  les  arcs  à  différence  rectifiable  et  les  zones 

à  dillërence  planiliable;  t.  XI,  p.  33i. 

—  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Liouville  ; 

t.  XI ,  p.  336. 

—  Kemarque  sur  I  équation  .y"  h j  -h  nr  =:  o; 

X 

t.  XI,  p.  338. 

—  Démonstration   nouvelle  et   élémemaire  lie   la 

loi  de  réciprocité  de  Legendre,  par  .M.  Ei- 
scnstein ,  précédée  et  suivie  de  Remarques  sur 
d'autres  démonstrations  qui  peuvent  être  tirées 
du  même  principe  ;  t.  XII ,  p.  4^7 

—  Sur  le  symbole   (  7  )  et  quelques-ufies   de  ses 

applications;  t.  XII,  p.  497-  —  Suite  de  ce 
Mémoire  ;  t.  XV,  p.  ai5. 

—  Itésolution  des  équations  biquadratiqucs 


(3)     ::'  = 


'  X^  —  jr'  , 


y'; 


(1)    (2)       2'=X'±Q'"J'', 

(4)   (.5)      ■2'»2' 

i.  XVIII,  p.  73. 

—  Démonstration  de  quelques  formules  d'un  Mé- 
moire de  Jacobi  ;  t.  XIX  ,  p.  289. 


MM. 

LEBLSGUK.  —  Note  sur  le  Canon  arithineticus  de, 
Jacobi;  t    XIX,  p.  334. 

LEt'ORT  (F.),  —  Expression  numérique  des  inté- 
gr-ali'S  définies  qui  se  présentent  quand  on 
chiTche  les  termes  généraux  du  développement 
des  coordonnées  d'une  planète,  dans  son  mou- 
vement elliinique;  t.  XI,  p.  \[^1■ 

LEGER.  —  Mémoire  sur  li's  rapports  et  les  restes 
des  quantités   inconimensurables  ;  t.  I,   p.  C)3. 

r  EJEUNE-DlllICHLET.-  Sur  une  nouvelle  mé- 
thode pour  la  détermination  des  intégrales 
multiples  ;  t.  IV,  p.  164. 

—  Démonstration  de  cette  proposition  :  Toute  pro- 

gression arithmétique,  dont  le  premier  terme 
et  la  raison  sont  des  entiers  sans  diviseur 
commun ,  contient  une  infinité  de  nombres 
premiers;  t.  IV,  p.  3;)3. 

—  Extrait  d'une   Lettre  adressée  à   M.  Liouville; 

t.  V,  p.  73. 

—  Recherches    sur  la    théorie  des  nombres  coni- 

pleses  ;  t.  IX,  p.  245. 

—  Note  sur   la    slabilité   de    l'équilibre;    1.    XII, 

p.  4:4 

LESLIE.   Voyez  Rodert  (Leslie  Ellis). 

LE  VERRIER.  —  Mémoire  sur  les  inclinaisons 
respectives  des  orbites  de  Jupiter,  Saturne  et 
Uranus;  sur  les  mouvements  des  intersçclions 
de  ces  orbites  ;  t.  V,  p.  1)5. 

—  Sur  les  variations  séculaires  des  éléments  ellip- 

tiques dos  sept  planètes  principales  :  Mer- 
cure, Vénus,  la  Tene,  .Mars,  Jupiter,  Sa- 
turne et  Uranus;  t.  V.  p.  220. 

—  Recherches  sur   l'orbite  de  Mercure  et  sur  ses 

perturbations.  Détermination  de  la  ruasse  de 
Vénus  et  du  diamètre  du  Soleil  ;  t.  VIII  , 
1>    273 

LlUIil.  —  Note  sur  les  rapports  qui  existent  entre 
la  théorie  des  équations  algébriques  et  la 
théorie  des  équations  linéaires  aux  différen- 
tielles et  aux  différences  ;  1. 1 ,  p,  10. 

LIOUVILLE  (E.).  —  Mémoire  sur  l'emploi  des 
mires  méridiennes  tians  le  calcul  de  la  dévia- 
lion  azimutale;  t.  XIX,  p.  iSg. 

—  Note  sur  la  variation  annuelle  de  l'inclinaison 

de  l'axe  de  rotation  de  la  lunette  méridienne 
de  Gambey  ;  t.  XIX,  p.  409 

—  De  l'influence  des  diaphragmes  sur  la  grandeur 

des  diamètres  apparents  du  Soleil  et  de  la  Lune; 
t    XX,  p.  io5 
LIOUVILLE  (J.i.  —  Avertissement;  i.  I ,  p.  1 

—  Mémoire  sur  le  développement  des  fonctions  ou 

parties  de  lonclions  en  séries  fie  sinus  et  co- 
sinus ;  t .  I  ,  p.   14  - 

—  Mémoire  sur  une  question  d'analyse  auv  diffé- 

rences partielles;  t.   I,  p.  33. 

—  Note  sur  une  manière  de  généraliser  la  formule 

de  Fourier;  t.  I ,  p.   102. 
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MU. 

•  LIOtIVILLE(J.)  —  Noie  surlo  calcul  Jes  inégalités 
péiiodiqucsdn  mouvemenl  des  planètes;  t.  I, 
!'■   197- 

—  Mémoires  sur  le  développement  des  fonctions  on 

parties  de  fonctions  en  séries  dont  les  <livcrs 
termes  sont  nssujoltis  à  salisf:iire  à  une  même 
équation  diflercntielle  du  second  ordre,  con- 
tenant un  paramètre  variable.  —  Premier  Mé- 
moire; t.  I,  p.  253.  —  Deuxième  Mémoire  ; 
t.  II,  p.  iG.— Troisième  Mémoire;  t.  Il,  p.  4 18. 

—  Démonstration  d'un  théorème  dii  à  M.  Sturni , 

relatif  à  une  classe  de  fonctions  transcendante.-,  ; 
t.  I,  p.  -ifîg. 

—  Démonstration   d'un  théorème  de  M.  Oauchy, 

relatif  aux  racines  imafyinaires  des  équations 
(en  commun  avec  M.  Slurni)  ;  t.  l,  p.  278. 

—  Mémoire  sur  un  nouvel  usai;e  des  fonctions  el- 

liptiques dans  les  problèmes  de  mécanique 
céleste;  t.   I,  p    /|45. 

—  Solution  d'un  problème  d'analyse;  t.  II,  p.  1. 

—  Mémoire   sur    la    classification    des    transcen- 

dantes,  et  sur  rimpossibilité  d'exprimer  les 
racines  de  certaines  équations  en  fonction 
finie  explicite  des  coelTicien'Is;  t.  II,  p.  SG, 
et  t.  III,  p.  62:5. 

—  Sur  la  sommation  d'une  série  ;  l.   Il  ;  p.   107. 

—  Note  sur  ledéveloppemenl  de  (1  —  2xi-<-3')  ^ ; 

t.  II,  p.  i35. 

—  Note  sur  un  passage  de   la   Mécanique  céleste^ 

relatif  a  la  théorie  de  la  figure  des  planètes  ; 
t.  Il,  )).  206 

—  Extrait  d'un  Miimoire  sur  le  dt'veloppement  des 

fonctions  en  séries  dont  les  dilTeronts  termes 
sont  assujettis  à  satisfaire  à  une  même  équa- 
tion différentielle  linéaire,  contenant  un  para- 
mètre variable  (en  (onimun  avec  M  Sliirm); 
t     II,   p.  220. 

—  Sur  une  Lettre  de  d'Alemliertà  Lagrange;  t.  II, 

!>.  245. 

—  Solution   nouvelle  d'un  problème  d'analyse  re- 

latif aux  phénomènes  thermo- mécaniques  ; 
t.  Il,    p.  439. 

—  Sur  la  formule  de  Taylor  ;  t.  II,  p.  483 

—  Sur  deux    cahiers   du    Journal    de    M.    Crelle; 

t.  III,  p.  t 

—  Nouvelles  recherches  sur  la  détermination  des 

intégrales  dont  la  valeur  est  algébrique  ;  t.  111 , 
p.  30. 

—  Sur  l'intégration  d'une  classe  d'équations  diffc- 

renlielles  ;  t    III,  p.  3i. 

—  Note  sur  la  théorie  des  équations  diffcrenlielles; 

t.  III,  p.  255. 

—  Sur  la    théorie  des  équations  transcend.intes  ; 

t.  III,  p.  337. 

—  Note  sur  la  théorie  de  la  variation  des  constantes 

arbitraires;  t.  III,  p.  342. 

—  Observations  sur  un  Mémoire  de  M.  Libri ,  re- 


latif à  la  théorie  de  la  chaleur;  t.    III,  p.  35o 
MOUVILLE  (J).  —  Note  sur  l'intégration  d'un.- 
équation  aux  différences  partielles  qui  se  pré- 
sente dans  la  théorie  du  son  ;  t.  III,  p.  435 

—  Mcwuoire  sur    la    théorie   des  i-quations   dillé- 

renlielles  linéaires,  et  sur  le  développement 
des  fonctions  en  séries;  t.  III,  p.  ."iGi . 

—  Sur  l'intégration    des    équations    linéaires    aux 

difl'érentiellos  partielles;  t.  IV,  p.  i. 

—  Observations    sur    un    Mémoire    de    M.    Ivory  ; 

t.  IV,  p.  1G9. 

—  Noie  sur   quelques    intégrales  définies;  t.    IV, 

p.   225. 

—  Note   sur    l'évaluation    approchée  du    produit 

1.2  3. ..  x;  t.  IV.  p.  317. 

—  Mémoire  sur  l'intégration  d'une  classe  d'équa- 

tions dilH  renlielles  du   second  ordre  en  quan- 
tités finies  explicites;  t.  IV.  p.  423. 

—  Sur  les  variations  séculaires  des  angles  que  for- 

ment entre  elles  les  droites  résultant  des  in- 
tersections des  orbites  de  Jupiter,  Saturne  et 
Uranus;  t.  IV,  p.  483. 

—  Sur  la  moyenne    arithmétique  et    la    moyenne 

géométrique  de  plusieurs  quantités  positives- 
t.  IV,  p.  493. 

—  Note  sur  le  principe  fondamental  de  la  théorie 

des  équations    algébriques;  t.    IV,  p.   .')oi.  

Addition  ;i  cette  Note  ;  t.  V,  p.  3i . 

—  Sur  les  transcendantes  elliptiques  de  première 

et  de  seconde  espèce,  considérées  comme  fonc- 
tions de  leur  modide  ;  t.  V,  p.  34  et  4'ii 

—  Note  sur   l'irrati.innalilé  du  nombre   e;   t.    V, 

p    192.— Addition  à  cette  Note;  t.  V,  p.  193. 

—  Sur  la  limite  de  /  ,-(-  — V',  m   étant   utj  en- 

tier positif  qui  croit  indéfiniment;  t  V,  p.2So. 

—  Sur  quelijues   formules  pour  le  changement  de 

la  variable  indépendante;  t.  V,  p.  Su. 

—  Note  à   l'occasion  d'une  Lettre  de  M  .    Jacobi  • 

t.  V,  p.  35i. 

—  Sur  la  convergence  d'une  classe  générale  de  sé- 

ries; t.  V,  p.  356. 

—  Sur  l'équation  Z"'"—  Y'-'"  =2  .\"  ;  t.  \',  p.  :;(«,. 

—  Remarques  nouvelles  sur  l'équalion  de  liircuti  ; 

t.  \'l,  pi. 

—  Sur    rinté-yrale     /      <^os  ilu—rsin  u)  du;i.  M, 

p  .3G. 

—  Sur  une  formule  de  M.  Jacobi;  t.  VI.  p.  69. 

—  Mémoire   sur    quelques   propositions  générales 

de  géométrie  et  sur  la  théorie  de  l'élioiination 
dans  les  équations  algébriques;  t.  VI ,  p    3)5. 

—  Sur  une  classe  d'equationsdiffirentielles  :  t.  VI 

p. 448- 

—  Extrait  d'un  Mémoire  sur  un  cas  particulier  du 

problème  des  trois  corps  ;  t.  VII,  p.  110. 
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LIOUVILLE  (J.)    —  Sur  Tequation 

t.  VII, p.  134. 

—  Sur  les  fractions  qui  se  présenletU  sous  la  foiine 


indéterminée  ■ 


t.   VII,  p.   160. 


jjur  un  problème  de  géométrie  relatil'à  la  théorie 

des  niaxima  et  mininia  ;  l.  Vil,  p.  i63. 

—  Sur  l'ellipse  de  plus  petite  suriace  qui  passe  par 

trois  points  A,  B,  C,  et  sur  Tellipsoïdede  pins 
polit  volume  qui  passe  par  quatre  points  A, 
B,  C,  D;  t.  VII,  p.  190. 

—  Démonstration  d'un   théorème  de  M.  Biot  sur 

les  réfractions  astronomiques  près  de  Thori/ou  ; 
t.  VII,  p.   26S. 

—  Sur  l'équation 


(j'y 
dx- 


dy- 


=  0; 


i    VIII,  p.  265. 

—  .Sur  la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surface  ellipsoï- 

dale d'équilibre  d'une  masse  liquide  homogène 
douée  d'un  mouvement  de  rotation;  t.  VIII, 
p.  36o. 

—  Remarques  sur  un  Mémoire  de  IS  .  Fiiss  ;  t .  Vlll, 

p.  391. 

—  Rapport  sur  un^  Mémoire  de   M.  Hermile,  re- 

latif à  la  division  des  foiiclions  abéliennes  ou 
ultra-illiptiques  ;  t.  VIIi,p.  5o2. 

—  Sur  la  division  du  périmètre  de  la  lemniscate, 

le  diviseur  étant  un  nombre  entier  lécl  ou  com- 
plexe quelconque;   l.  VIII,  p.  507. 

—  Sur  un  théorème  d'Abel  ;  t.  VIII,  p.  5i3. 

—  Développements  sur  un  théorème  de  géométrie; 

t.  IX,  p.  33;. 

—  Sur  une  propriété  des  sections  coniques;  t.  I\, 

p.  35o. 

—  De  la  ligne  géodésique  sur  un  ellipsoïde  quel- 

conque; t.  IX,  p.  401. 

—  Sur  les  rayons  de  courbure  des  courbes  géomé- 

triques; t.  IX ,  p.  4^5. 

—  Sur  les  deux  formes 


-y-hz'-i-  I' 


' -I- 2^' -h 3  :-  -I-  G(- 


t.  X,  p.  169. 

—  Sur  diverses  questions  d'analyse  et  de  physique 
mathématique;  t.  X,  p.  2î2. 

—  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Serret,  sur  lu 

représentation  géométrique  des  fonctions  ellip- 
tiques et  ultra -elliptiques;  1.  X,  p.  290.— 
Note  ajoutée  à  ce  Rapport;  t.  X,  p.  293. 

—  Sur  une  propriété  générale  d'une  classe  de  fonc- 

tions ;  t.  X,  p.  327. 

—  Sur  un  Mémoire  de  M.  Serret ,   relatif  à  la  re- 

présentation des  fonctions  elliptiques;   t.   X, 
p.  456. 


J!M. 

LIOUVILLE  (.T.).  —  Communication    verbale    à 
l'Académie  des  Sciences  (Théorèmes  de  géomé- 
trie; par    M.  Michaèl  Roberis);  t.    X  ,  p.  466. 

—  Démonstration  géométrique  relative  à  l'équation 

des  lignes  géodcsiques  sur  les  surfaces  du  se- 
cond dcijré;  t.  XI,  p.  21. 

—  .Sur  un  théorème  de   M.  Joachimsthal,  relatif 

aux  lignes  de  courbure  planes;  t.  XI,  p.  87. 

—  Lettres    sur  diverses  questions  d'analyse  et  de 

physique  mathématique  concernant  Tellip- 
soide,  adressées  à  M.  P.  H.  Blanchet.  —  Pre- 
mière Lettre;  t.  XI,  p.  217. —  Deuxième 
Lettre;  t.  XI,  p.  v.fii. 

—  Sur  quelques  cas  particuliers  où  les  équations 

du  mouvement  d'un  point  matériel  peuvent 
s'intégrer.  —  Premier  Mémoire;  t.  XI,  p.  34'i 
—  Second  Mémoire;  t.  XII,  p.  l\io. 

—  Sur  une  transformation  de  l'équation 

</.sin  0 

au        a'  V 
sin  S ; 1-  -;— ;  -H  «  (  n -t- 1  )  sin"  0 .  *  : 


Sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  ; 

t.  XI,  p.  462. 


Sur  l'intégrale 


-I    n 


lir  ;  t.  XI,  p.  4'i4. 


—  Sur  une  classe  tréqualions  du  premier   degré; 

t.  XI,  p.  406. 

—  Sur  les  équations  algébriques  à  plusieurs  incon- 

nues ;  tome  XII ,  page  68. 

—  Sur    la  loi    de  réciprocité  dans    la   théorie  des 

résidus  quadratiques;  t.  XII,  p.  qS. 

—  Note  au  sujet   d'un   Mémoire  de  M.   Chaslcs; 

t.  XII,  p.  255. 

—  Note  au  sujet  d'une  Lettre  de  M.  W.  Thom- 

son ;  t.  XII ,  p.  265. 

—  Note  sur  un  théorème  de  M.  Gauss,  concernani 

le  produit  des  deux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux en  chaque  point  d'une  surface;  t.  XII, 
p.  291. 

—  Note  à  la  suite  d'un  article  de  M.  Serret;  t.  XIII  , 

p.  34. 

—  Sur  l'équation  aux  différences  partielles  qui  con- 

cerne l'iquilibre  de  la  chaleur  dans  un  corps 
hétérogène;  t.  XIII,  p.  72. 

—  Note  à  la  suite  d'une  Leilre  de  M.  W.  Roberis; 

t.  XIII ,  p.  220. 

—  Remarques  sur  une  classe  d'équations  difleren- 

tielles,  ;>  i'occasion  d'un  Mémoirede  M.  lacobi 
sur  quelques  séries  elliptiques;  t.  XIV,  p.  225. 

—  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  diiïe- 

rentielles  du  mouvement  d'un  nombre  quel- 
conque de  points  matériels;  t.  XI\  ,  p.  7.57. 

—  Théorème  sur  l'équ.ilion 

t.  XV,  p.  io3. 
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I.IOUVIIXE(J.)  —  SuruntlicorèmeileM.CIiasles; 
1.  XVI,  p.  f). 

—  Surla  thi'oriegi^nèraledL'S  siirfacps;  t.  \VI,  p.  i3o. 

—  Sur  des  classes  Irés-éloiuliies  du  qiiantUcs  dont 

la  valeur  nVst  ni  algébrique,  ni  même  réduc- 
lilde  à  des  irralioiinelles  algébriques  ;  1.  XVI, 
p.  lii. 

—  Mémoire   sur    les   figures   ellipsoïdales  à    trois 

a\es  inégaux,  qui  peuvent  convenir  h  Téqui- 
libre  d'une  masse  liquide  homogène,  douée 
d'un  mouvement  de  rotation  ;  t.  XVI  ,  p.  i/|  1 , 

—  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Jules  Bienaymé, 

Inspecteur  général  des  Finances,  concernant 
la  probabilité  des  erreurs  d'après  la  méthode 
des  moindres  carrés  ;  t.  XVll,  p.  3i . 

—  Note  au  sujet  de  deux  Thèses  de  M  .  O.  Bonnet  ; 

t. XVll,  p.  340. 

—  Théorème     sur     le     rapport     anharmonique  ; 

t.  XVII,  p.  3g  I. 

—  Sur  les  fonctions  ^amma  de  Legendre  ;  1.  XVll, 

p.  448. 

—  Note  sur  la  théorie  des  formules  dilTérenlielles; 

t.  XVll ,  p.  478. 

—  Sur  l'équation  aux  différences  partielles 

<i'  log  J.  _^    / 

—  ±  ;  =  O  ; 

du  dv  2  fl 

t.  XVIII,  p.  71. 

—  Sur  l'équation  diflérentielle 


d\x  —  x') 


dx 


■  X7  =  o  ; 


t.  XIX,  p.  i5i. 
Expression   simple  du  rayon  de  courbure  géo- 

désique  d'une  ligne  tracée  sur  un   ellipsoïde; 

t.  XIX,  p.  368. 
Note  à  l'occasion  d'un  Mémoire  de  M.  Borchardl  ; 

t.  XIX,  p.  395. 

Note  sur  une  formule  pour  les  différentielles  à 
indices  quelconques,  à  l'occasion  d'un  Mé- 
moire de  M.  Torlolini  ;  t.  XX,  p.  11. 5. 

Valeur  d'une  intégrale  définie  qui  se  rattache 
aux  intégrales  trinOmes  ;  t.  XX,  p.  i33. 


LIOUVILLE  J.).— Rapport  sur  un  Mémoire  de 
M.  liour,  concernant  l'intégration  des  équa- 
tions diUërenliclles  de  lu  Mécanique  an.dy- 
tique;  t.  XX,  p.  iS,"). 

—  Note  sur  l'intégration   des  équations  différen- 

tielles de  la  Dynamique,  présentée  au   Bureau 
des  Longitudes  le  29,juin  iS53;  l.  XX,  p.  1.37. 

—  Sur  l'équation  difTérenliclIc  du  premier  ordre 

t   XX,  p.  143. 
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